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SULLA  PiRTlZlONB  DEI  RUSEIII 

NOTA 

kEL  SIC.  PBOl.  VBAHCESCO  BBIOSCHl 

1.*  Udo  dei  più  imporlantì  problemi  nella  teoria  delia 
(Mlrlizione  dei  nameri  è  il  seguente  : 

Dati  i  numeri  intieri,  positivi  a,  ,  a, ,  .  .  .  a,  ;  n  de- 
(ermì&are  il  numera  delle  solozioni  intiere,  positive  della 
equazione  : 

(1)  a,x,  -t-  fliaTa  ...  -4-  afXf.  =  «  . 
Indicando  con  S^  ,  j,  il  oamero  cercato,  é  manifesto  che  il 
numero  delle  soluzioni  positive,  intiere  delle  eqnaiioni  cho 
sì  ottengono  dalla  superiore  ponendo  j^^  =^  0, 1,  2  .  .  .  ao" 
ranno  ordinatamente  : 

e  che  si  avrà  : 

ossia] 

(2)  S,,«  =  S^,,,-*-S,,„..^  } 

e  quindi  il  numero  delle'solnzifmi  richiesto  verri  dato  dal- 
l'integrazione di  quest'ultima  equazione  alle  differenze  finite. 
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(6) 

La  integraJEtoDe  delle  equazioni  alle  dilTereaze  finite  di 
questa  specie  forma  Io  scopo  di  una  memoria  dell'insigne 
Geometra  Pietro  Paoli  pubblicata  nel  Volume  2."  degli  Atti 
della  Società  Italiana }  nella  quale  memoria  trovasi  appli- 
cato il  metodo  generale  all'integrazione  di  alcune  equazioni 
che  haoDO  origine  da  varj  problemi  sulla  partizione  dei  nu- 
meri. Nel  caso  particolare  dell'equazione  (2)  l'Autore  giunge 
ad  un  risultato  che  può  ridursi  al  seguente  : 

Il  numero  S^  >  a  ,  cioè  il  numero  delle  soluzioni  posi- 
tive, intiere  della  equazione  (Il  è  eguale  al  coefficiente  di 
x"  nello  sviluppo  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x  della 
espressione  : 

(3)  ? ■ 

(!-«■■  )(l-«'' )...(!-,■') 

2."  n  problema  suesposto  sulla  partizione  dei  numeri  è 
quindi  ridotto  a  quella  di  determinare  una  espressione  ana- 
litica pel  coefficiente  di  x"  in  quello  sviluppo,  la  quale  sia 
facilmente  calcolabile  nei  casi  particolari.  La  soluzione  di 
questo  problema  pubblicata  dal  Sìg.  S^lvester  nel  Quar- 
terijr  Journal  ed  a  cui  si  riferisce  la  nota  del  Prof.  Tor- 
lolini  alla  pag.  400  fascicolo  di  Ottobre  1856  di  questi  An- 
nali; raggiunge  a  mio  credere  completamente  lo  scopo;  oltre 
al  costituire  per  se  slessa  un  inleressantissimo  risultalo  ana- 
litico. 

Indicando  con  f{x)  il  denominatore  delle  espressione  (3); 
sieno  X,  ,x^  ,  .  .  x^ie  radici  semplici  o  multiplo  della  equa- 
zione f{x)  ^  0.  Avremo  nella  notazione  del  calcolo  dei  re- 
sidui. 


f,x\         2/-^  {«-*)! 


M    ^'^{x-^)r{'K{*-x.)) 
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(7) 
e  denominando  N  il  coefficieDte  di  x"  nello  svilappo  del- 
la (3)  si  avri  : 


"    ~  S.^  .-*'/[')().'-< 


n 


Poslo  ora  2  :=  ij*  (() ,  ed  indicato  con  f,  il  valore  di  t 
corrispondente  a  x  =  a;,,  (che  supporremo  unico),  si  ha  per 
Dna  formoia  dovuta  al  Sig.  Cauchj  (Exercices  de  Malhenu- 
(iques  T.*  l**.  pag.  173  (41))  che  la  espressione  superiore  si 
trasforma  nella  seguente  : 


e  supponendo 
SI  arra 


'*'   ^^Ì^J^kÌT-'.» 


nella  quale  deve  osservarsi  essere  t^^O. 

Notisi  che  indicando  con  y  una  quantità  la  quale  sosti- 
tuita in  luogo  di  X  non  renda  f{x)  =  0  ed  indicando  con 
6  =:  0  il  valore  di  (  dedotto  dall'equazione  y  ^  yer*  il  resi- 
duo : 

„        (<-9)." 


è  eguale  a  zero,  giacché  la  funzione 
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(8)      •         . 

noD  diveota  inBuila  per  t:s=$s=:0, 

3.*  Questa  aota  osservazione  è  in  questo  caso  partico- 
lare della  più  grande  importanza.  Infatti  se  sapponiamo  che 
y  sia  Dna  radice  primitiva  di  una  delle  equazioni: 

(5)      »— a— 0  ,/— 1==:0  .  »»— 1«0  .  .  , 
potremo  porre: 

(indicando  eoi  aimlMlo  S  la  somma  di  tntli  ì  residni  cbe 
ai  ottengono  ponendo  in  luogo  di  y  tutte  le  radici  prìmi- 
tìve  delle  equazioni  (5));  poiché  fra  questi  iresidui  saranno 
nulli  tutti  qnelli  corrispondenti  a  valori  di  y  i  quali  non 
coincidono  con  qualcuna  delle  radici,  x,  ,  x,  .  , .,  x»  della 
equazione  f(x)  =  0  j  ed  inoltre  queste  radici  si  troveranno 
fra  le  radici  primitive  delle  equazioni  (5).  Abbiamo  quindi 
il  seguente: 

Teorema.  Indicando  eoif  9i  ,  ^i  -  •  •  yi  le  radici  primi- 
tive dell'equazione  y" —  1  =  0  e  con  W„  il  coefRciente  di  — 
ReUo  svitafpo  delta  espressiooe  : 

H=v t::sJi 

il  numero  delle  soluzioni  positive,  intiere  della  equazione  (1) 
è  eguale  a  : 
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(9) 

4.'  Nel  determiDare  il  coefficiente  di  W«  nei  casi  par- 
tìcolari  converrà  distingaere  fra  i  ontneri  o,  ,  a,  .  .  .  a, 
quelli  che  sono  esattamente  divisibili  per  m  e  quelli  che 
non  Io  sono.  Se  eoo  a, ,  a»  ...  «^  sì  indìcaiw  i  primi,  e  eoa 
pi  ,  fii  ...  ^,  ì  secondi  ;  essendo  jf,  '  =  y»  '^    "~y."^ —  1 


"=S.7 


■(i-.-.>..(i-.v)(i-,/-  .-'.•)■■■(»-».'■  '-'■■) 

od  anche  : 

posto  : 

A  =s  loy  (l-»"*^')  -*-  Ìog(l— .""^'j  ^ K  log  (l-e""''')  - 

Qqìjuii  svilnfipando  si  a%ri: 


OB ^ — i;- 


..-V)...(l  _,/..-'.') 

essendo  : 


(*)  Qoeito  è  il  teorema  «ouncnto  diliig.  SjIvuternelQuarlerJj 
Jonraal;  il  metodo  eoo  cui  quetlo  dittìuto  Geometra  giunte  a  Ule  li- 
mitato teaibra  affatto  differente  dal  luperiorej  ci  lDiin[[hiama  di  ve- 
derlo presto  pubblicato.  L'um),  del  calcolo  dei  reaidui  in  questa  qne- 
atioM  en  già  ataU  (ktta  avvenire  al  aig.  SjUeiin  dai  aig.  Tcn^Ku 
e  Caylej. 
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(10) 

ed; 

»,  ^1  -•-  «1  .  .  .-+-«/.,»,=  a,'-*-at'-+- .  . .  -H  a/,  ■ . . 

B| ,  Bi  i  numeri  di  Beraoalli. 

Ne  risolta  che  W,  sarà  il  coefficiente  di  1*^'  nello  svi- 
luppo della  espressione  : 


a,  a,  .  .  .  Ap 
nella  quale  ; 

»,  ^  o,-*-«j-H-  ...  -«-a,,  «,  =  o," -*- a,'-«r  .  .  .  o,*  ; 
e  che  supponendo  a, ,  a^  .  .  .  a^  essere  tnttì  nomeri  primi 
sarà  : 


(8)  W.=  -^V 


(1 -,/■)(!-»/■)■  ■■(»-»/-) 

quando  ffl  è  un  numero  della  serie  ai ,  a,  .  .  .  a,  ed  in 
ogni  altro  caso  W„  =:  0  (eccetto  per  m  ^  1).  Analogamente 
se  i  numeri  a,  ^  a,  .  .  .  sono  primi  tra  loro. 

5."  Aggiungerò  un  esempio  che  sebbene  assai  semplice 
servirà  a  rendere  più  evidente  la  potenza  di  questo  metodo. 

Sieno  a,  ci=  2  ,    a,  ■=  3  ,    03  =:  5  essendo  s,  ^  10  , 
a,==  38  si  ha  : 

_  l,(.->-5)-       19; 

*'  ~  30(~2 12'  • 

Per  trovare  Wj  sì  osservi  che  l'uDÌca  radice  primitiva  tlel- 
l'cquazioDe  y' —  1  ^  0  è  —  1  ,  quindi  per  la  forinola  (8): 

1  (—1)- 

^■=24- 

Cosi  le  radici  prìmitìre  della  y>—  1=0  essendo  le  radici 
della  y'-i-y-t-  1  =  0  si  avrà  per  la  (8)  : 
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(li  ) 

_„1V-»:1 li,.".,; 


'      3    (l-y'Kl-j,S)      9- 
ora  : 

2/=  2  ,  2y  =  — 1  ,  2y'=  — 1 
quindi  se  : 

Il  -H  2  =  0  (mod.  3)        2  y-l"*'J  =  2  y'=      2 

«-t-2  =  l  (mod.  3)        2y-i'-^>=-  2y'=  — 1 

«-^-2  =  2  (mod.  3)        2y-<'+*)=  2y  =  — 1 

per  cai  indicando  con  d  (-t-)   un  simbolo  che  rappresenti 

l'anilà  se  k  è  esattameote  divisibile  per  h,  e  lo  zeto  ìa  caso 
contrario;  si  avrà  : 

W4  sarà  eguale  a  zero  ,   ed  osservando  che  le   radici 
primitive   della  equazione    y^  —  1  =  0  sono    quelle  della 

y<-*-y'-t-y'-+-y-«-l=0  si  avrà 


5^H-,-)(l-,'] 


per  cui  essendo  : 

2y"—  4  ,  2y  =  -  1*,  2y*=  —1,2  y»=-  —  1  ,  2y*s=  —  1 

si  olterrà  : 

-— è[«(^)-'<«(F)-»K"^)-'(^)] 

ed  il  numero  delle  soluzioni  positive,  intiere,  dell'equaiione: 

2a;i  -t-  ix^-t-  5*3  =  n 
sarà: 

Per  esempio  per  n  :=  8  si  ha  : 
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(12) 
ed  il  Damerò  delle  soluzioni  è  3.  Per  n  =  30  sì  ha  : 

ed  il  numero  delle  soluzioni  è  2l. 

É  senza  dubbio  ano  dei  principali  pregi  di  questo  me-' 
todo  il  non  aumentarsi  del  numero  delle  operaiionì  occor-' 
libili  per  determinare  il  numero  delle  solazivni ,  aumen- 
fando  la  grandezza  del  numero  n. 

Paria  Febbraio  1857. 

TEOREMA 

BEL  N«.  PB«B.  sYLvesten 

SULLA   PARTIZIONE    DEI   NUMERI. 

{Estratto  dal  2,"  Quarterij  Journal  ec.  e  daWilluitre  autore 

comunicato  al  redattore  nell'epoca  della  $ua  dimora  in  Napoli) 

Siano  a,  a,  ...  a^  dei  numeri  interi  e  positivi;  R  il 
numero  da  comporre  con  gli  elementi  a;  Q  U  quotily  da 
trovare  ,  cioè  il  numero  delle  soluzioni  intere  e  positive 
dell'equazione  a,x,-*-a,Xt-*-  ■  •  ■  -+- «^.t^  ^^  »• 

Rappresenti  q  nu  qualunque  numero  intero  e  positivo, 

e  W    il  coefficieute  di  —  nello  sviluppo  della  funzione 


<S)    X" 


f" 


1-p-.     .-V)(l_p".     ,-*.').     ..{l-p'^.-r) 

nella  quale  la  somma  2  deve  estendersi  a  tutte  le  radici 
primitive  dell'equazione  p'— 1=0.  Il  valore  della  jwotóy 
Q  sarà  dato  dalla  formula  Q  =  1W^. 

Le  diverse  quantilA  rappresentale  da  W^  sono  indicate 
col  nome  di  onde. 
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(13) 
Si  osserri  che  ,per  trovarsi  no  termine    moltiplicato 

por  —  nello  svilappo  della  fanzione  (S) ,  é  necessario  che 

nello  sviluppo  del  denominatore  della  faniione  stessa  non 
t!  sia  alouD  termine  indipendente  da  t ,  ciò  che  richiede 

che  almeno  nna  delle  quantità  p  '  ,  p  ^  ...  p  '  sì  ridaca 
all'anità;  ovvero  che  almeno  uno  degli  elementi  ai ,  a,  ...  a, 
sia  un  multiplo  di  ;.  Adanqne  per  tntti  i  valori  di  q  che 
non  sono  fattori  degli  elementi  a,  tt^  ...  a,  si  ha  W^^  0;  e 
per  conseguenza  nella  equazione  Q  =  iSW  basterà  estendere 
la  somma  2  a  tatti  ì  valori  interi  e  positivi  di  q  {incluso  1), 
che  entrano  come  fattori  degli  elementi  a,  4,  ...  a^.  Per  cal- 
colare la  prima  onda  bisogna  supporre  <[  ^  i-  Allora  an- 
che p^s\  ei  il  valore  di  Wt  sarà  it  coefficiente  di  —  nello 

sviluppo  di 

e« 

che  è  eguale  ad 
«<-[  log  (!-"•')  -^  log(l-e-*^')-H  ...  -^Iog(l-s-"r')]^ 

Ora ,  rappresentando  con  B,  ,  B.  •  ■  •  i  numeri  di  Ber- 
nouUi,  si  ha 

dt        ^?^^^T^    2  '  1,2*    1,2.3.4' 
per  conseguenza  uri 

Adunque  chiamando  *»  la  somma  delle  potenze  u  degli  ele- 
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(U) 


=  coef.  di  C^'   in 


Mettendo  ora  n  -t-  -'  =  v ,  sostitnendo  per  B,  ,   B,  .  .  .  . 

,.111       1 

1  rupettivi  nXoti  _,_,_,_. ...e  sTiluppaodo,  si 

ayrà 

W,  ^  coef.  di  f-*  in 

o.o, ...  «/\       "      1.2        ÌXS       ■  ■  •  ■  ì 

'  "(*"- 2885'''*  "«"16  588  800  '"«''-*-■  '  '  ') 

X  ec. 

Per  la  seconda  onda  si  ha  j  ^  2.  In  tal  caso  la  sola  radice 
primitiva  dell'equazione  p^ — 1^0  è  ^^1.  Distinguendo 
gli  elementi  a,  a,  ...  a^  in  doe  groppi  a, ,  età  ...  A/  tutti 
pari,  e  j3,  ,  j3a  .  .  .  /3„-  tatti  impari,  sarà 
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(15) 


(-1)  V  X 

(._r.')(.-r.')...(i_.-/) 
i 


1 
Wj5=5  coef.  di  -  in  (—l)«e"'-» 


R  =s  2  log(l— e"""')  ■*-  Z  log(l-^^"^'')  . 

Le  sTiloppo  di  log(l — r*)  è  sUto  già  trovato.  Per  quello 
di  lóg[l-+<e-')  si  ha 

Iog(l-.-e-')  =  log(l-e-«)  -  iog(l-r') 

Ì2'      ,      2*    B.       ,       2«        Bì        ^ 
Jog2l_.^3-,B.*"-;5,j^3  .*^-,j3^3^l«-ec. 

>  -N^  2  -  2^  "•'  -"^03  "-6-  S3X5  ''-^'"• 
.  ^      '        3»  .     15    B,     ,    63      Bs 
=   '082-2 -4B.''-Ì6rà"*36r2f475''-"=- 

Se  dunque  si  rappresenti  con  s„  la  somma  delle  potenze  a 
di  oci ,  iti  ...  ai  ,  e  con  ?«  la  somma  delle  potenze  o)  di 
pi ,  /3,  .  .  .  j3„  j  e  si  faccia  n  -»-  |(s,  -«-  a,)  =  v  ;  si  avrà 

n(  —  R  =  —  log(2"a,a,  ...  a,)  —  i  Iog( 

e  sarà 

Wa=  coef.  di—  in 
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(16) 
:^coef.  di  t'~'  in 

(-*)•       „/, »■'■  .    ve 


2-(?l.f^...5ì    ^ 

"^  \2    a     a/ 

X(l-  ^(..-^J  ^-^  flj  (..*3,.)-<4_  ...  ) 


X  ec. 


Id  generale  ,  per  trovai  l'onda  W  bisognerà  dWtingnertt 
gli  elementi  in  doe  grappi  :  a,  *  a,  ...  a/  tutti  divisibili  per 
q,  e  jSi ,  ^4  . . .  j3m  ■"">  dirinbiii  per  ; .  Sari 

W„=coef.  di-in 


(i-r.')...(,-.-'/)(i-/T''')..(i-/- .-'■■) 

:=  coef.  di  (*-■  io  a**"» 

dove  K  esprime  noa  quantità  formata  con  le  radici  primi- 
tive dell'equaziome  (^ —  1  ==0,  e  coi  coefficienti  namericit 
che  entrano  nello  STÌluppo  in  potenze  ascendenti  di  t  della 

l 

^   qnantilJt  ; . 

l—cpr' 

Stempio 

Sia  da  trovare  in  quanti  modi  an    nomerò  n  pD6  es- 
sere composto  con  gli  elementi  1,  2,  3,  4,  5,  6.    1  valori 
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(17) 
di  9  pei  quali  W   è  differente  da  zero  sono  1,  2,  3,  4,  5, 1 
e  perciò 

Cominciando  dal  cercare  Wg ,  si  ha 


(1— p»-')(l— ()V«)(1— p»e-»')(l— ,»4e-4')(l— ^rS')(l— «-6^ 

dove  la  somma  devesi  estendere  alle  radici  primitive  di 
pS — 1=0,  ossia  alle  radici  />*  — p-t-1  :^0.  Ora  il  termine 
moltiplicato  per  t  nello  svilappo  del  denominatore  della  pre- 
cendente  frazione  è  6(1— p)  (1— p')  (1— (»'}  (1— f»*)  (1— p'}'; 
dunqae 


^^U. ^ 


6    (l-p)(l_f,*)(l_p3){l-p4)(l_pS) 

_  J_  p*  _  J_  5  • 

~  12  ^'(l_p')(l_j^)  ~  36  ^   • 

Per  Ws  si  adoprerà  la  formola 
W5=:  coef.  di  -  io 

^  (1— p(r'){l— pV«)(l— pV")(l-j)*r4')(l-e-^)(l-/^«-*'^ 
nella  quale  la  somma  va  estesa  a  tutte  le  radici  di 

Si  avrà  dunque 

(*)  In  generale  quando  gli  tlemmti  toao  i  numeri  contecutivi 
1,  2  .  .  .  r  ,  o  pure  2,  3  ,  ,  .  r,  le  onde  cbe  haooo  un  «siiteoia  al* 
iHOle  (cioè  cbe  sono  differenti  da  lero)  toao  W,  ,  W,  .  .  .  W,  . 
Annali  ài  Seimte  Mai.  e  Fi*.  T.   TlII.  gmman  1S57.  2 
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Ws=U 


5    (l-p)(l-f-)(l-i.')(l-p')(l-p«) 

Similmente 

W4  c=  coef.  di  -  in 

P'i"  ' 

^(l-fr')(l-pV»)(l-|i'e-")(l-rfKl-pV>'Kl-f«-<») 

eslendendo  la  somma  a  lutle  le  radici  di  p'-f-ì=  0.  Dnnque 

1        ^ 

*♦  =  i^a-pXl-p'lll-p'Xl-p'Xl-p») 

r 


"16    (l-p-Kl-p) 

In  quanto  a  W^ ,  estendendo  la  somma  a  tutto  le  radici 
il  p»_^  p  -t-  1  =  0,  abbiamo 


^.(l-^)(l"pV")|l-«-"Hl-p*«-ni-p''rS'}(l-r«') 
I  primi  dae  termini  dello  sviluppo  del  deDOminatore  dì  que- 
sta frazione  essendo 

18(l-p)(l-()')(l-f«)(l-f»)<' 

-.i8(i-pHi-p-Ki-P')(i-p»)[i^-T?^i^-T^]'^ 

D,„„.db,  Google 


(IS) 
si  vede  facilmente  cbe  dovrà  risultare 


l8(l-pHl-p'Ml--p<Ml-rt 
— 18  ^  i(i-f)H-P")3"  ~  «a  *" 

dove 

'^'sr'f-i  p'_i  ^ì_i  ps_i  »-^2  p_i  j)-_i^ 

»cr  W,  n  ka 

W^oef.  di  ,-  in  J=»)l-^(,^,^'|)(,_  ^(..  ^3,.),>) 
dove 

per  consegaenza  sarà 


,      .J("^f)'        161  1 


Finalmeute  si  ha 
W,^  coef.  di  (^  iB 


1  /.  v't'       v^(*         v*t* 


1.2.3.4.5.6^  a         2.3       2.3.5       2.3.4.5' 

^  <*  -  à'"  ^^  m  ''-"H'^^  m  '***  ) 
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I  21 

v=n-4-  1  (l-^.2-*J-^4*5-^6)  =  "--  -2  . 

,,=l"-4-2"-*-3'-*-4*-i-5'-i-6'=91 
,j=l-t.2(-i-3t->-»<-<-5«-i-6t=  8281; 
quindi  risalterà 

'-"2Ìr""2)      'H'-^T)        9191 
^'  =     720    '      05  144  "^  II52I  ' 

!  precedenti  Talori  delle  diverse   onde  We  ,  W5 

sì  possono  mettere  sotto  altra  forma  nel  modo  segnente. 
In  Wg  p  è  radice  di  p' — ^1^0.  Ora  si  ha,  dinotando 

con  >  un  numero  intero  positÌTu  qualunque 

J(i6'=  2  ;  ^"=  1  i  2p6'*'=  —  1  ;  Zp«'*'=  —  2  ; 
J()»-H  =  —  1  ;  2fi«'«=  1  ; 
dunque  Wg  sarà  eguale  al  1%  2%  3°,  4%  5°  o  6°  dei  se- 
guenti termini 

1       1  1 _1 _1 ^i 

18  '  36'  ~  36'       18'       36'       36 
'  secondo  che  «  diviso  per  6  darà  per  resto  0,  1,  2,  3,  4  o  5. 
Se  dnnque  si  indichi  (secondo  Herschel)  con  r„  una  quan- 
tità, che  è  eguale  ad  l  quando  n  è  multiplo  di  f ,  e  che 
e  zero  in  ogni  altro  caso,  risulterà 

6«       6/,_,  _6^^_6«_3^_6^      6a.5 
''•—  Ì8'^36        36         18         36"^36' 
Similmente,  in  W5  p  è  radice  di  jj4  -+-  p>-*-  p'-t-  p  -t- 1  =  0. 
Ora  si  ha 

2psi=4i  JpS-"=— 1;  2p"*'=-l;  J|j"-"=-1;  2p"*<=-li 
dunque  risulterà 
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^_2  -1_4-2)5;^,-h(-2-  l-l-f-2)5,.3] 

-25'»     25''"-      25  ="'■- *  255-4- 
In  W4  p  è  radice  di  p'-^- 1=0.  Ma 

2|i4'  =  1;  Ip*'*'  =  0;  If»'*"  =  —  2;  2pt'*'  =  0; 
dunque 

W,=  1(2.4,- 2.V,- 2.4,.^  2.4m) 

_  4,  _  4^  _  4^      4^ 
32        32         32  "*"  32  ■ 
In  W3  p  é  radice  di  p"  -4-  p  -i-  1  =  0,  e  si  ha 

If^  =  2;  Ip"*'  =  —  1;  2(>»+"  =  —  Ij 
dunque 

'      Ul       162       162'r       6^       243       243      243 

Ul        162        162r       54  243  ""■"'243    ""* 

Finalmente  si  lia 

Napoli  15  Febbraio  185T 
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SULLA    PARTIZIONE    DEI    RDIIERI 

NOTA 
.  BEL  PROr.  P.  TOLPICELU  (*} 

§.1. 

I  saccessiri  DDmcri  naturali  si  dispongalo  iaunrelUiD- 
gole:  se  ne  abbiano  in  ogni  saa  fila  orizzontale  A  -<- 1,  ed 
ogni  sua  fila  verticale k-^-X;  s'incominci  da  n> quindi, Knza 
interrazione,  si  proceda  nella  prima  fila  orizzontale  da  sini- 
stra a  destra,  nella  seconda  da  destra  a  sinistra,  e  sempre 
a  questo  modo  sino  alla  fine^  avremo  quanto  siegoe; 

1*.  Le  somme  dei  numeri  dì  ogni  fila  orizzontale,  costi- 
tuìscdoo  Dna  progressione  aritmetica,  crescente  dall'alto  al 
basso,  di  cui  la  diOerenza  costante  uguaglia  (A-i-1)',  cioè  il 
quadrato  del  tramerò  dei  termini,  che  si  contengono  in  qua- 
lunque delle  file  medesime. 

2°.  I  termini  di  ciascuna  Già  verticale,  presi  alternatÌTa- 
mente ,  costituiscono  due  progressioni  aritmetiebe  ,  aventi 
ognuna  la  stessa  differenza  costante  ,  che  sarà  espressa  da 
2(4-«-l)}  cioè  dal  doppio  del  numero  dei  temini  di  qualun- 
que fila  oriizoQlale. 

3*.  Le  somme  dei  numeri  di  ogni  fila  verticale,  còstilui- 
scouo  la  serie  del  naturali  senza  interruzione,  crescenti  da 
sinistra  a  destra,  se  in  ciascuna  delle  file  slesse  ìl  numero 
dei  lermini  sarà  impari  :  queste  somme  poi  saranno  tutte 
ugnali  fra  loro,  se  in  ciascuna  fila  verticale  il  numero  dei  ter- 
mini sarà  pari;  cosicché  chiamando  a  una  qualunque  delle 
somme  stesse,  avremo 

(1)  [2»-.-*(*-f-i)-,-j):(*-il)=.. 

In  questo  caso,  come  appresso  vedremo.  ìl  numero  a  espri- 

f)  Vedi,  Comptet  Reodtis,  T.  XLIV  «eance  du  30  Mar*  1857-vedi 
■Itretl  Aui  dell'accaikm»  Ponliiìcia  de'Nuovi  Lincei  T.  X  ISS7,  p.43. 
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menle  la  somma,  si  trova  spellalo  Unte  vqIi^  secondo  una 
certa  legge  di  partizione,  facile  a  raTrisarc,  quante  sono  le 
unità  di  A-t-1,  potendo  h  ricevere,  diversi  valori. 

4°.  Queste  proprietà  si  verificano)  aocbe  quando  il  ret- 
tangolo «lìvenga  un  quadrato ,  cioè  anche  quando  abbiasi 
A  =  i. 

§2. 

Se  i  numeri  naturali,  a,comÌnciare  da  n  dispongasi  nello 
diverse  file  orizzontali,  sempre  con  ordine  crescente  da  ri- 
nislra  a  destra,  si  avrà  quanto  siegne. 

1".  Le  somme  delle  file  orizzontali  costituiscono  una  pro- 
gressione aritmetica,  crescente  dall'alto  al  basso,  di  cui  la 
differenza  costante  uguaglia  {h-t-l)^,  cioè  il  quadrato  del 
numero  dei  termini  di  una  qualunque  delle  file  medesime. 

2°.  I  termini  di  ciascuna  fila  verticale,  costituiscono  una 
progressione  aritmetica,  di  cui  la  differenza  costante  ugua- 
glia A  -t- 1,  cioè  il  numero  dei  termini  di  ciascuna  fila  oriz- 
zontale. 

3*.  Le  somme  delle  file  verticali  costitnìscono  un'  altra 
progressione  aritmetica,  crescente  da  sinistra  a  destra  di  cui 
la  differenza  costante  uguaglia  k-t-l;  cioè  il  numero  dei 
termini  che  si  contengono  in  ognuna  delle  file  verticali 
stesse. 

4°.  Queste  proprietà  si  verificano  anche  quando  il  rettan- 
golo divenga  un  quadrato,  cioè  anche  quando  abbiasi  h  ^  k. 

Dalla  (1)  abbiamo 

§3. 

'^'      "= aiirt) — — ^' 

e  chiamando  m  un  intero  da  determinarsi  opportunamente, 

sarà 

>  '  i'-*  2*  -^  1 
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Indicando  con  7  il  numeratore,  e  con  8  il  denominalore  del 
secondo  membro  della  (3),  avremo  la 

(4)  ^"  =  -  «(A  -^  i)'-^  *»(A  -^  1)  -  4«{1  —  m)  -^  1. 

Trovati  per  tanto  i  divisori  tatti  del  numero  dato  (2a)% 
e  scelli  fra  questi  solo  quelli  quadrali  pari,  questi,  presi 
per  3,  forniranno,  mediante  la 

(5)  t  =  -l-^pA», 

i  corrispondenti  valori  di  k  inleri,  positivi,  ed  impari;  quindi 
per  mezzo  della  (3),  e  mediante  acconci  valori  dati  alla  in- 
determinata m,  avremo  i  corrispondenti  di  A,  interi  e  po- 
sitivi anch'essi.  Ottenuti  per  tal  modo  i  valori  delle  A,  A, 
ed  m,  avremo  eziandio  quelli  di  n;  giacché  eliminando  A 
dalle  (2),  e  (3),  si  trova  essere 

§4- 

Si  rileva  dal  Gn  qui  detto  che  il  numero  dato  a,  per  mezzo 
del  precedente  metodo,  viene  in  ogni  possibile  modo  spez- 
zalo, secondo  una  ce^^  legge  di  partizione,  facile  a  ricono- 
scere 

Chiamando  N  il  numero  totale  di  questi  spezzamenti , 
ognuno  avente  a  per  somma,  sarà 

j         k',-^k\->-  .  .  .-*-  A'„ 

\  -^h",  -4-A",-H  .  .   .-t-A"a 

(6)  N=|  -H 

/  ->-  A.W  -.-  A,('>  -_  .  .  .  -t-  À^C) 


È  facile  in  questa  formola  riconoscere  il  significato  degli 
A  diversamente  accentati,  e  delle   a,  B,  .  .  .,  t. 
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§5. 
Dobbiamo  qoi  avvertire  che  i)  precedente  metodo  for- 
nisce anche  gli  spezzamenti  del  numero  a,  corrispondeati  ad 
h^k.  Però  quando  si  Tolessero  solo  questi  spezzamenti,  al- 
lora le  formule  precedenti  potrebbero  divenire  più  semplici. 
Ed  infatti,  per  questa  ipolesi,  dalla  (2)  sì  avrebbe  la 

,,,  2a  -  (A*  —  3A'  -^  m 

">  " 2(Mnj — ■' 

ed  indicando  con  y  il  numeratore,  e  con  5  il  denominatore 
della  (7),  avremo 

dalle  quali  si  otterrà 

(8)         .  !|?  =  S-*8„-4: 

Dunque  il  valore  di  ì  dovrà  trovani  fra  i  divisori  del 
numero  dato  16o:  quésto  divisore  dovrà  essere  pari,  e  tale 
che  il  valore  di  k  ottenuto  da  esso,  riesca  impari,  e  rnnda 
mediante  la  (7)  n  intero  e  positivo.  Trovati  per  un  dato  nu- 
mero a  ì  valori  interi  e  positivi  di  A  ed  n,  corrispondenti 
a  quelli  -Ai  J,  saranno  pure  trovatigli  spezzamenti  del  dato 
numero,  secondo  la  indicata  legge  di  partizione,  aggiuntavi 
la  condizione  h  =  k. 

S6. 
Etempio 

Pongasi  a  =  260,  avremo  per  !t  il  solo  64;  gia'cchè  di  tutti 
^i  altri  divisori  quadrati  pari  del  numero  (2a)',  ninno  può 
soddisfare.  Per  Unto  dalla  (5)  e  (3)  avremo 

*=  7,     ed     A  =  ^^^i 
■A 
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quindi 

m  =  n  =  l,  5,  9,  13,  17,  21,  25, 
A'".=7,  r',=6,  À"'3=:5,  k"'i=i,h-"s=3,h"'e=^,k"'j=Ì, 

a  —  O,    ^  =  0,    7=7; 
e  perciò  dalla  (6)  sarà 

N  =  A"',  —  k'"^  -t~.  .  .-^  A"'j  -1-  y  =  35. 
Dnnqae  il  Dumcro  dato  260,  potrà  essere  spezzato  in  35  di- 
verse  maniere,  ognuna  corrispondente  a  3  =  64,  e  tutte 
secondo  la  stessa  leg^e  di  pa;-lìi:ione,  assegnata  dalle  prece- 
denti formule. 
I  primi  otto  di  questi  spezzamenti  corrispondono  ad 
n=l,  A,"'=7,  A  =  7, 


I 

.  2 

3 

4 

5 

6 

7 

3 
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64 

63 

62 

61 

60 

59 

58 

57 

260    260    260    260    260    260    260  260 

§'• 
Non  è  senza  interesse  far  osservare,  che  lo  stesso  numero 
260,  può  subire  altri  otto  spezzameuti,  non  compresi  nella 
suindicata  legge:  questi  soho  i  seguenti 
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15 
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57 

32 
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31 
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0  come  ogDano  vede,  rappresaenuno  acll'imienie  loro,  una 
delle  tante  corse  rientrantaDli  del  carallo  sullo  scacchiere 
di  64  case:  corse  dipendenti  dalla  le^ge  che  già  indicai  (*), 
sulla  quale  (ornerà  quanto  prima. 

O  Compie*  Renda*  T.  XXXI.  wance  dn  2  *ep(eiiibre   1850. 


SDLL£   VAUIZIONI    PERIODICHE    BEL    MAGflETlSaO  TBRKESTRS. 

MEMORIA  SECONDA. 
BEL  P.  A.  SECCHI  B.  C.  B.  O. 

Nel  Giugno  del  1854  presentai  alla  Pontif.  Accademia 
de'  N.  Lincei  una  lunga  memoria  sulle  variazioni  periodiche 
del  magnetismo  terrestre ,  la  quale  o  per  intero  o  per 
estratto  è  stata  riprodotta  in  molti  rispettabili  periodici.  (') 
Questa  farorerole  accoglienza  fatta  ad  un  primo  tentativo 
destinato  a  ridurre  a  leggi  semplici  una  serie  dì  fatti  che 
si  presentano  come  uno  sconnesso  labirinto,  m'incoraggi  a 
proseguirne  Io  studio  e  da  quel  tempo  in  poi  non  ho  mai 
perduto  di  vista  questo  importantissimo  soletto,  il  quale, 
bisogna  pnr  dirlo  francamente,  promette  oggidì  prossima  la 
soluzione  di  qualche  grande  problema  cosmico.  Io  esposi 
in  quel  lavoro  la  ipotesi  che  il  Sole  sia  magnetico  e  agisca 
sulla  terra  per  no  azione  magnetica  diretta ,  e  questa 
opinione  non  emessa  prima  da  altri  in  modo  aperto,  mediante 
quella  discussione  delle  osservazioni  venne  appoggiata  da 
novelle  prove  e  tolse  più  fisici  dal  parlare  incerto  usato 
iu  questa  materia.  Ha  siccome  Ì  fatti  devono  esser  la  base 
fondamentale  di  ogni  studio ,  cosi  lasciando  da  parte  per 
ora  tatto  ciò  che  può  aver  aspetto  d'ipotesi,  hocoulinuato 
a  riunire  i  risaltati  delle  osservazioni  sotto  un  punto  di 
(<)  V.  qQMli  Annali  T.  5.,  pa$.  356  anno  1894. 
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TÌata  il  più  compendioso  e  lucido  che  fosse  possibile.  Questo 
io  sono  venato  faceado  specialmeote  per  le  perturbazioni 
straordinarie,  rapporto  alle  quali  panni  che  possiamo  ormai 
stabilire  alcuni  fatti  cosi  generali  da  meritare  il  nome  di 
le^i.  Dero  alla  gentilezza  del  mio  illustre  amico  il  Gen. 
Sabine  la  pronta  comunicazione  arata  degli  importanti 
risultati  «  cai  esso  viene  arrivando  a  mano  a  mano  nella 
discussione  delle  osservazioni  fatte  agli  Osservatori!  magne* 
tici  Inglesi,  e  qui  dirò  quanto  può  trarsi  da  diversi  suoi. 
interessanti  lavori  inseriti  nelle  Transazioni  Filosofiche  ('). 

Articolo  I. 

Nel  mio  citato  lavoro  io  considerava  come  dì  grande 
importanza  la  discussione  delle  perturbazioni  straordinarie 
dell'  ago  come  qaelle  che  ridotte  a  leggi,  se  era  possbile, 
potevano  forse  meglio  di  ogni  altro  fenomeno  indicare  la 
vera  sorgente  delle  variazioni  magnetiche.  Dalle  discas- 
sionì  fin  allora  eseguite  appariva  già  la  gran  legge  fonda- 
mentale che  esse  seguivano  il  tempo  locale  (')  e  quindi  cam- 
biavano radicalmente  il  modo  di  vedere  intorno  alia  loro 
origine  tenuto  dianzi  da  molli  fisici.  Una  discussione  più 
estesa  delle  osservazioni  non  solo  di  declinazione  ma  anche 
degli  altri  elementi  fatta  per  Toronto  ha  condotto  a  con- 
segaenie  di  molto  rilievo  per  apprezzare  giustamente  le 
quali  è  necessario  indicare  in  breve  il  modo  tenuto  nella 
loro  discnssione.  La  ridazione  generale  delle  osservazioni 
avea  già  fatto  vedere  entro  quali  limiti  variava  ordina- 
riamente la  posizione  dell'ago,  quindi  finita  che  quella  fu 

(I)  Op  periodical  law«  ....  in  Urger  mign.  dwturbanc.  Pb.  Tr.  n. 
XV  ISOt  pag.  357.  -  Od  ìaaat  diurnal.Masiietic  Varialioa*  at  To- 
roato  183S.  Pb.  Tr.  -  Od  the  influeiice  of  the  Hood.  ecc.  1853  Pb. 
Tr.  Part.  Ili  pag.  580  -  On  (be  Evidence  of  the  dpcenDÌal  period. 
«ce.  1857  I. 

(>)  V.  mem.  cit.  p.  3. 
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SÌ  separaroao  dalla  lor  massa  (dopo  aver  ridotte  fotte  le 
ÌBdicaxioni  degli  stromeDti  ad  una  temperatura  comDDe)  tutte 
quelle  osserTBzioDÌ  cbe  eccedevano  5,'0  d'arco  in  declina- 
lioDe  e  1,'0  in  ÌDclinaziOBe,  e  0,0004  in  forza  totale:  se- 
parate qneste  si  calcolarono  i  medìi  generali  delle  osser- 
vazioni residue,  e  con  an  nuovo  calcolo  si  fissarono  altri 
limiti  più  accurati  per  termine  delle  oscillazioai  irregolari. 
Però  è  da  avvertire  che  gli  strumenti  non  danno  diretta- 
mente cbe  la  variazione  della  declinazione  ,  e  che  quella 
dell'  inclinazione  e  della  forza  totale  é  necessario  dedorla 
dalle  indicazioni  dì  due  apparecchi  destinati  a  dare  le  va- 
riazioni della  componente  verticale  ed  orizzontale  del  ma-  - 
gnetismo  terrestre,  il  che  si  fa  con  formole  opportune. 

Da  questo  spoglio  risultano  le  leggi  con  cui  agiscono  le 
perturbazioni  straordinarie  e  possono  rìassnmersi  al  modo 
seguente. 

Periodo  Diurno.  Legge  1. 

«  Le  perturbazioni  seguono  il  tempo  locale  e  tutti  gli  ele- 
»  menti  magnetici  sono  affetti  simoltaneameote  dalle  per- 
»  (arbazìoni  ». 

Si  era  creduto  per  molto  tempo  chele  perturbazioni  ma- 
gnetiche avessero  luogo  principalmente  la  sera  verso  le  nove 
pom.,  o  la  mattina,  e  che  la  declinazione  fosse  la  coordi- 
nata più  affetta;  questo  è  ora  riconosciulo  inesatto.  Tale 
errore  è  stato  conseguenza  solo  delta  faciliti  con  coi  si  os- 
serva la  perturbazione  in  declinazione,  cbe  realmente  arriva 
al  sno  massimo  in  quelle  ore;  ma  discutendo  anche  gli  altri 
elementi,  è  apparso  che  questi  non  meno  del  primo  erano 
sof^tli  a  perlorbazione,  e  ciò  in  tutte  le  ore  del  giorno. 
Solamente  vi  é  una  essenziale  differenza  nelle  ore  in  cai 
ciascun  elemento  rimane  disturbato.  Il  Signor  Sabine  ha 
dato  una  tavola  in  coi  per  ciascun'ora  del  d)  ha  fissato  il 
rapporto  che  si  ba  tra  la  perturbazione  osservata,  e  la  somma 
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delle  pertarbaziot)!  totali.  Da  questa  tarola  si  rileva  u«  dop- 
pio massimo  •  no  doppio  miniino  Uolo  ppr  U  declìtiauone 
qaanlo  per  l'ineliflaeioDe;  il  massimo  e  miBÌnopriacìpale  di 
perturbazione  di  ciascan  elemento  ai  ha  nella  seguente  tavola: 

Declinazione  verso  Est 
Massimo'  princ.  9^.  pom. 
Mio.  prÌDcip.  21^. 

Inclinazione 

Crescente  1  Decrescente 

Mass.  princ.  14*.  1  0* 

Min.  princ.  0*.  ]  18^ 
Forza  totale 

Crescente  1  Decrescente 

Mass.  princ.  5^  I  15^. 

Min.  princ-  16*  l  4*. 

La  legge  per  questi  perìodi  non  é  oscura  e  si  vede  primie- 
ramente per  le  due  specie  di  perturbazioni  opposte  una  per- 
fetta inversione:  di  più  segnìta  a  vedersi  la  legge  del  com- 
plemento tra  il  periodo  di  ìnclinazioue  e  di  declinazione, 
ma  uno  noo  essendo  al  minimo  mentre  l'altra  è  al  massimo 
per  le  ore  di  queste  vi  è  qualche  discordanza  che  diviene 
più  sensibile  ne'  minimi  a  massimi  secondari).  La  cosa  é 
sembrata  lauto  complicata  ed  incerta  al  Geu.  Sabiae  che 
esso  conclude  la  discussione  di  questo  poulo  con  le  seguenti 
memurabìli  parole  «  Senza  moltiplicare  esempi  di  diteomi- 
»  glianxa  ei  puà  osservare  in  geaeraU,  che  più  le  tei  ciotti 
»  lU  perlurbafionet  tono  esaminate  e  paragomaia  tra  di  loro, 
»  minar  ragione  sitrova  da  concludere  che  vi  sia  alcuna 
»  uniforme  ctrrelazione  {iNTEa  acconpahiment)  delle  varia- 
ti zioni  dei  diverti  elementi  ». 

Una  sentenza  di  lai  £atta  pronunziata  da  un  uomo  che 
ha  spese  tanta  fatica  e  studio  in  questa  materia ,  mi  ha 
trattenuto  per  molto  tempo  dal  render  conto  di  tali  risultati. 
Persuaso  come  sono  che  le  leggi  di  natura  sono  sempYe  sem- 
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plicissime ,  il  vedervi  tanla  complicazione  faceva  sospet- 
tare qoalcbe  ìsQueoza  slraordioaria,  ciie  mascherasse  la  vera 
legge.  Né  era  irragionevole  il  sospettarlo,  perché  rimane  an- 
cora qualche  incertezza  nella  scienza  sul  vero  modo  di  ap- 
plicare i  coefficienti  di  temperatura,  avendo  dimostrato  il  Sig. 
Dnfonr  (')  la  grande  inflaenza  che  ha  in  ciò  la  temperatara 
a  cai  furono  calamitate  le  sbarre.  Io  stava  in  questa  sospen- 
sione quando  fortunatamente  mi  venne  in  mente  di  analiz- 
taregraficamente  tali  risaltati  ondo  vedere  di  trarne  qualche 
conseguenza  e  parmi  averne  oltenutoalcuoe  assai  importanti. 
Ho  già  fatto  notare  nella  prima  mia  memoria  che  l'iacliaa- 
zione  e  la  declinazione  hanno  nelle  lalilndini  intermedie  on 
periodo  composto  di  nn  periodo  diurno  e  di  uno  semidiurqo, 
e  che  Dnif  è  nelle  sue  fasi  complemeotaria  dell'altra,  quindi 
se  la  declinazione  ha  per  periodo 

«  =  A  -t-  »  cos  (a-^k)'^-C  cos  (2A -*-  4) 
essendo  k  l'angolo  orario  del  sole,  l'incliDaiione  avrà  per  pe- 
riodo 

y  =  A'h-  B'  sin  (o'-v  A)  -^  C  sin  (2À  -+-  A*) 
Ho  anche  fatto  notare  la  specie  di  curva  che  traccerebbe 
un  ago  libero  sospeso  pel  suo  centro  di  gravità,  ed  ho  dato 
gli  esempi  tratti  dalle  carve  costruile  snlle  osservazioni  di 
Hobarlon  pei  due  mesi  solstieiali.  Questa  curva  é  una  specie 
di  epicicloide  della  forma  di  una  foglia  a  due  lobi  uno 
dentro  l'altro  e  che  più  o  meno  modificata  si  osserva  real- 
mente descritta  dall'  ago.  Questa  si  costruisce  prendendo 
per  ciascun  ora  del  giorno  una  lunghezza  sull'asse  dell'a- 
scisse eguale  alla  variazione  di  declinazione  ed  erìgendo  alla 
saa  estremità  una  ordinata  proporzionata  alla  variazione  di 
inclinazione  propria  della  stessa  ora.  Ho  dunque  preso  le 
due  serie  di  numeri  date  da  Sabine  nel  tom.  2.  delle  osser- 
vazioni di  Toronto  che  sono  i  seguenti  (') 

(')  Om.  Toronto  (843  pug.  VII.  LXXVU. 
|>)  B.  Univ.  1857  Gena." 
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EITeuo  medio  diurno           1 

Ore  di 

Dccli- 

prodotto  dalle  pertabazioai  | 

Tempo 

aaziooe 

InclÌDa- 

— ^— .^        ^1 

m. 

Ovest 

zione  med. 

astr. 

ned. 

io  Declinaz. 

in  indi. 

nella  forza 
toule 

12 

30.'18 

*0'.03 

0'.  33  E. 

-t-  0'.14 

-.000098 

13 

30.34 

—  0  05 

0.  26  E. 

-1-018 

-.000125 

14 

30  40 

-►-0.  09 

0.  17  E. 

-^0.19 

-.000132 

15 

3015 

-^0.  07 

0.  16  E. 

-^0.14 

-.000138 

16 

29.78 

*0  02 

0.  15  E. 

^0.12 

-.000123 

17 

29.07 

-^0.  02 

0  02  0. 

-.-0.10 

-.000109 

16 

28.37 

-^0.  03 

0.  29  0. 

--0.10 

—.000093 

19 

27.76 

-^0  14 

0.  41  0- 

—  0.18 

—.000092 

20 

27.12 

-^0.  29 

0  52  0 

—  0.16 

-.000047 

21 

27.94 

-^0.47 

0  46  0- 

-0.13 

-.000032 

22 

30  05 

—  0  59 

0.  30  0 

—  0.10 

-.000008 

23 

32.89 

-^-0.  57 

0. 11  o; 

—  0.09 

-.000007 

0 

35.25 

-^0.41 

0  11  0. 

-l-0'.09 

—.000015 

1 

36.84 

-^0  14 

0.  03  0. 

—  O09 

—.000027 

2 

36.07 

-0  18 

0.  09  0. 

—  O05 

-.000042 

3 

35.01 

-0  43 

0.  08  0. 

—  0.07 

—.000054 

4 

33.70 

—  0.55 

0.  09  0. 

—  0.05 

—.000068 

5 

32.39 

—  0.52 

0.  04  0. 

-O08 

—.000073 

6 

31.24 

-0  39 

0.  18  E. 

-t-0. 14 

—.000058 

7 

30.80 

—  0.30 

0.  34  E. 

-0.14 

-.000062 

8 

30  35 

-0  21 

0  52  E. 

—  0.16 

—.000047 

9 

29.70 

-0.14 

0.  87  E. 

—  0.  16 

—,000016 

10 

29.75 

-0.10 

0.  61  E. 

—  0.15 

—.000022 

11 

29.72 

-O06 

0  53  E. 

—  016 

—.000047 
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operando  sa  questi  numerì  al  modo  indicato,  ri  ottiene  la 
carra  o  piatlosto  il  poUgoiM>  che  è  rappresentato  con  tratto 
uHitÌDiio  ìd  questa  figura: 


Tal  poligono  medio  ritiene  la  forma  fondamentale  della 
curva,  indicata  di  sopra,  ma  è  notabile  il  grande  restrin- 
(^mento  del  lobo  sinistro  Inferiore.  Cotesto  polìgono  rap- 
presenta la  curva  che  come  abbiamo  detto  descrìverebbe  a 
Toronto  la  punta  di  un  ago  libero-a  muoversi  in  qualunque 
direzione  nello  spazio  attorno  il  suo  centro  di  gravità;  ora 
se  ciascuna  ascissa  e  ciascuna  ordinata  propria  di  ciascun' 
ora  si  aumenti  o  si  diminuisca  dell'effetto  medio  dovuto  alle 
perturbazioni,  come  si  vedono  nella  colonna  4*  e  5*,  si  avrà 
la  curva  punteggiala  della  stessa  figura.  Una  semplice  oc- 
chiata fa  vedere  ta  somiglianza  dei  due  contomi ,  la  sola 
differenza  sostanziale  consiste  in  uno  spostamento  totale, 
quindi  una  importante  consegnenza  che  può  enunciarsi  come 
una  legge  generale. 

2*.  Legge 

K  La  curva  perturbata,  è  la  curva  diurna  ordinaria  ma 
H  spostata  interamente  di  certa  quantità  ». 

Aimaii  a  Stimte  Mat.  •  Fii.  T.   Vili    fibbran  1«57  3 


ly  Google 


(34) 

QaesU  conclusione  non  può  sorprendere  cbi  *bbia  pra- 
tica nella  osservazione  de'  fenomeni  periodici.  La  ourva 
diurna  barometrica  p.  e.  sempre  snasisle,  ma  per  ricono~ 
•cella  bisogna  c<HUÌderarla  ora  trasportata  in  alto  ora  in 
basso  sopra  un  asse  di  ascisse  cbe  sia  preso  sulla  taogenle 
alla  curva  che  rappresenta  le  grandi  onde  atmosferiche. 

La  enunciata  legge  dello  spostamento  basta  a  legare  fra 
loro  le  due  variabili  inclinarione  e  declinaiione;  ma  la  eoa- 
neasione  delta  forca  totale  non  pare  che  vi  sia  abbastania 
chiarita ,  però  una  semplice  ispeiione  della  curva  compa- 
rata colla  5  colonna  della  tavola  superiore  tratta  dalle  os- 
servazioni mette  tutto  in  armonia.'  Da  questa  si  ricava  ehe  le 
ore  di  perlarbaiìone  nella  fona  totale  magnetica  con  valore 
che  sia  io  aumento,  sono  le  3,  4>  5,  pom.  e  quelle  in  cui 
si  produce  decremento  sono  le  15  e  16.  Ora  un  esame  della 
suddetta  curva  mostra  che  queste  ultime  ore  cadono  nella 
partÈ  inferiore  dei  due  lobi,  e  le  altre'  nel  superiore,  onde 
per  le  perturbazioni  in  anmenlo  cresce  il  lobo  minore,  e  per 
quelle  in  decremento  caia  il  lobo  maggiore,  dal  cbe  possiamo 
concludere  la 

3*.  Legge  ' 

«  Cbe  per  le  perturbazioni  la  curva  tende  sempre  più  a 
»  divenire  simmetrica  ed  eguale  nei  suoi  due  Mi  ». 

Questa  conseguenza  se  ben  si  riguarda  è  molto  singolare, 
ed  essendo  inaspettata  meritava  nna  ollertore  conferma;  ciò 
io  ho  fatto  costruendo  separatamente  le  curve  in  cui  la 
perturbazioni  in  declinazione  e  inclinaziona  modificano  la 
curva  principale  deviando  in  declin.  all'Est  e  aumentando 
l'inclinazione,  e  in  declinazione  deviando  all'Ovest,  e  dimi- 
nuendo le  inclinazioni,  ed  bo  veduto  in  effetto  che  queste 
due  curve  cosi  prodotte  sono  assai  più  tendenti  alla  sim- 
metrìa ed  eguagliania  de'lobi  che  la  curva  media  generale. 


ly  Google 


(35) 
con  questa  aggiunta  interessaDlissima,  che  net  prioM  caso 
tutu  la  cnrva  si  trova  esser  piò  allargala,  nel  secondo  più 
ristretta. 

Non  CMcndo  però  nella  memoria  di  Sabine  dati  ■  valori 
angolari  di  queste  ultime  variazioni,  ma  solo  i  rapporti  dei 
numeri  delle  varie  ore  alla  somma  media  generale, bo  dovuto 
supporre  questi  quozienti  proporzionali  alle  devisiioni  sin- 
gole, e  ho  preso  nella  scala  di  costruzione  un  decimo  del 
valore  loro,  come  una  qaaotità  esprimente  la  variazione 
stessa.  Le  due  curve  cosi  separatamente  ccutrutte  mostrano 
come  ho  detto  una  tendenza  ben  pronunciata  ,  nel  primo 
caso  ad  aumentare  tutta  l'area  della  curva  e  a  diminuirla 
nel  secondo,  per  cbi  risulla  abbastanza  manifesto  che  que- 
sti periodi  tono  connessi  da  legge  molto  semplice  che  ha  per 
iase  una  variazione  del  valore  nella  forza  che  produce  le  va- 
riazioni^ periodiche  e  si  manifesta  nella  variazione  dei  diversi 
elementi  secondo  che  richiede  la  legge  geometrica  deUa  decompo- 
sizione delle  forze.  Perciò  d'ora  innanzi  si  potranno  rappre- 
sentare queste  oscilfazìonì  con  formole  anatitìche,  che  riusci- 
ranno di  grande  semplicità. 

É  da  sperare  che  queste  conclusioni  dedotte  per  Toronto 
rapporto  ai  3  elementi  magnetici  completi  si  reriGchino 
anche  per  gli  altri  paesi  pei -quali  non  é  stata  fatta  ancora 
la  discussione,  ma  ciò  avverrà  certamente  come  già  si  sono 
verificate  altre  variazioni  di  cui  passiamo  a  parlare. 

Periodo    annuale 
Questo  periodo  assai  importante  è  molto  semplice  e  può 
riassumersi  nella  seguente 

Legge  4'. 

j)  Le  perturbazioni  sono  massime  negli  equinozi  e  minime 

>  nei  solstizi  ».  La  tavola  seguente  dà  la  prova  palpabile 

ài  questo  fatto  e  i  rapporti  deltnedio  generale  annuale  al 

mensile  nelle  principali  stagioni. 
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Mimerò  di  perlurbaxioni  oiurtafo  nei  varii  mesi 


Mese 

Deci. 

IncUnaz. 

F.  orizz. 

F.  Tertical. 

Settembre 
Decembre 
Marzo 
Giugno 

1,62 
0,76 
1,42 
0,53 

1,71 
0,58 
1,50 
0,36 

1,61 
0,61 
1,49 
0,50 

1,64 
0,65 
1,47 
0,46 

qui  si  vede  che  per  ud  mese  solstiiiale  le  pertarbazìonì  sono 

1 
appena-  di  quelle  osservale  negli  equinozi.  Ora  è  necessa- 
rio ricordarsi  dae  cose:  1.  che  negli  equinozi  succede  il  cam- 
biamento generale  di  azione  da  positira  a  negativa  il  quale 
passaggio  ha  luogo  all'attraversare  che  il  Sole  fa  l'Equatore 
magoeticD  :  quindi  allora  la  forza  direttrice  annuale  ri- 
mane quasi  nulla  e  ogni  perturbazione  straordinaria  riesce 
sensibilissima:  2.  nelle  stagioni  equinoziali  i  poli  del  Sole 
sono  rivolti  verso  la  terra  onde  la  saa  azione  magnetica 
deve  esser  più  potente.  Sarebbe  da  cercare  se  le  pertur- 
bazioni sono  dominanti  più  io  un  senso  che  in  un  altro,  se- 
condo che  ì  diversi  poli  solari  sono  diretti  alla  terra.  Il  sig. 
Wolf  ha  creduto  che  le  macchie  solari  abbiano  annualmente 
qualche  relazione  con  questi  moti,  e  che  anche  un  minimo 
pure  in  queste  si  osservi  nei  solstizi.  Ciò  non  è  impossibile 
ma  non  so  che  sia  finora  abbastanza  provato:  almeno  non  A 
ben  dimostrato  che  ciò  non  sia  una  coincidenza  meramente 
accidentale. 

Periodo  decennale 

■    Ben  più  cerio  è  il  periodo  di  macchie  solari  decennali  e 
il  corrispondente  cambiamento  delle  variazioni  magnetiche 
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in  qneslo  «lesso  perìodo^  Tal  conclusione  si  trova  verificala 
anche  dalle  recenti  discussioni  delle  osservazioni  diHobarton 
e  risolta  che  la  somma  delle  variazioni  fn  come  segue; 

Per  Toronto  vi  fn  nn  minimo  nel  1844  rappresentato  da 
0,44,  e  nn  massimo  nel  1848  del  valore  1.97.  cioè  annu- 
mero quasi  quintuplo.  La  discussione  delle  pertarbazioni 
straordinarie  a  Hobarton  fatta  come  sopra  rapporto  alle  de- 
clinazioni (le  sole  che  siano  fioora  discusse),  ha  dato  que- 
sti risultati 

1841  e  42    1843  e  44    1845  e  46    1847  e  48 

45",  5  31";  5  36,3  67,9 

ove  nel  1844  si  ha  meno  della  metà  del  48.  Una  serie  di 

osservazioni  costantemente  continuate  dal  1841  al  54  nelle 

ore  2  p.  e  6  a.  dà  la  serie  seguente 


1841  = 

=  5',61 

1848  = 

=  7.'95 

i 

5.25 

9 

7.24 

3 

5.25 

1850 

6.25 

4 

5.11 

1 

6.25 

5 

6.02 

2 

6.82 

6 

5.61 

3 

5.32 

5 

7.31 

4 

5.96 

Ove  è  fuori  di  dubbio  il  massimo  nel  48.  e  il  decremento 
prima  e  dopo.  Questo  periodo  è  dunqne  messo  fuori  di  dub- 
bio, ed  io  nella  citata  mia  memoria  t'avea  rintracciato  addie- 
tro perfino  al  1823  epoca  di  minimo,  enei  1829  epoca  di 
massimo  (')  :  delle  osservazioni  di  Gottinga  si  ha  nn  massimo 
dal  1836  al  1837,  talché  questo  ponto  è  molto  ben  provato 

[<)  Arago.  opere  tcìentìf.  V.  1.  pig.  800.  Qnetto  è  il  mIo  merito 
cba  io  abbu  in  qaetla  Koperta,  cio6  l'avere  rintraccido  tanto  iddielro 
qsMto  periodo,  prima  di  ogiii  altra.  La  tua  Moperta  però  »cflibr> 
eMer  Mata  fatta  unnllaneaneate  e  intUpeniIeoteiBenie  prima  da  Sabine 
e  p<H  da  WolC. 
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Cosi  pare  pare  ben  asMcnrata  la  coincidenza  di  qnealo  pe- 
riodo con  quello  delle  BUicctiie  soliri. 

Quest'ttlliiaa  coincidenza  è  cosi  slraordÌBaria  qanito  essa 
é  isaspettaU,  noo  «sendoTi  in  natura  alena  periodo  decen- 
nale rìconoscialo  cfae  posM  sospettarsi  aver  relazione  con 
tali  canJiiamenti.  La  connessione  fero  di  qaotli  doe  periodi 
K  ci  sarà  confermata  da  posteriori  stadi,  sarà  ana  delle  più 
ìllastri  ic<^rle  del  nostro  secolo.  Wolf  e  Schwahe  credono 
che  sia  qaeslo  periodo  accompagnato  anche  da  Tarìaiìonì 
di  lace  e  di  cabre,  ma  sarebbe  necessario  trovare  un  modo 
aemplice  e  lieuro  per  determinare  l'azione  calorifica  attoluta 
del  sole,  e  sfortonataoiente  ciò  è  difBcile  specialmente  per 
h  vicende  atmosferiche  terrestri.  Ad  ogni  modo  mi  sembra 
pift  importante  e  da  Etadiar>i,se  la  coincid^za  tm  le  macchie 
e  le  variazioni  magnetiche  resti  costante,  di  quello  che  im- 
pegnarsi per  ora  a  fissare  an  periodo  assoluto.  Il  Sig.  Kreit  (') 
faceva  osservare  che  it  minimo  del  perioda  magnetico  non 
era  ancora  gionto  nel  I85S  ;  ma  g^à  d'altra  parte  il  Sig. 
"Wolf  (')  nota  recenleaienle  che  solo  nella  seconda  metà  del 
1856  le  macchie  erano  diveintc  pin  copiose  onde  sarebbe 
accaduto  no  minimo  nei  primi  mesi  di  questo  stesso  anno. 
Però  questo  stadio  snlle  macchie,  secondo  me,  ba  bisogno 
d'esser  condotto  con  qualche  miglior  sistema  che  non  è  slato 
fatto  finora,  perché  non  basta  numerare  i  gruppi  o  le  mac- 
cbier  ma  anche  é  mestieri  tener  conto  delle  loro  posizioni 
H  TQolsi  concludere  con  esattezza  qualche  cosa  di  preciso 
nei  dettagli.  Attesa  l'obbliqaità  dell'asse  solare  al  raggio  tì- 
tnale  m>n  tutte  le  macchie  rimangono  equal  tempo  risibili 
in  tutte  le  stagioni,  e  ciò  può  dar  indizio  di  periodi  che 
non  hanno  altra  realtà  che  qnella  della  projezione  de'  pa- 
ralleli solari  sulla  sfera  celeste.  Una  cosa  di  tanta  imporr 


(i)ErtleEi^Biiiue  jer  Bn^.Bvofcacbtnngeo  ìh  Wim.  ISHpag-ii, 
(s)  3.  Milteilung  Mter  dw  Hnaen  Plecàea  nln  1857. 
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Unza  speriamo  c&e  d'ora  innanzi  non  sarà  Irascnrala  o«gli 
osserratorii  magnetici  e  meteorologici ,  giacché  ad  essa  i 
cotanta  la  scoperta  di  ana  delle  più  importanti  leggi  co- 
amicbe  efae  esistono  in  natara. 

Articolo  SI. 

InfiuenMa  magnetica  della  Luna 

L'infloenza  magnetica  della  Lana  è  stata  già  sospettata  da 
•tolti  come  ho  indicato  nella  mia  prima  memoria;  ma  nna 
positiva  discussione  di  osserrazioui  relativa  all'angolo  orario 
tonare  n<«  era  ancora  stata  fatta.  Il  3ig-  Kreil  la  sospettò 
dietro  la  discussione  delle  osserrazioni  di  Praga  e  il  Sìg. 
Bronn  Allan  dietro  quelle  di  Makerstoan  arrirarODO  a  com- 
provare tale  infloenza.  Tnltavia  non  era  essa  cosi  manifesta 
da  togliere  ogni  dabbio,  tanfo  più  che  vi  si  vedevano  nei 
periodi  delle  curiose  singolarità  come,  per  es.  il  Sig.  Kreil 
notava  in  Praga  il  massimo  maggiore  al  passaggio  meridiano 
inferiore,  e  la  sna  mancanza  di  effetto  nei  mesi  inrernali 
Tnttarìa  era  messa  abbastanza  fnor  di  dabbio  special- 
mente a  Makerstoan  la  sua  influenza  nel  perigeo  e  nell'apo- 
geo, e  anche  negli  estremi  di  declinazione. 

Era  troppo  importante  la  questione  perché  non  venissero 
discnsse  sotto  questo  ponto  di  vista  le  osservazioui'fattc  agli 
oeserTatMii  magnetici  inglesi;  e  questo  lavoro  t^  stalo  ap^ 
ponto  intrapreso  e  diretto  con  rara  perspicacia  del  Gen.  Sa- 
htne  per  Toronto,  S.  Elena  ed  Hobarton,  e  ne  é  riuscita  nna 
prova  non  dubbia  dell'azione  magnetica  del  nostro  satellite. 
Un  effetto  cori  piccolo  però,  onde  esser  messo  in  evidenza 
licbiedea  nna  cura  particolare,  onde  si  procedette  al  modo 
seguente.  La  prima  cosa  fu  di  omettere  tutte  le  osserva- 
zioBÌ  perturbale:  la  seconda  di  trovare  l'ora  lunarapiù  vi- 
cina corrispondente  alla  solare  a  cui  era  fatta  l'osservazione: 


ly  Google 


(4») 
terzo  l'eliminazionfe  dell'effetto  solare,  il  cbe  si  otteneva  (ro- 
Tando  la  differenza  Ira  l' osservazione  attuale  e  il  medio 
mensile  proprio  di  quella  stessa  ora,  e  queste  differenze, 
in  luogo  delle  osservazioni  dirette,  furono  quelle  cbe  ser- 
virono di  base  a  tali  investigazioni  (').  Cftsl  furono  di- 
scusse per  Toronto  38398  osservazioni  per  S.  Elena  33771 
e  per  Hobarton  33578  cioè  in  tutto  105747:  le  conseguenze 
a  cui  si  è  arrivato  possono  riassumersi  al  modo  seguente. 

»  Tutti  gli  elementi  magnetici  sono  affetti  dalla  presenza 
»  lanarejperla  declinazione  deirago,lasua  influenza  si  mani- 
H  festa  sotto  la  forma  di  un  perìodo  dinmo  e  semidinmOf 
»  ma  il  diurno  è  assai  poco  sensibile  e  il  principale  é  il  se- 
»  midiurno.  I  massimi  coincidono  coi  passaggi  della  luna 
»  al  meridiano  magnetico  superiore  e  inferiore;  ma  nelle 
B  varie  stazioni  vi  è  una  piccola  diversità  come  appunto 
»  accade  pel  sole;  cioò  per  Toronto  si  ha  il  massimo  con- 
»  temporaneo  e  a  Hobarton  un  ora  e  mezzo  più  tardi,  a 
»  S.  Elena  a  3*  dopo  il  meridiano.  Le  variazioni  d'incli- 
»  nazione  sono  complementarie  a  3  ore  di  distanza  con  quelle 
»  della  declinazione  ;  insomma  si  ripetono  per  la  luna  leggi 
»  simili  a  quelle  esaminate  già  pel  Sole  »•  Le  massime  escur- 
sioni sono  per  Toronto  27";  per  Hobarton  20";  per  S.  Elena 
10";  però  in  tutte  e  Ire  le  stazioni  si  trova  l'escursione 

1 
Occidentale  di  circa  ^  maggiore  della  orientale.  Le  devia- 
zioni in  declinazione  attesa  la  grandezza  del  loro  coefficiente 
sembrano  affatto  sicure;  le  altre  benché  non  dubbie  pure 
sarebbe  bene  confermarle  con  più  lunga  serie  di  osservazioni 
attesa  la  loro  piccolezza. 

Soggiungo  ì  termini  principali  delle  formole  date  da  Sa- 
bine per  la  declinazione  ,  che  epilogano  la  legge  di  tale 
osservazione. 

La  variazione  lunare  nella  declinazione  magnetica    può 

O  Siibinf  Pli.  Thm.  1853  p.  SSI. 
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dunque  esprimersi  come  se^e:  chiamando  a  l'angolo  orario 
della  Iona,  si  ha  a  Toronto  dal  1842  al  1848 

Ax  =  ~  0»"00  —    1".05  sin  (  o  -^  348,»8) 
-h19".Ì8  sin  {20  —  271. '3) 
e  a  Hobarlon  dal  1841  al  1848 

àx=i^  0."23  -*■  0".98  sin  {  a  -.-  318,  4) 
—  8/75  sin  {2o  —   45.-8) 

Per  S.  Elena  dal  1842  al  1847 

Aa;  — -+-l."lI-i-5"34  sin  (2o— 137«.51) 

Le  alire  Tariationi  sono  evidentemente  conseguenze  di- 
pendenti dalla  Tariazione  della  forza  totale  in  correlazione 
alla  decomposizione  delle  forze.  Infatti  vediamo  che  ove  la 
componente  orizzontale  é  .minore  ivi  la  variazione  é  mag- 
giore: le  forze  totali  pei  tre  indicali  luoghi  sono  per  To- 
ronto 3,34  per  Hnbarton  4.51  e  per  S.  Elena  5,57}ìl«he 
deve  appunto  accadere,perchè  ogni  variazione  sopraggiunta  a 
nna  forza  sarà  capace  dì  produrre  tanto  più  effetto,  quanto 
la  forza  slessa  fondamentale  è  minore.  E  curioso  il  vedere 
che  le  ore  dei  massimi  e  de'minimì  sono  tanto  diverse  nei  di- 
versi luoghi;  ma  cesserà  la  sorpresa  se  considereremo  che  nei 
parametri  delle  ore  bisogna  far  entrare  non  Ìl  meridiano 
geografico  ma  il  magnetico;  ora  a  S.  Elena  la  declinazione 
è  assai  forte  =:  23'  25'  Ovest,  mentre  ad  Hobarlon  è  9,"  55' 
Est  e  a  Toronto  1*  24'  Ovest. 

Le  variazioni  Innari  sono  di  molta  importanza  per  la  teoria 
fisica  del  magnetismo  de' corpi  celesti,  perché  la  influenza 
lunare  non  è  soggetta  alla  grave  modificazione  calorifica  in- 
dotta dal  Sole  sul  globo  terrestre.  E  infatti  noi  vedianlo  te 
curve  Innari  molto  più  simmetriche  che  le  solari.  Ho  gii  in- 
dicato nel  primo  articolo  di  essa  memoria  che  la  cnrva 
diurna  é  una  specie  di  doppia  ovale  nata  dalla  costrazione 
della  dne  formole 
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ir  =  A  =  B  cos  (a-^-A)-t-C    sin(J-t-2A) 
y  =  A'-H-  B'  3in  (a'-.-  A)  -+-  C  sin  (A'h-  2A) 

In  qneate  formole  i  coefficienti  A,  B,  G.  .  .  .  dipendono 
dal  rapporto  tra  la  forza  assoluta  terrestre  e  la  perturbante, 
dalla  Ulitodine  magnetica  delle  stazioni  e  dalla  declina- 
zione dell'astro,  mentre  i  parametri  costanti  a,  &...,  dipen- 
dooo  dalla  direzione  specialmente  del  meridiano  magnetico. 
Siccome  però  vediamo  che  pel  Sole  l'intensiti  deviatrice 
dell'ago  é  tanto  più  forte  di  giorno ,  non  può  negarsi  in 
quest'astro  ooa  specialità  di  qualche  azione  magnetica  con- 
nessa colla  sua  luce  e  col  suo  calore.  Dico  coBn*»$a  m  quaUke 
modo,  perché  non  sì  pBò  definire  per  ora  come  essa  agisca: 
ma  qualunque  essa  sia,  è  certamenlo  di  cwigine  magnetica 
come  la  prora  il  gran  fatto  del  rovesciameolo  di  azione  nel 
Passaggio  del  sole  per  l'Equatore  ,  e  la  specialità  dei  pe- 
riodi semplici  in  alcune  componesti  che  solo  ricevono  spie- 
gazione dalla  teoria  magnetica.  Sì  è  cercato  se  nella  Luna 
àresse  luogo  un  periodo  decennale,  come  nel  Sole,  ma  la 
discussione  fatta  perciò  da  Sabine  non  ha  trovalo  nulla,  od 
anzi  se  vi  é  perìodo  in  ciò,  esso  sembra  manifeslarsi  pint- 
tosto  tu  verso  opposto  a  quello  del  Sole.  Ma  gli  anni  di- 
soosai  sotto  forse  ancora  pochi  per  decidere  alcuna  cosa  con 
Bìenrena. 

Articolo  in. 

Variazioni  làeolari, 

È  noto  fino  dai  tempi  diCassiai  e  di  Halle;  che  gli  elementi 
magnetici  sono  soletti  a  variazioni  che  accadono  lentamente, 
dette  perciò  secolari,  le  quali  l>eDchè  piccole, pure  per  la  Boa 
interrotta  progressiono  sono  tali  da  far  cambiare  aspetto 
totalmente  alla  distribaiione  del  magnetismo  sul  globo  ter- 
restre. Non  intendo  io  qui  di  entrare  a  parlare  di  tutte  que* 
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Ite  variazioDi  che  si  esìgerebbe  perciò  on'operi  intera; ma 
solo  TO)^io  acceDoare  al  lavoro  pubblicato  dal  Gea-  Sabine 
neirAllanle  Fisico  di  Jobnslon  in  cui  si  riassume  lo  stalo  ma- 
gnetico del  globo  terrestre  pel  1840  e  si  nette  a  confronto 
con  quello  tracciato  da  Haasteen  pel  1787.  Io  bo  confron- 
tato queste  mappe  con  quella  che  sta  oeU'opera  de  Magnete 
dì  HKSsembroek  pel  1700.  Abbiamo  cosi  tre  mappe  pre- 
ii<se  le  quali  conducono  a  ioterressanti  conseguenze  sul  giro 
del  magnetismo  t^restre  e  serrono  a  spiegare  uno  dei  pa- 
radossi più  eurioeì  che  fece  già  non  poca  difficoltà  ai  fisici. La 
carta  saddetta  di  Hnssembroek  dà  la  declinazione  osservala 
da  Halle;  colle  inclinazioni  di  Poand,  essa  non  è  molto  estesa 
ma  malgrado  questo  é  ìatereasaDtìssima  essendo  uno  dei  pochi 
Dumamenti  fedeli  che  si  abbia.  Questa  mappa  presenta  due  li- 
nee SMua  declinazione  ben  complete  e  ponìone  dì  una  terza: 
la  prima  che  per  brevità  diremo  occidentale  o  atlantica , 
corre  appunto  nell'Oceano  Atlantico  qaasi  nel  bel  mezzo  di 
questo  immenso  canale  che  separa  i  dne  continenti.  Essa 
neir  emisfero  aastrale  traccia  in  mare  una  linea  di  poco' 
inclinata  al  meridiano  geografico  che  passa  a  circe  20°  dalla 
coeta  del  Capo  di  B.  Speranza,  e  attraversa  l'  equatore-  al 
16°  meridiano  Ovest^  passa  per  le  ìsole  di  Capo  Verde,  e 
di  li  rollandosi  molto  obbliqoaneote  tm-bo  il  noOTO  conti- 
neate  passa  per  le  ìsole  Bermude  st^ra  la  Florida,  ed  entra 
nel  continente  Americano  per  la  Carolina.  La  seconda  che 
chiameremo  orientale,  si  estende  attraverso  il  eentro  della 
nnova  Olanda,  taglia  l'EqoatM'e  al  120'  meridiano  tra  Bomeo 
e  le  Filippine,  e  per  la  penìsola  di  Corea  entra  nella  Cina. 
Il  rudimento  dalla  3*  linea  che  sta  nel  mar  paciico  setten- 
trionale non  è  tracciato  che  presso  la  California,  e  non  è 
fondato  sulle  osservazioni  di  Halley,  ma  su  quelle  di  Le  Lette 
ed  è  singolare  questa  linea  per  avere  da  ambedue  le  parti 
k  deeliaaaioue  orientale,  mentre  quelle  di  Halley  l'hanno 
orientale  da  un  lato  e  occidentale  dall'altro.  La  scarsezza 
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delle  osserrazioni  in  quel  tempo  non  permise  aUertore  in- 
vestigaiìone  e  molti  sospettarono  una  qaarta  linea,  altri  io- 
rece  volle  che  questa  fosse  una  continDazione  di  alcuna  delle 
hitre  dne  ;  ma  le  osserTaztoni  soccessive  hanno  rischiarato 
questo  ponto  in  modo  '  singolare  come  vedremo    fra  poco. 

La  carta  di  Hansteen  pel  1787  mostra  queste  linee  no- 
tabilmente trasportate.  La  linea  Occidentale  che  sta  nel' 
l'Atlantico  trovasi  aver  fatto  la  traversata  dì  quasi  tdtto 
quel  mare  talché  in  quell'epoca  gii  corre  rasente  la  punta 
prominente  del  Continente  dell'America  meridionale  del  Bra- 
sile detta  capo  S.  Rocco  ,  e  di  U  traversa  l' Equatore  al 
50*  meridiano  occidentale  ed  entra  nel  continente  Ameri- 
cano nella  Carolina  poco  distante  dal  luogo  aulico.  Quindi 
ne  segue  che  questa  linea  si  è  notabilmente  raddrizzata  nel 
suo  corso;  nell'interno  del  continente  passa  pel  Canada  e 
va  verso  il  polo  non  dilungandosi  gran  fatto  dalla  Baia  di 
Hudson. 

L'altra  linea  orientale  senta  declinazione  ha  nn  corso  estre- 
mamente tortuoso  ed  irregolare:  essa  attraversa  ancora  per 
mezzo  l'Australia  o  N.  Olanda,  passa  sopra  Bomeo  facendo 
una  sensibile  inflessione,  sale  fino  all'isola  Formosa  delle  Fi- 
lippine, e  di  là  ridisceade  giù,  e  toccando  appena  la  Gina, 
Siam,  Malacca,  viene  a  traversare  Sumatra:  indi  seguitando 
a  discendere  fino  al  15*  parallelo  australe  torna  a  risalire 
e  aUraversa  Cejlan,  e  scorrendo  per  la  Baia  di  Bengala, 
attravetsa  la  Cina,  nel  qnal  corso  di  nuovo  s'inflette  verso 
il  littorale  del  Giappone  sale  sopra  il  circolo  artico  al  120' 
merid."  Est,  ridiscende  in  Siberia  ad  Irkuslk  e  per  tortuoso 
giro  si  accorta  al  lago  di  Arai  presso  il  Mar  Caspio  e  di 
là  risale  di  nuovo  fino  alla  nuova  Zembla.  Un  corso  cosi 
strano  e  tortuoso  in  cui  la  stessa  linea  spesso  ritorna  quasi 
sopra  sé  slessa  mostrava  vicina  una  fase  di  notabile  cam- 
biamento e  questo  infatti  ri  vede  nelle  tracce  date  ora  da 
Sabine  del  1840. 
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Nella  mappa  di  qnest'altims  epoca  U  linea  allaotica  senza 
declinazione  si  è  assai  iotemala  nel  continente  Brasiliano,  e  si 
è  anche  assai' raddrizzata:  onde  benché  obbliqua  al  meridiaDO 
non  lo  è  tanto  quanto  lo  era  nel  1787;entra  ancora  nell'Ame- 
rica Settentrionale  per  la  Carolina,  ma  ne  esce  per  rimettersi 
in  mare  nella  Baia  di  Hudson  il  che  non  faceva  nell'altra 
epoca.  Ma  la  linea  orientale  presenta  singolari  fenomeni.  Essa 
corre  quasi  come  dianzisull' Australia, ore  però  ha  camminato 
fuor  del  centro  di  questo  continente,  andando  verso  l'Oceano 
Indiano.  Di  là  sale  in  lìnea  retta^al  parallelo  di  Giara  e  ivi  si 
piega  ad  angolo  retto,  e  corre  per  40*  il  10"  parallelo  aostrale: 
fino  airSO*  meridiano  Est:  di  U  per  corso  obbtiquo,  si  getta 
nel  Golfo  Persico,  attraversa  il  mar  Caspio,  dal  qnale  si  di- 
rig^e  alla  Lapponia  e  fra  il  Capo  Nord  e  la  Nuora  Zembla 
va  nel  mare  glaciale.  Dal  sdo  corso  è  dunque  sparita  tutta  la 
complicazione  di  prima,  ma  invece  si  presenta  un  fenomeno 
8Ìngolare,<  ed  è  una  specie  di  ìsola  di  forma  ovale  il  coi  dia- 
metro maggiore  si  estende  dal  18*  al  68'  parallelo  ed  il  mi- 
nore dal  103°  al  149°  meridiano  Est  e  abbraccia  quasi  tntta  la 
Cina  e  ilGiappone.  In  tutta  questa  ovale  la  declinazione  è  oc- 
cidentale, e  l'isola  appunto  cade  presso  il  luogo  ove  nel  1787 
appariva  il  prìqcipal  regresso  della  linea.  Questo  singolare 
fenomeno  dà  la  spiegazione  del  fatto  dedotto  dalle  osser- 
vaùoni  di  De  Lesse,  indicato  di  sopra,  bastando  perciò  am- 
mettere che  una  di  queste  sinuosità  o  isole  molto  ristrette 
anticamente  esistesse  presso  la  California.  L'andamento  delle 
linee  senza  declinazione  è  cosi  progressivo  verso  occidente 
che  non  può  dubitarsi  che  non  sia  per  continuare.  La  1." 
linea  atlantica  avrebbe  percorso  sull'equatore  32°  in  140 
anni,  e  l'altra  circa  altrettanto.  Ma  non  vi  é  ragione 
da  supporre  il  loro  moto  uniforme.  Tuttavia  a  S.  Elena  la 
declinazione  varia  conslantemente  di  8'  all'anno;  ma  nei  luo- 
ghi ove  passa  la  seconda  linea  un  tal  moto  dee  andare  a  salti 
atteso  i  limiti  irregolari  che  essa  si  trova  avere. 
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Le  variazioni  geografiche  delle  linee  senza  declinazione 
sono  accompagnate  dalle  variazioni  della  declinazione  negli 
allri  loogfai ,  e  da  queste  variazioni  pnò  dedursi  l'anda- 
mento delle  altre.  Ora  risalta  dalle  osservazioni  di  Kreil  ed 
allri  che  tali  variazioni  di  declinazione  almeno  in  Earopa 
non  sono  ponto  aDifonttemnote  progressivi.  Le  due  lìnee 
senza  declinazione  non  si  sono  potute  tracciare  fino  al  polo; 
ma  a  ciò  ha  supplito  Gaass  colla  teoria. 

Biassumendo  il  detto  fiDora,8Ì  vede  che  non  é  panto  neces- 
sario ammettere  quattro  di  tali  linee:' gli  studi  più  accurati 
hanno  fatto  conoscere  che  la  distribnzione  del  magnetismo  sul 
globo  non  è  cosi  semplice  come  si  credeva  da  principio  dietro 
costruzioni  geometriche.  Anzi  è  necessario  distìnguere  tra  il 
polo  inteso  come  punto  di90''  di  inclinazione  dell'ago  i(  quale 
ritrovasi  nell'emisfero  nord  a.73°,35  di  latitudine  e  264*,21 
di  long,  e  i  punti  di  maxima  forza  che  stanno  da  esso  assai 
lontano,e  che  sembrano  esser  quattro:  due  dell'emisfero  Nord 
e  dae  nel  Sud.  Per  riconoscere  la  loro  presenza  è  necessario 
determinare  l'intensitÀ  della  forza  e  costruire  le  linee  isodina- 
miche; ora  questo  si  è  fatto  con  bastante  sicorezza  pel  nostro 
emisfero  e  si  è  trovato  che  il  polo  Nord  più  debole(cosi  inteso) 
sta  in  Siberia  a  120'  di  long.  Est,  e  latil.  71*  Nord  con  in- 
tensità 13.3  e  l'altro  più  forte  e  nell'America  settentrionale 
Inglese  a  52'  latit.  e  268°  long.  Est,  con  intensitìi  14-4.  Per 
l'emisfero  australe  gli  elementi  determinanti  i  poli  sono  meno 
precisi  essendo  dedotti  solo  dall'andamento  delle  curve  iso- 
dinamiche} il  più  forte  starebbe  a  circa  134*  di  long,  est  al 
Sud  della  nuova  Olanda  e  l'altro  a  240*  circa  di  long,  a 
latitud.  quasi  eguale  e  il  punto  di  90°  di  inclinazione  sa- 
rebbe di  alcuni  gradì  al  nord  del  Circolo  polare  cioè  assai 
distanti  dal  polo  dì  rotazione:  questi  due  poli  hanno  forca 
maggiore  che  i  boreali  (cioè  circa15,14)  ed  essendo  più  vicini 
danno  una  forma  particolare  alle  linee  isodinamiche  le  quali 
presso  i  poli  in  ambedue  gli  emisferi  assumono  l'aspetto  dì 
lemniscate. 
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Le  inap]fe  di  Sabine  danno  ancbe  la  distribuzione  delle 
linee  isogoniche  o  d'iaclinazìone  per  le  due  epoche  1840 
e  1780,  e  quelle  di  forza  o  ìsodiDamiche  pel  1840-  Quelle 
di  ìncliuazione  atteso  il  movimento  de'poli  hanno  subito  no- 
tabili variazioni  benché  non  tanto  sentili  all'occhio  quanto 
le  declinanoni.  Quelle  poi  di  forza  totale  comiDciando 
il  loro  stadio  da  Humboldt  e  Gauss  in  poi,  non  hanno  ri- 
scontro nell'antichità.  La  conclusione  più  importante  che  si 
può  trarre  da  questi  studi,  &  l'andamento  ben  assicurato 
del  progressivo  corso  delle  linee  Rentrali  io  declinarione,  e 
quindi  di  tiitta  la  distribuzione  de)  magnetismo  terrestre 
secondo  il  corso  apparente  del  Sole,  ma  non  è  possìbile  per 
ora  nulla  definire  snlle  l^gì  più  particolari  del  loro  corso 
o  sulle  cause  da  cui  esso  dipende.  Tuttavia  anche  in  questo 
sembra  di  vederci  una  non  equivoca  influenza  del  corso 
dell'astro  dominatore  della  natura. 

Le  molteplici  e  vaste  ricerche  intrapese  sul  magneti- 
smo terrestre  in  questi  ultimi  anni  specialmente  nei  mari 
polari  e  nei  via^i  magnetici  fatti  in  Inghilterra,  Austria, 
Baviera,  atta  Italia,  Belgio,  Olanda,  Russia,  potranno  sommi- 
nistrare dati  utilissimi  alla  teoria,  onde  anche  questo  com- 
plicatissimo soggetto  sarà  presto  ridotto  a  semplici  formoleì 
il  che  giova  sperare  dopo  i  brillanti  successi  ottenuti  da 
Gauss,  Sabine  ed  Hansteen:  ma  se  mai  in  altra  materia,  io 
questa  si  verificherà  che  solo  i  nostri  tardi  nepoti  ne  trar- 
ranno profitto. 
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30PBA    LE    SEDIE    DOPPIE    RrcORBENTI. 

MEMORIA 
BEL  PHOV.  EimiC»  BETTI 

1.  Um  serie  doppia 

(l)  ^««,n  =  «„,-•-  U,„-+-  U,,.-.-  «3..  -*-  ■ 

-+-  ««.■-+^  «HI-*-  »t«i-+-  ";«  -^-  ■ 

-+-  «0»-^  «ui-^-  «i«-^  «  .1  -*-  • 
-+-  «,.3-^  «.>!-*-  »«3-^  «JO  -^-  • 


la  quale  abbia  i  Icrmini  sottoposti  a  verificare  l'equazioni 


■■>•  r-/"-» 


^    irf*'"  ".+.-r-.i«+r=  0  » 


si  potrà  chiamare  ricorrente  per  l'analogia  che  ha  colle  serie 
ricorrenti  ordiDarie. 

2.  1d  generale,  dati  i  fiv  termini  nei  quali  il  primo  indice 
è  minore  di  fi  e  il  secondo  minore  dì  v  ^  o  viceversa  , 
l'equazioni  (2)  e  (3)  determineranno  compiutamente  lutla 
quanta  la  serie. 
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lafatti,  gli  «Uri  lermini  o  avranno  la  somma  degl'indici 
madore  di  v— 1  e  minore  di  fx;  o  maggiore  di  /x  e  mi- 
nore di  JX-+-V  — 1;  o  maggioro  di  ft-*-i»— 2. 

1.*  I  termini  che  hanno  la  somma  degl'  indici  eguale 
^>-y  —  1  e<^ft  sono  f  h-1,  v  dei  quali,  cioè 

SODO  dati,  e  gli  altri  p  —  v~*-ì  si  esprimono  lìnearmeatc 
per  i  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  <;0,  risol- 
vendo le  p  —  V  -4-  1  equazioni  di  primo  grado,  che  si  ot- 
tengono dalt'eqaaziooe  (3),  ponendovi  suceessivamenle 
t)i-=0,  n^p — V  ;  m=i,  n=:p — v — 1  j  ...  ;  ni=p — v  ,  «^ì. 
2.°  Deij>-t-l  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  eguslo 
a  /s>/i  —  1  e  ^(x-t-u  —  Ine  sono  dati  [x-*-  v  —  p  -t-1, 
cioè  u^i,(>.^t ,  u^,p./M.i .  -  ■ .  »p-«.i.^, .  e  gli  altri  p~v 
-•-l-t-/>  —  pt.-*~i  sì  esprimono  linearmente  ja  funzione  di 
quelli  che  hanno  l'ÌDdice  <.pt  mediante  le  0 — v-^1  equa- 
zioni che  si  deducono  dall'equazione  (3),  facendovi  sncces* 
sivamente 
m=0  ,  n=sp—v  ;  m=s=\  ,  »=^— y— 1  j  ...  j  msup—v,  n^), 

e    mediante  le  {}  —  )X  -^1  equazioni  che  ai  ottengono  daU 
l'equazione  (2),  ponendovi  successivamente 

nis^,  B=p— ^j  in=l,R=^— j!t — li ...  ym^p—^t  n=0. 

3."  Deip-t-1  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  eguale 
a  f)  ^  /JI.-+-V — 2  non  n'  é  dato  alcuno  ;  ma  si  determinano 
in  funzione  dei  termini  che  hanno  la  somma  degl'  indici 
<ip,  mediante  le  p— jU,-*-l  equazioni  dedotte  dall'equazio- 
bì  (2),  dando  a  n  e  a  n  snccessivaìnente  tutti  1  valori  in- 
teri la  somma  dei  quali  è  p — ^  ,  e  mediante  le  p — ^v-^l 
equazioni  dedotte  dall'equazione  (3),  ponendovi  snccessiva- 
ìnente invece  di  m  e  di  n  tutti   i  valori   interi   la  somma 

.4nnalt  4i  Seiena  Mot.  »  Fii.  T-   Vili.  /c6raro  1857.  4 
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dei  qnali  è  p—v.  Se  p^i-|-v — 2-^»  abbiamo  fi,-+^ — i-+~< 
ÌDcogoite  e  j9— fi-4-l-+-js— v-i-l=:/ji-*-v-+-2»— 1  eqoazioni; 
quindi  s  equazioni  di  piò  dell'iocogaite;  ma,  come  vedr«iBO| 
queste  i  equazioni,  in  generale,  rientrano  nell'allre. 
3.  Se  pdniamo 


(5)  Ux,y)  =  5^  ^K,.  «— 'y-^O  , 

e  indichiamo  con 

le  radici  simultanee  dell'equazioni  (4)  e  (5),  il  termine  ge- 
nerale della  serie  (1)  sarà 


(6) 


«»,,«=  ^jCtxryr 


dove  i  fiv  coefficienti  e,  *  e, ,  Cj  ,  .  .  .  c^»*  devono  deter- 
minarsi in  modo  che  sodisfacciano  alle  (xv  equazioni  dì  primo 
grado  che  si  ottengono  ponendo  nell 'equazione  (6)  sncces- 
sivamenle  ,  per  m  tatti  i  valori  interi  minori  di  /x  e  per 
A  latti  ì  valori  interi  minori  dì  v,  e  invece  dei  termini  u,„„ 
ì  loro  ftv  valori  che  abbiamo  supposto  esser  dati, 

E  facile  a  verificarsi  che  dai  valori  (6)  di  u„,„  saranno 
sodisfatte  le  equazioni  (2)  e  (3)  per  tulli  i  possìbili  valori 
dì  tn  e  n;  e  quindi  i  \l-ì-)I-*-s — 1  valori  dì  u„,n  che  hanno 
la  somma  degl'indici  eguale  a  ii.~*-v — 2-4-5,  sodisfaranno  alle 
f[-<-v-t-2« — 1  equazioni  di  sopra  notate  (n.<*  2.  3*},  e  perciò  * 
di  queste  dovranno  essere  una  conseguenza  delle  altre,  come 
avevamo  avanzalo. 
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Tulio  questo  vale  quando  l'equazioni  (4)  e  (5)  hanno  ^v 
radici  simultanee  ,  come  è  in  generale.  Molte  volle  però 
te  radici  medesime  sono  in  numero  minore;  e  allora  sono 
anche  ìn  numero  minore  i  termini  che  nella  serie  (1)  si 
possono  prendere  a  piacere. 

4."  Passiamo  ora  a  determinare  la  funzione  generatrice 
della  serie  (1).  Siano 

(7)  X  =  «/'-+- «,«■■"-'-+- ai»'"-*.  .  .  -t-a;.,ssO, 

(8)  Y  =  ^.y'"-+-,j3.y'-'-K  j3.y.-'-»  .,.-*-  ^^^  0  , 
l'equazioni    finali,  la   prima  risultante  dall'eliminazione 
d'y,  la  seconda  dall'eliminazione  d'x  tra  l'equazioni  (4)  e  (5). 
£  noto  che  sì  possono  prendere  quattro  funzioni  razionali 
intere'd'jc  e  d'y,  M',  ,  M  , ,  M",  ,  H",  ,  in  modo  che  si 

'  abbia 

Jaeobi  ha  osservato  (')  che,  ponendo 

V  ^  M'.M".-  M',M.":      R^^-f——  —  , 
ax  dy        ey  dx 

,e  distinguendo  con  due  indici  re»  posti  in  basso  a  V,  i 
valori  che  prende  V  per  x^=x„  ed  y=yi;  e  con  la  lettera 
m  posta  ia  basso  a  V  ,  R  ,  X  e  Y  i,  valori  che  prendono 
queste  funzioni  per  x^:x„  ed  y  t^  y„,  si  hanno  dall'equa- 
zioni (9)  e  (10)  le  due 

\f,=  M^X  -  M'aY  ;  \C=  M,'  Y  —  M",X, 

dalle  quali,  poiché  per  2  3=0;;.  e  y  =  y,  si  annullano  con- 
temporaneamente f,  e  fi ,  si  deduce  che  deve  essere  ne- 
cessariamente 

(')  Vedi  CrelU.  Voi.  t4. 
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o  derivando  successivameate  rispetto  a  x  e  a  y  le  due  equa- 
zioni (9)  e  (10),  sostituendo  nelle  derivate  x^^a,  e  y=yai  o 
formando  il  determinante 


V„0 

or 


,  *'  -  M'.  ^S 

'  dx  '  dx' 


'dx' 


ir 


,  H' 


si  ottiene 

(12)  V„IU=X'„Y'„. 

5.*  L'eqaaziom  (11)  e  (12)  servono  a  dimostrare  il  se- 
guente teorema 

Se  gvolgiamo  in  terie  ordinata  per  le  potenze  decreicenti 
deUe  oartoitlt'  x  e  y  la  frazione  raziont^ 


(13) 


PV-4-QXh-SY 
XY 


dove  V,  Q  ed  S  tono  polinomi  presi  in  modo  che  PV  -^  QX 
-t"  SY  non  contenga  néxniy  inalzate  a  potenze  superiori  a 
jiv  —  1  j  *  coefficienti  della  serie  che  otterremo  saranno  i 
termini  di  una  serie  doppia  ricorrente. 

Infatti,  decomponendo  in  frazioni  semplici  la  frazione  ra- 
zionale (13),  poiché  il  nameratore  è  di  grado  inferiore  al 
denominatore  tanto  rispetto  ad  x  che  ad  y,  avremo 
PV  -t-  QX  -t-  SY         y  P„,V„, 

XY  ~   ^  XVY',(a:  —  x^){y  —  y.)  * 

e  ponendo  mente  all'equazioni  (11)  e  (12),  sì  otterrà 

PV  -*-  QX  -+-  SY      V  P- 


XY 


=^K 


,(»  -  a;,)(s  -  J„) 
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e  svolgendo  il  secondo  membro  in  serie  ordinata  secondo 
le  potenze  discendeoli  delle  Yarìabili, 

È  chiaro  che  !  coe£Scìenti  delle  differenti  potenze  dì  x 
e  di  y  sono  della  forma  (6)  ,  e  quindi  sono  i  termini  di 
una  serie  doppia  ricorrente  ,   come  voleramo  dimostrare. 

Ora  osserviamo  che  il  polimonio  PV-t-QX-i-SY  è  di  grado 
inferiore  a  /xv  rispetto  a  ciascuna  delle  dne  variabili  xey, 
quindi  contiene  [l'v'  coefficieotij  deve  annullarsi  perle  so- 
stituzioni, X  :::=  x^  ,  y  ^=  y,  quBudo  r  ed  «  sono  differenti; 
in  conseguenia  deve  sodisfare  ^v  (fxv — 1)  condiiioui.  Dun- 
que non  potrà  contenere  più  di  fiv  coefficienti  arbìtrarj. 
Per  ottenere  qnesto  polinomio,  potremo  preudere  una  fun- 
zione P  razionale  e  intera  Ì'x  e  d*y  che  non  contenga  più 
di  ftv  coefficienti  arbitrar],  per  esempio,  che  non  contenga 
potenze  i'x  superiori  a  fi,  —  1  e.  potenze  d'y  superiori  a 
V —  1,  o  viceversa;  moltiplicarla  per  V,  ed  eliminare  dal 
prodotto  le  potenze  à'x  e  d'y  maggiori  di  p.v — 1,  valen- 
dosi dell'equazioni  (7)  e  (8),  dalle  qnali  abbiamo 

ay"^'=sp,X-*-y, ,  y'"*'=j»',y-t-j'»  » 
dove  g',  é  on  polinomio  in  x  di  grado  -^  juv,  e  q,'  è  an 
polinomio  in  y  di  grado  <i  jxv. 

6."  Data  ona  serie  doppia  ricorrente  (i),  si  potranno  sem- 
pre delerminare  i  jxv  coefficienti,  arbitrar]  di  P  in  modo 
che  i  coefficienti  della  serie,  della  quale  é  funzione  gene- 

.      ,    ,     .             -,    PV-»-QX-i-ST     . 
ratnce  1»  frazione  razionale =^ — ™,  siano  i  ter- 
mini della  serie  (1)  medesima.  Bisterà  determinare  i  fiv  coef- 
ficienti di  P  per  mezzo  delle  ftv  equazioni  di  primo  grado: 
P,  =  c,R,  >  P,=  CaRj  ,  P3  =  C3H3  i  .  .   .  P^  =  c^R^,  ; 
così  avremo 
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PV-«-QX-^-SY 


XY 


=  2{2c,j:,'^/}x-<»*'y'^'l. 


7.»  Se  P=l,  sarà  Q=0;  S=Oj  perchè  V  è  di  grado  fiv— 1 
rispetto  a  ciascnna  delle  dne  variabili  x  ey,  e  come  ba  os- 
servato Jacohi  (')  avremo  nel  secondo  membro  dell'equa- 
zione (14)  eguali  a  zero  i  coefficienti  di  tatti  i  termini  nei 
quali  a-t-  ^  <C{i--^v  —  2;  perché  V  è  di  grado  non  mag- 
giore di  2  [IV— fi. — V.  Se  dunque  nella  serie  doppia  ricor- 
rente si  prendono  eguali  a  zero  tatti  i  fiv  termini  arbitrarj 
fuori  che  U/,.,  ,  v-i  >  saranno  eguali  a  zero  anche  tutti  gli 
altri  termini,  nei  quali  la  somma  degli  Ìndici  è  minore  di 

yp-x^'y„^ 
pi-*- V  — 2r  la  serie  avrà  per  temine  generale  ^, — ^ — 

V 
e  arri  per  fonsione  generatrice  la  frazione  razionale -^^. 

Questa  è  la  più  semplice  delle  serie  doppie  ricorrenti  che 
hanno  una  medesima  legge  di  progressione. 

8.*  Tra  le  relazioni  più  notevoli  che  le  serie  doppie  ri- 
correnti hanno  colla  teorica  di  dne  equazioni  con  due  in- 
cognite, merita  di  essere  accennata  l'uso  che  paò  farsene 
nei  due  problemi  principali;  cioè  nella  determinazione  delle 
funzioni  simmetriche  delle  radici  simnltanee,  e  nella  riso- 
lazione  numerica  delle  doe  equazioni  medesime. 

Se  neirequazione  (14)  si  fa  P  s=  R  ,  i  coefficienti  del 
secondo  membro  divengono  della  forma  2x„"y„^,  ossia  sono 
le  fanziosi  simmetriche  semplici  delle  radici  simultanee 
dell'equazioni  (4)  e  (5).  Oelermìnati  i  coefficienti  dei  ter- 
mini nei  quali  a  ■<  fi ,  ^  •<  v  (')  i  [tv  lerm  ini  della  serie  (1) 

(»)  Vedi  CrtU*.  Voi.  14. 

(3)  ESeUnaodo  lo  ivolgimento  io  urie  ordinata  per  le  poUnse  de- 
erewenti  dì  ai  e  d'y,  del  prìnu»  membro  deireqoaiione  (14),  qnudo 
Psfit,  e  dctermioÉiido  il  tenniae  generale  di  quevta  aerie,  ai  ot- 
tiene una  Carnnla  che  ertine  in  fantione    raiional  e   dei  ooefficieati 
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che  faaoQo  gl'indici  rispettivamente  eguali  ai  dae  esponenti 
delle  radici  simultanee,  si  potranno,  per  mezzo  delle  equa- 
zioni (2)  e  (3),  determinare  tntti  gli  altri  termini  della 
serie  medesima ,  che  saranno  i  valori  dì  latte  I«  possibili 
fanzionì  simmetriche  semplici  delle  radici  simultanee  del- 
l'equazioni (4)  e  (5). 

9.*  Il  metodo  di  Danieli  SernouUi  per  la  risoluiione  nu- 
merica di  una  equazione,  può  estendersi,  per  mezzo  delle 
serie  doppie  ricorrenti,  a  due  equazioni  con  due  incognite, 
e  si  ha  il  seguente  teorema: 

Se  X  t  y  tono  due  radici  reali  simultanee  dell'equaxioni 
(4)  e  (5),  (alt  cke  il  loro  prodotto  tia  maggiore  di  tutti  t  pio- 
dotti  dei  moduli  delle  altre  radici  simultanee,  sarà 

,.      ««<                   ,.      «/« 
x.  ^  Um ,      «,^  lim •  . 

luEattì,  «bjbiamo 


onde,  facendo  i  due  rapporti  della  prima  espressione  colla 
seconda  .e  colla  terza,  e  dividendo  sopra  e  sotto  {ter  (x,y,)'~', 
sì  .trae 


delle  dne  «quazivui  le  /uniioni  liniinetricbe  «eniplici  dalle  Ideo  r*- 
did,  la  quale,  coqie  mostrerb  in  altra  occMÌone,  i  aoalog*  a  qaeUa 
di  ff^aring  che  <Mi  le  toaupe  delle  pptmie  «atili  delle  radia  di  -wu 
Mia  eqaarione. 
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»,„        

«(«-1  ~  "=/"■  ^^ 

Ora  le  qnaotilà  sotto  i!  segno  2  contengono  le  potenze 
(1—1)"'-.  dì  quantità  <  1  ,  perchè  *.  y,  è  maggiore  dei 
prodotti  dei  modali  dì  tntte  le  altre  radici  sìmoKanee  ; 
dunque  conrergeranno  verso  rero  col  crescer  di  *,  e  aTremo 

,.      «/.<  ,.      «'.' 

X,  c=  lim  — — ,  M,  =  lim  -    ■■'  . 

10.'  Abbiamo  ancbe  il  seguente  teorema,  che~è  analogo 
a  quello  che  ha  trovato  Ftwner  (')  per  le  serie  ricorrenti 
semplici. 

Se  x„  yi  ;  x„  ya  ì  .  .  .  i  x„  y,,  tono  U  radici  timul- 
tanee  dell'  equazioni  (4)  «  (5),  che  hanno  i  prodotti  dei  ri- 
apettivi  moduli  maggiori  di  tutte  le  fUtre}  ponendo 


(t)  LVoanoiato  4i  Fotarttr  neTlVuolitM  dw  ^(«aHONr,  [wg.  TI  i 
iaeMlto,  ooiDe  Tu  avvenilo  dal  prof.  T^drdy  (N.  A.  de  Tenpum  IBM 
Jinviei);  ou  è  italo  corretto  dal  ftot.  Brioiehi  nei  medeHai  Annali  di 
Ttrquem-  Amét  1850.  pag.  SI. 
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A'„»= 

At."  = 


"wtB^i  Ui>M>3>a-t-i    •■'    Ufli.f^fni^.i 


"m+r-M(t4r^ 
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"min  **m^,,ji    ...    1t„.,.f-jfn 

Unin+i  «n^,,»^,    ...     U^tr-ttn^t 

"mll+r-l  "«"••Itl-w-l     •"     «m-fUt+r-i 

■'«iJtt.r  ««.«.iifl^r    ■•■    ^Ht+r-ììt-^r 

<'-"A„,;r 


Wmirt  «i.+l»'»    -"    «Hpt-r-iW 


'«»«+*■ '•m+ii'l-fr    ■•■    '•m-vr-ili+r 

fa  2r  —  1  serie  doppie, 

2A„,«  ,     2A'„,„  ,    2A"„,„  .  .  .     2A(-')„, 

2'A«,„  ,    2"A„,„  .  .  .     Sf-'lA^.n, 
I  ricorrenti,  e  l'equeuioni 

A«,,                      A«>» 
d=lun  — : x:^  lim  -r » 


,,Googk 
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'A„,„,  A 


±iìim  — 


''A«.,       ,.      A„., 
Uw.  A«,. 


X,  ,   Xa  ,   X3  ,  .   .  .  j;^ , 

Sf, .  yi .  ys ,  •  •  ■  yr  ■ 

Per  dimostrare  qaesto  teorema,  basta  osservare  che  va- 
tendosi  di  alcune  proprietà  note  dei  determinanti,  ponendo 
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e  soslilaendo  ì  valori  di  Ut,,^  dntì  dalle  forinale{6}  si  ottiene, 
facilmente 

X„fn^^t    "<   ••■  "  I    ^'i    I    ...  i     '^    I     ...  t  *"f    **( 

*"i  y"f  !/%  —  y"i  » 

A'„„=2e,    e,    ...  e,    A',  ,    ...  ,  'A,  ,  „.,  *",    ut-,    ... 

*"i  y**  v^t  —  y"(  (*i  "^  '''»  "*""•  -♦-  *i  )  ) 

.     A"„,„=2c,   e,    ...  e,    A',  ,'...,  'A<  ,  ..^  X-,   «",    ... 
x",  y"(  y"(  .-y™,  (^,    «,  -*-  x,     x,  -•-,..-+-  x,    x,  ) 


'A„,„=2c,.  «,     ...  e,    A',   ,  ..^  'A,   ,  ...,»",    a^,  ■■• 

a-,   y",  y,    ...y",    (y,    -e  y^   ...-+-y,  ), 

"A^f^s=le,   e,    ...    e,    A',  ,  „,,  'A,  ,  .„,  «-^  iC-,  ... 

*"«  y",  y"*    -y"*  (y,    y,  -^  y*    y<.  --^y.  y*  )» 


lim:^=«M-a^  -^x 
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,.     'A„. 

,.     "A„,„ 

lim  -j^ —  =  yiy,-+-  s,y3-»-  ...-*-  y,.,y,. 


Tatto  quello  che  abbiamo  detto  intorao  alle  serie  doppie 
ricorrenti  e  alle  relazioni  che  esse  haono  colle  radici  del- 
l'equazioni a  due  incognite,  si  estende  facilmente  alle  serie 
triple,  quadruple,  .  .  .  ricorrenti,  e  ai  sistemi  dì  tre,  di 
quattro  equazioni  con  altrettante  incognite. 
Firenze  26  Aprile  1857. 

SUR    l'iNDUCTION    ÉLGCTBOaTATIQUE 
QV  ATRI  È  MS   LSTTBRS 

de 

■.  P.  VOLPICELI,! 

à 

m.  T.  BEenrAiiLT. 

R  La  modiiìcalion  essentielle  et  bien  connue  qae  Mel- 
loni {')  a  apportée  h  la  manière  ancienne  et  commune  de 
concevoir  le  phénomène  très-intéreasant  de  l'induction  èle- 
ctroslatique  a  é(é  admise  per  les  una ,  et  reponssèe  par 
d'auires.  Or,  comme  il  me  semble  qne  cette  modification, 
an  lieu  de'renverser  les  principes  bien  démontrés  de  l'èle- 
ctroslatique,  est  plut6t  une  rectilìcation  raisonnable  de  lenr 
empiei  pour  bien  reodre  compie  da  phénomène  iodiqué, 
j'ai  l'honneor  de  tous  commuoiquer  dans  cette  quairìème 
Lettre  (*)  quclqnes  réflexions  et  espériences  que  j'ai  fattes 


(')  Tome  XXXIX,  page  177,  léance  dn  34  juUIet  1854. 

{*)  Pour  le*  IroU  precèderne*  Lettre»,  voir  tome  XL,  pi^  246, 
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tendantes  à  proarer  la  vérité  de  la  nouTelIe  théorìc,  qui 
peut-etre  n'a  pas  encore  été  évidemment  démoolrée. 

«  Lés  réfles.ions  lendaol  à  faìre  admeltre  que  l'indactioa 
électroslalique  doit  ètre  regardée,  non  pas  comme  ellel'a 
è(è  depais  Ganton  (1753)  jasqu'à  nos  jours,  mais  comme 
]*a  coQ^ne  Helloai,  soni  les  suiranles: 

K  1*.  La  plupart  des  pbysiciens  admetfcnt  l'exìstence  d'é- 
lectricité  complélemeol  dissimulée  dans  le  disqaeinduit  du 
condcnsateur;  par  conséqueat  on  doUaussi  l'admettre  dans 
le  conducteur  ìsole  et  induit,  emploj'é  commanément  dans 
l'expérieoce  pour  démootrer  le  pbéaomènc  de  l'indnction. 

u  "2.'  La  ligne  neutre,  seloo  les  auteurs  Ics  plus  moder- 
ncs,  n'est  pas  au  miliea  de  l'induit;  mais  elle  est  de  situa- 
tion  variable  et  toajours  fort  prés  de  l'iDduisante:  aiosi  M. 
Morh  l'a  trouvée  distaale  seulement  de  1  centimélre  de 
l'extrémité  de  l'indoil  la  plus  voisine  de  l'induisant.  Cesi 
dèjà  là  ane  inducIiOD  poar  croire  que  celle  ligne  neutre 
est  illusoire. 

«  3.'  Si  l'on  admet  qae  l'eletricité  indnite  possedè  ane 
tension,  on  est  condait  à  la  conséquence  évidemment  ab- 
surde,  que  dans  un  mème  coodncteur  isole  coexìsteraient 
les  dcax.  éleclricités  contraires,  toutes  deux  douées  de  Iqd- 
sion  l'une  poar  l'autre,  sans  se  ponvoir  neutraliser  ealre 
elles. 

K  4."  Ed  meltant  en  communication  kvec  le  wl  ane  exlré- 
mite  quelconque  de  l'induit,  toujoors  réleclrìcité  libre  est 
celle  qai  fuit,  et  jamais  ce  n'esl  l'induite.  Ce  phénoméne, 
d'abord  observé  par  Beccaria  (1771),  n'a  jamais  èie  expliqué 
d'une  manière  satisfaisante  par  l'ancienne  doctrine,  tandis 
que  par  la  nouvelle  il  l'est  facilement,  et  atee  évideoce. 

nò."  Il  est  aisé  de  démontrer  géométriquement  que,  malgré 
l'induction,  l'électricité  libre  doit  se  distribaersuivant  une 

B^Hnce  du  29  JaDTJcr  JSSSi-tone  XLI,  pnge  5S3,  séance  <lu  S  oclo 
bre  iSKVtone  XLIU,  page  71»>  (^nce  du  13  oulobre  I8S6. 
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eerlaine  loi  sur  toat  le  cosdocienr  indnit;  de  sorte  qae  si 
rindoile  possédait  nne  lensioii,  déji  les  effets  de  l' Indai- 
santo  aeraieDt  nsls,  parce  qu'il  derrait  nécessairemeiit  en 
résalter  la  neatralisation  des  deax  électricìtès  cODtraires  sor 
le  méne  condnctenr. 

6.0  L'ÌDdoite  ne  se  dissipe  ni  jie  s'  affaiblit  point  en  la 
faÌMDt  .commnoiqner  avec  le  sol,  doDC  elle  n'a  pas  de  ten- 
sion  pendant  rìnduction. 

«  Mail  laistons  le  raisannement  absirait,  et  la  défense,  des 
expériences  prodniles  par  Melloni  à  l'appai  de  sa  théorìe; 
et  exposons,  aossi  brièTemenl  qne  possible,  qnelqnes  aatres 
expériences  qoi  condoiront  k  la  méme  conclosioo. 

«  Premier*  expérience  —  Si  l'on  approcbe  de  rexirémilé 
de  l'indnil,  la  pins  proche  de  l'induisanie,  tine  poiole  mfr- 
talliqoe  bien  isotée  el  commoniqaant  avec  l'électroscope  , 
et  bien  dèfeodoe  de  l'indoction  principale  par  on  teran  me- 
talliqoA  non  isole,  cel  éleetroscope  iudlqoera  tine  lension 
semblable  k,  i'  indnisaole  ;  ce  qni  montre  qne  l'électricité 
libre  se  tronve  aassi  sor  cette  extrémité. 

«  Qa'on  applique  à  l'eitrémité  indiqnée  plusieors  poinles 
métalliqnes,  qu'oo  eETectue  l'iuduclion  qa'on  soustraie  en- 
soite  l'indoit  à  l'inflaence  et  qa'on  l'approche  d'nn  èleclro- 
scope,  on  anra  toujours  des  indice»  d'éleclricilé  indnilc  de- 
venne  libre.  Donc,  malgré  les  poinles  et  l'attraclion  enlre 
l'indaile  et  l'indoisante,  il  est  confirmé  que  pendant  l'indu- 
clion  l'électricité  induile  ne  se  dissipe  pas,c'est-à-dire  qa'elle 
n'a  pas  de  tensioa. 

a  Beuxiime  expérience.- —  Hoyennanl  deax  &ls  métalli- 
qnes, on  fait  conimoniqoer  noe  exlrémilé  de  l'indnit  avec 
r  éleetroscope  el  1'  aotre  avec  le  bonton  d'  one  bouteille 
de  Leyde  chargée  intérieorement  de  négatif  et  placée  sur 
un  ècrao  isolant.  On  produit  l' indaction  sor  le  cjlin- 
dre  métalliqoe  ,  en  le  tenanl  en  parfaìie  communicatioo 
avec  le  sol.  L'électroscope  ne  donnera  aucun  signej   mais 
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SÌ,  ayant  Até  la  commanication ,  c'est'-à-dire  ajant  mis  le  . 
systéme  ìnduit  dans  an  parfait  ìsolemenl ,  on  approche 
Dse  maio  de  rarmatore  extérieare  de  la  boateìlle,  aossilót 
on  obtiendra  de  l'étectroscope  des  indiccs  d'électricilé  ne- 
gative abandoDDée  de  l'ìnterienr  de  ta  boateille,  et  qui  aara 
parconra  tool  l'espace  occnpé  par  l'indaite  sur  te  cyliodre, 
sans  se  vooibìoer  onllemenl  avec  celle-tà,  et  en  TaiBqaaDt 
la  répalsioD  de  l'indaìsante.  Ed  ootret  en  approchaat  et  en 
éloi^ant  allernativemeat  la  mainde  l'armatiire  exlérìenre 
de  la  mème  boateìlle,  od  verrà  osciller  la  feoìlle  d'or  de 
réctroscope*  c'est-à-dìre  qa'elle  indiqaera  le  parcoors  en 
avant  et  en  arriére  de  l'èlectricité  d'oiondon  le  long  dn  cjr- 
lindre  métalliqae,  sans  qoe  l'ìnduìte  pnùse  nenlraliser  sar 
celni-cì  Doe  dose,  bieo  qne  minime,  de  l'aotre  qoi  ^isse 
dessas,  laquelle  ponrra  6tre  aussi  faìble  qa'on  TOndra.  De 
là,  nous'  conciuons  que  pendant  l'indaclion:  1'  l'indaite  n'a 
de  lensìos  qne  ponr  l'indaìsante,  et  qne,  par  coaséqneat, 
elle  ne  pent  ni  faire  diverger  les  électromètres,  ni  indnire, 
ni  se  neatraliser  avec  la  libre  contraire;  2'  qae  la  eooda- 
ctibilitén'est  pas  privée  d'effet,  mftme  soas  l'empire  de  l'in- 
dactìon  repulsive;  3'  que  l'èlectricité  libre  doit  se  trouver 
distribuée,  m£me  sfir  rcilrémitè  de  l'induit  la  plus  proobe 
de  l'indaìsante. 

«  Troisiime  -expirienee.  —  A  l'extrémité  da  cjlindre  mé- 
taliique  ìsole  ci  indaìt  la  plns  proche  de  l'ÌDdaisante,  on 
place  le  bout  d'un  GÌ  condacteur  très-mince,  établi  perpen- 
diculairement  à  l'axe  du  cylindre,  que  le  fil  soìt  safiisa- 
ment  long,  bien  ìsole,  et  que  l'autre  bout  soit  joint  a  un 
électroscope.  Le  premier  boat  du  fil  ne  doit  pas  èire  éloi- 
gné  de  plus  d'un  demi-millimètre  de  la  surface  de  l'induit, 
et  doit  étre  lié  à  un  fil  de  soie  par  lequel  il  puisse,  quaud 
on  voudra ,  étre  mìs  en  contact  avec  l'induit  sans  com' 
muniquer  aa  sol.  On  produil  l'indactiòn  sur  le  cilindro, 
et  par  conséquent  aussi  sur  le  fil  métallìqne,  en  mainlenant 
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l'un  et  l'antre  isolés;  pois,  ajaat  établi  d'abord  l'isolement 
de  tous  les  deux,  od  met  aussildt  le  bout  dn  fil  mélallique 
en  contact  aree  te  cylindre,  mojennaot  le  fil  de  soie,  ob 
n'obtieDdra  de  l'électroscope  aocon  signe  d'éleclricilè;  d'oà 
il  fantconclure  qne  l'éleclricìté  indnìte  o'a  pas  de  lension. 

«  On  répéte  celle  expérìence,  mais  pendant  l'induction 
sor  le  Gylindre  et  sar  le  fil  conducteur  od  ne  tieni  que 
celni-€i  en  commanicationavec  le  sol.  Paia,  d^antprodait 
d'abord  l'isolement,  on  fait  ensaite  le  contact  entre  le  boat 
du  fil  et  le  cylindre:  à  l'instant,  l'électroscope  donnera  un 
indice  d'électricité  libre  homologoe  à  l' indoìsante.  DonC 
l'électrìiùté  libre  se  trouve  anssi  sur  l'extrémilé  de  l'induil 
la  plus  proche  de  l'induisante.  En  dernier  lieo,  ayant  mis 
soceessivement  le  boat  da  fil  condaclenr,  ea  contact,  de  la 
manière  qui  a  été  exposée,  avec  les  divers  points  de  l'in- 
dnit  isole,  on  obtiendra  toojoors  de  l'électroscope  dea  si- 
gnes  d'électricité  homologue  &  l' indoisante  )  moindres  à 
l'extrémité  la  plus  procbe  de  celle-6i ,  et  plas  grands  k 
l'autre.  Donc,  pendant  l'induction,  la  tigne  neutre,  voulue 
par  l'ancienne  théorie  el  nièe  par  Melloni,  n'  existe  point 
sur  l'induit;  ainsi  il  n'y  a  pas  sor  l'induit  deux  tensions 
èlectrìqnes  contraires  entre  elles,  mais  due  seule. 

«  Quatrième  expérxence.  —  Dans  un  tube  mètallique  À.B, 
snffisamment  long,  on  établìt  qd  fil  mètallique  ab  ìsole  des 
parois  ìntérieures  da  tube  }  l'extrémilé  A  de  celni-ci  est 
terminée  en  forme  coniqne,  et  avec  une  ouvcrtare  circu- 
laire  qoi  n'ait  pas  plus  de  3  ou  4  millimètres  de  diatnètre; 
l'extrémité  a  du  fil  intèrieur  esl  lerminèe  par  un  globale 
fall  d'une  fenille  d'or  froissée,  et  il  doit  èlre  suffìsamment 
défeodu  de  l'induction  principale.  En  ontre,  la  panie  co- 
nique  du  tabe  AB  pourra  y  glisser  en  avant  et  en  arrière, 
«fin  que  l'extrémité  a  puisse  étre  éloignée  autant  qu'il  le 
.faat  de  l'ouvertare  circiilaire  du  labe.  L'aatre  exirémilé 
6  du  fil  ìndiqué  devra  se  joiudre  k  un  éleclroscope ,  et 
Annali  di  StUast  Mot.  e  Fu.  T.  Vili   (tbbraroiSSn  h 
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fera  dérendae  de  l'iodactioD  moyennant  no  éeran  m&talll- 
qne  non  isole  ,  avec  leffoel  comntaniquera  «ussi  le  tabe. 
Qo'on  fasse  en  sorte  que  1'  oavértnre  elroulaire  da  tabe 
AB>  soit  anssi  près  que  possible  de  l'exlrèdiité  da  l'iadaìt 
la  plus  prucbe  do  rinduisaate.  Les  choses  ainsi  diaposées, 
on  devra  d'abord  s'assarer  que  le  fil  ab  oe  sobit  aacune 
indaciioD  sensible  de  la  part  de  l'ìnduisaDCei  ce  qu'oa  vé- 
rifiera  quaod,  ajant  enleTé  rindail  et  prodait  l'iadDctioii, 
on  n'aora  de  l'électroscope  aucnn  iodice  de  teosioo.  Après 
qooi,  ajrant  remis  à  sa  place  t'induit,  et  eo  le  maiotenaat 
eu  comatunication  avec  le  sol,  1'  èiectroscope  oe  do&nera 
Bucun  indica.  Dooc   l'électricité  iaduite  n'a  pas  de  teosion. 

(c  X'expérience  ripétée,  mais  eo  tenant  l' iiidnit  isole, 
l'électroscope  donnera  des  signes  d'électrioitè  bomologaeà 
l'induisaote.  Ensuite,  en  faisanl  comntuniquer  l'indaìt  aveo 
le  sol,  rélactrosoope  tombera  dans  l'état  qaturel  par  l'ITét 
du  nanque  d'électricilè  libre  dans  t'iuduit.  Donc  l'éleclrì- 
cité  libre  se  trouve  aussi  sur  l'eatrémité  de  l'induit  la  plus 
procbe  de  l'iDduisante. 

«  CinquUme  expértenco.  —  On  sait  qne  les  manifesta' 
tioDS  da  pian  d'éprenve  ne  sont  véritables  que  quaud  les 
dimensions  de  ce  pian  sont  tellement  mìnces,  qne  celni-ci 
peot  se  confondre  avec  l'élément  de  la  surface  surUquelle 
on  l'appliqae.  Pour  cela,  an  disqae  métaUique  ajant  oa 
demi-cenlimèlre  de  diamèlre  et  un  qnart  de  miUimètre 
d'épeisseur,  fut  fixè  avec  [a  ciré  d'  Espagne  k  l'extrémité 
d'un  tube  de  verre  très-fìn.  Ajaat  vérifié,  avant  (ont,  qa'il 
v^y  avail  pas  de  transport  sensible  enire  l' induit  et  1'  in> 
duisante,  je  toncbai  avec  ce  pian  d'éprenve  le  sommet  de 
l'estremile  de  l'induìl  la  plus  proche  de  1'  indnisante ,  et 
l'électroscope  piaaifeata  dans  ce  planala  une  èleclrìcité  ho* 
mologue  à  l'ìnflaenle.  En  outre,  j'appliquai  l'électromètra 
il  psilletles  sor  la  moine  extrémité,  puis,  touchant  avec  le 
mÈtBe  pUn  ces  paiUetles,  non  iéfenduft  de  l'infiuenfe,  Vi- 
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lectroscope  donoa  la  méme  maDÌfestalion.  EaGn ,  ayant 
porte  ce  plaD-Ift  sur  (onte  la  sorface  'de  l'indoit  comprìse 
entre  ses  extrémités,  il  y  ent  loujours  mailifestatìon  d'élec- 
tricité  homologoe  h  riodaisaate.  Dodc  l'électricité  ìadaite 
est  sans  tensioa,  l'électricité  libre  est  distribaée  sur  toat 
t'iadnit,  en  plus  grande  qaaotitè  daDS  son  extréntilè  la  plus 
proche  de  l'indiiisante  qae  dana  l'aatre;  et  la  ligae  neutre 
n'existe  pas  sor  l'ìnduit,  mais  elle  est  vne  itlosioD.  Dooe 
la  tbèorìe  de  Melloni  est  vraie  dani  loute  son  étendae. 

«  £n  oulre,  on  voit  qa' il  derra  exisler  un  pian  d'é- 
preove  de  telles  dimentions  qai,  étant  appliqoé  à  l'exlré- 
mìlé  de  l'indait  le  plus  proche  de  rinduìsante,  dein  don- 
oer  à  l'électrosGope  une  tension  nulle. 

«  En  demier  lieu,  les  deax  expériences  bien  eennues, 
r  une  de  Wilke  et  l' autre  d'  OepinuB  ,  doivenl ,  pendant 
que  dare  l'induction,  ètre  regardées  comme  ìUasoirea.  EU 
les  ne  soQf  pas  vraies  tiOD  plus  qoand  das  daux  eorps 
cwductenrs  et  isolés,  placés  l'un  en  contact  de  l'autre,  le 
plus  procfae  de  1'  indoisaote  déjà  ròdait  trés-mince  ,  est 
soustrait  k  l'induction;  car  alors  il  sera  cbargé  d'  étectri- 
cilè  homologUB  k  l'induisaate,  non  pas  d'élsctrìciti  indaite» 
coQtrairentent  à  ce  que  les .  auteurs  dèjà  cités  concinrent 
de  leors  expériences.  » 
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SULLA    TBASFOKHMIOHE    DELLE    FUNZtOni   ELLITTICBE 

NOTA 
DEI.  PAOV.  V.  BHIOSCHI 


'  1."  Il  problema  della  trasformazione  delle  foniioni  Ellit- 
tiche, forse  il  principale  nella  teorica  di  questi  trascendenti, 
formò  ripetalameate  soggetto,  sotto  pnnti  di  vista  differenti, 
alle  ricerche  degli  insigni  geometii  Abel,  Jacobi,  £isenste)n, 
Hermite,  Boseohain  — .  In  ana  delle  lettere  indirizzate  dal 
fiig,  Hermite  a  Jacobi  e  pubblicate  nella  raccolta  dei  lavori 
ii  quesl'oltinio  trovasi  risolalo  questo  problema  (oltre  a 
qaello  della  divisione)  partendo  dalle  proprietji  delle  serie 
doppiamente  infinite,  da  rapporti  delle  quali  si  esprimono 
1^  funzioni  inverse,  degli  integrali  Elliltìcì.  Nelle  due  re- 
canti ricerche  sulla  trasformazione  delle  funzioni  Abeliane 
di  prima  specie,  il  sig.  |1ermite  oltre  al  giovarsi  delle  pro- 
prietà di  qneste  serie,  ìntrodasse  nella  qnistione  un  nuovo 
importanlisaimo  elemento  coli'  osservare ,  che  il  problema 
della  trasformazione  consistendo  Dell'esprìmere  funzioni  in- 
verse, di  moduli  diSereoti  razionalmente  le  une  per  le  al- 
tre ,  dovevano  gli  indici  di  periodicità  delle  prime  essere 
funzioni  lineari  a  coefficienti  intieri  degli  indici  di  perio- 
dicità delle  seconde-  Assumendo  questa  proprietà  quale  fon- 
damento abbiamo  in  questa  nota  applicato  il  metodo  del 
sig>  Hermite  alla  trasformazione  delle  funzioni  Ellittiche;  e 
eiò  non  solo  all^  scopo  -di  mostrare  con  quanta  semplicità 
si  givagA  alle  note  brmole  di  Jacobi  o  di  Abel;  nu  beo 
ftnc«  e  principalmente  per  aprirci  la  via  a  contemplare  la 
soluzione  dell'analogo  pn^ema  per  le  funzioni  AbeliauO' 

ì.'  Considerando  la  serie  doppiamente  intuita: 
(l)  V{u)  =S  (—1)-*  (<«-*;')rt(."+[i"+/.)-i 
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(") 

nella  qnale  p,  /x  sono  egoali  a  zero  od  all'unità,  ed  m  as« 
some  tutti  ì  valori  numerici  intieri  da  —  oo  a  -•-  oo;  si 
hanno  come  é  nolo  le  ] 

P{u-^%a)  ^  {—  ly  é-*"""*"]  P(u)  ,  P(«  -+-  24)  =  (-i)''P{K) 

essendo  b  =  -— .  Ponoasi  : 
iar 

2n*a  ' Ara'        a 

tn        '  in  i 

la  (1)  si  trasformerà  nella  i 

(2)  e{v)  =:  S(-l)-/'  ('"<»-*■-"'*  ^  1"-^^J" 

per  la  qaale  analogamente  alle  superiori  si  avranno  le  ! 

(3)  e(»-^i)  =  (-i)''e(.)  ,e(»-«)  =  (-i)'r-»i"«ie(«) 

«De  quali  possiamo  ag^angere  la  ; 

e(-t.)  =  {-iKe(«) 

Cosi  indicando  con  Q  (u)  la  serie  doppiamente  infinita  I 

e  ponendo  : 

fl=^  tl  =  ^^  y— ^  —  5 

kxp   '  in      '  *        m         fi 

otiiensi  la  trasformata  i 

(4)  «w=s(-ir."""***Ti"-"'" 

per  la  quale  sussisteranno  lej 

(5) 

«(-•)  =(-!)■'«(»)• 
Ora  se  vogtionsi  esprimere  le  fonzìoni  F  (u)  razionalmaiile 
per  le  Q(u),  dovranno  necessariamente  aver  luogo  le  rela* 
aioBÌ  lineari  a  eoefikieoti  intieri: 
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e  quindi  : 

a,e-t-K 

3.°  Sì  consideri  una  funzione  II  {v)  definita  dalle  segaenti 
equazioni  : 

n{v H- 1)  =  (—  1)^(1.) ,  n(v -^ 7)  =  (—  1)* H"-(»'-)')n») 
(7)  n(-r)  =  (-i)»n(») 

essendo  n  un  numero  dispari  j  d  >  A  eguali  a  zero  od  al- 
l'anità.  Questa  fanzione  potrà  esprìmersi  in  tutta  la  gene- 
ralità per  la  serie  doppiamente  infinita  (')  : 


«ella  quale  A„  è  un  coefficiente  indeterminato.  Ha  per  la 

seconda  e  la.  terza  delle  (7)  si  hanno  le  : 

dalle  quali  : 

a„^=:a„^ì 

quindi  tutti  i  coefficienti  A„  pei  quali  m;>  n  — 1  saranno 
esprinùbitt  per  gli  n  seguenti  : 

A.  ,  A,  ,  .  .  .  A„_, 

e  tnt  questi  avranno  Incigo  le  relazioni  : 

Ai-i  =  An-i      »      Aa-3  =  An-a   .    -    .   Aa-,      =  Xg^, 

per  cai  non  ne  rimarranno  indipendenti  che  un  numero  ~. 
Abbiamo  eoa)  il  : 

('}  WfientmM.  Tehorfe  der  Abeltchen  ruDCtiooeik  C(eLU).  Journal 
fUr  di«  Hathmatik.  Band.  K2  f.'  36S. 
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Teor.*  l."  L'espressione  la  più  generale  della  funzione  Iì{v) 

definita  dalle  equazioni  (7)  contiene  — ^  coefficienti  indi- 
pendenti. 

Operando  come  sopra  potrebbesi  dimostrare,  ciò  cbe  d'ai* 
tronde  è  noto  che  le  quattro  funzioni  Jacobiane  ${v)  colte 
quali  si  esprimono  le  funzioni  inverse  delle  ellittiche  sono 
algebricamente  riducibili  a  due  dì  esse;  e  che  fra  queste 
non  può  sussistere  alcuna  relazione  algebrica. 

Indichiamo  con  $,(v),  $,(v)  queste  due  funzioni  e  con  v«, 
ì'ì  v,  ,  q,  i  valori  delle  y,  q  per  le  medesime.  Si  consi- 
deri una  funzione  omogenea  del  grado  n  di  ^Jv),  C,(v);  essa 
verrà  espressa  linearmente  da  prodotti  della  forma  9a"  S,*j 
dove  a,  b  sono  numeri  intieri  ed  a-+-b  =  n.  Pongasi  : 

essendo  B  uu  coefficiente  costante  ;  osservando  le  (5)  si 
avranno  evidentemente  le: 

""  *'■'  nw 

per  cui  la  funzione  n(ti)  sarà  definita  dalle  equazioni  (7) 
allorquando  sussistano  le  : 

ov,-«-Av,  ^  8  ojo-+-*yi  ^  h  ayo?B-t-Av,y,  ^  3A  (mod.  2). 
Supponiamo  dapprima  3  :^  v„  ,  A  =  gig  ed  indichiamo  con 
n,(»)  la  funzione  che  corrisponde  a  quei  valori  di  d  ,  h. 
Affinchè  le  congruenze  superiori  sieno  soddisfatte  dovranno 
essere:  a.^  1  ,  i  ~  0  (mod.  2);  quindi  ^ 

(8)  n,{p)  =  Bofio"-<- B,e.-' e,'-^- .  .  --^B^^e.e,'- 

e  sapponendo  in  secondo  luogo  d=:v,  A  =  y,  ed  indicando 
con  n,(»)  la  funzione  corrupondeQlCj  si  avranno  le  a  ^  0, 
i  ^  1  {mod.  2)  per  cui  : 
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Queste  due  espressioni  delle  funzioni  n,(9),  ìt,(v)  coniO' 

t-1 

pel  teorema  1"  le  più  generali  che  le  fonzionì  stesse  am- 
ili etlano. 

4."*  Ciò  pOBlo  si  osserTÌ  che  fatto  per  brevità  *  =  a,  e  -•-  i, 
cambiando  nella  funzione  Jacobiana  Q{v)  la  v  in  n  ottieosi 
facilmente  ; 


ed  analogamente  giangesi  alla  i 

;'"'•""'••'  eci.  -  7)]  =  (- 1)'  eM 

nella  quale  : 

k  =  pai  -•-  ftJ,  H-  a,b,. 
Ora  supponendo: 

a,*!  —  aj4,  ^  n 
si  ha  : 

o,<  =  n  -+-  «»»7 

per  coi  sostituendo  e  moltiplicando  per  e     '      si  ba  ! 

tua  tiv-*^i  >•   -Junttr^y)    iva  i> 

(11) .  •'^'  9[^.-«-7)]=(-i)  .    '^  .  ■  e("). 

Da  ultimo  essendo  : 

e(-  «.)  =  (—  i)'^e(«.) 

osservando  che  per  essere  n  dispari,  dorranno  essere  p-  e. 
9^lJÌi  &  ^  jxtt  (mod.  2)  per  cai  dA  ^  ftj>  (mod.  2)  si 
avrà  : 

Ina  tv  Sii    I-Ita  «f      .     , 

(12)  e     *    .9(-ir)  — (— 1)     e     ■     6(11.) 

D,„„.db,  Google 
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Le  equazioni  (10)  (11)  (12)  dimostrano  che  la  fnniione  : 

n{v)  —  t  ""'"'  e(«) 

è  definita  dalle  equazioni  (7)  e  quindi  per  essa  varranno  le 
proprietà  enunciate  nel  Teor.*  1*  e  nelle  equazioni  (8)  (9). 
Cioè  indicando  con  6,  ,  6i  dae  fra  le  Tunzioni  Q{v)  e  con 
fin ,  j^o  ;  ft,  ,  j>,  i  valori  delle  fi. ,  p  corrispondenti  ad  esse 
e  supponendo  : 

(13)  (niod.2) 

si  avranno  le  : 

'ito  t^ 

e     "     e,{«)=C,S.— $,-^-C,S.""*fii'-+-"•-*-Cn;.PI"• 
5.*  Per  determinare  i  valori  dei  coefficienti  B. ,  B,  .  .  . 
Cg  ,  C|  .  .  .  faremo  uso  di  alcnne  note  proprietà  delle  fun- 
zioni Jacobiane.  A  ciò  supponiamo  : 

^,  -.  p,  =  1  V.  =  f ,  J=  1 

):i,=0,  p.=l  V,  a=0,  }.  =1; 

le  equazioni  (13)  daranno  : 

«a-*-  *i-+-  "»*»  =i  1  *»-•-  «»*i  =  0 

(mod.2) 
a,H-  i,-i-  o,i,  ^  1  o,-4-  a,6,  ^  1 

per  Je  quali  a, ,  h^  dispari  ;  b,  pari  ed  ai  pari  o  dispari. 
Le  (3)  daranno  : 

e,(o  -^  1)  =  _  e,(c)  e,(o  h-  i)  =  e,(p) 

e^f  -4-  p)  =  —  6-'"(»^')e,(»)  e,(t.  ^  e)  =  _  e-'»("'+'ie,(t.) 

e,(-t.)  =  _e4t')  e,(-e)-e,(t.) 

per  le  quali  indicando  con  q ,  ^  due  numeri  intieri  : 

e,()jH-pc)  =  o. 
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laoKre  si  hanno  le  : 


e  : 

.'•vh')'  e[.(.  *  D]  ..  .-'"(-i)  ."•■""e.M 


<  =  (-!)         ■  «tv.. 

Ora  se  nella  seconda  delle  equazioni  (14)  cambiasi  la  v  ì 


te     '    e.(«)  =  C.9,     fi,-KCA     fl.»-^ ...-.- C^-ifl. 

la  quale  posta  a  confronto  colla  prima  delle  equazioni  (14) 
stesse  dimostra  essere  ; 

C^  =  ih^    ,    C^  =  *B,  .  .  .  C,  =  rB«-, 

per  cui  la  seconda  delle  (14)  assumerà  la  forma  : 

e"""  e,(«))  =  tfh^  $,"''  6,~i-  B„^3  e.""'e,  V. .  .-*-  b.^.'). 

Ne  risulta  che  posto  ^-r^  =2  ^(v)  si  banoo  le  due  equazioni: 

9,(ti) 

Ìe'"'''"  e„{w)  =  9r^(v)  (Bo<^'"'(t>)-H-B,ifr-'(e)H-...-^B,^\ 
t""'    e.{«>)  =  *  e,"/B^.f-""'(t.)  -f-  B«.3  <f'\v)-^--*-  B.) 

{flOTà  conttnuaf») 
Pavia  Marzo  1857. 
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SOPRA    IL    VOLUME    DELLA    PIRAMIDE    TRIANGOLARE 

NOTA 
BEL  CAT.   ÌAA'  BI  BaVNO 


L'espressione  del  Tolume  Tana  piramide  triangolare  data 
dal  sig.  Sylvester  nel  Philosopìcal  Magazine  1852  si  può 
trovare  più  facilmente  sotto  altra  forma  nel  modo  seguente. 
Notando  con  V  il  Tolome,  e  con  (x,yiX,) ,  [x^y^x^] ,  [x^y^Si) , 
{^41/424)  le  coordinate, ortogonali  dei  4  vertici  si  ha  la  for- 
mola  nota  : 


6V=              ì  xt  y.  j. 

1  «a  y.  *a 

1  xì  y:t  ji.i 

1  «4  Vi  H 

ovvero,  sottraendo  le  linee  due  a  due  : 


Xi— »,  y, —  y,  «1— 3j      I 

Xi—xs  y.— y3  Xj—Xi      . 

«1—3:4  yi— y4  '^i— 'i     I 
Poniamo  ora  : 

P  —  («I— «>)(j;i— ^3My[— y.Hy.— yaM*.~^J(-ii— aj) 

q  =  (x,~Xt){x,—x/^y*iy,-y,){y,-yi)'*-{x,-z,){x,—Xi) 
r  =  (xi-Xì){x^'-«i)-*-{yi—y3)(yt—yi)-*-{xt~x3)(it—H) 
lato  (12)  ~  a>     lato  (13)  —  b,    lato  (14)  =  e 
lato  (34)  =  a*     lato  (24)  =  b'     Iato  (23)  =  e' 
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si  avrà 

36V= 

•■     r      1 

,         r          è- 

Ha  si  troverà  facilmente  : 

f=i  [„--^J-_r"] 

,=  1  [«■*»■- i'T 

r=l  [J'-^-e'-VT; 

eppercid 

288V= 

2„-        o'-a'-»»        a'-t^'-i" 

i^^J,'—e'      24'            4"-m"-o" 

„...^t'_S»  6'-«--«'-           2»" 

La  formols  dì  Cajley,  a  cui  invece  il  S^'lvester  arriva, 
sarebbe  ; 


0 

o' 

b' 

»■ 

i 

o" 

0 

e'* 

6" 

1 

*■ 

d' 

0 

a" 

1 

r" 

b" 

a" 

0 

1 

i 

ì 

ì 

1 

1 

Hi  pare  che  la  precedente  sia  più  simmelrica,  maemo- 
nica  e  più  comoda  pel  calcolo. 

Torino  2  Aprile  1857. 
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HECB*L»«IA 


Nel  23  Maggio  1857  cessò  di  vivere  ^;o«(tno  Luigi 
Cauehy  Membro  dell'Accademia  Imperiate  delle  Scienie  di 
Parigi.  Il  gran  Geometra  sì  (rOTava  nel  sessantoltesimo  anno 
di  SUB  vita  toltagli  da  brevissima  malattia.  L'Esercìzio  piò 
scrupoloso  di  tatle  le  virtù  cristiane  specialmente  diretto 
al  bene  del  suo  prossimo  ,  le  grandi  scoperte  in  tutte  le 
parti  delle  Matematiche  pure,  ed  applicate  provenienti  dalla 
sua  straordinaria  ìnteltigcnia  resero  queste  uomo  ammi- 
rabile a  tutta  ('Europa.  Le  Opere  pubblicate  dal  mede- 
simo sono  cognite  ai  geometri  e  la  sua  carriera  scienti- 
fica contava  più  dì  cìnquantadue  anni.  Le  Memorie,  te  note, 
gli  arllcoH,  i  rapporti  sparsi  nelle  difTerenti  collezioni  scienti- 
fiche, e  specialmente  nei  Compte»  Rendui  sono  innumerevoli. 
Il  Cauehy  nei  scorsi  anni  ci  dava  una  speranza,  cbe  non 
si  è  realizzata,  cioè  la  pubblicazione  d'un  Trattato  di  Mecca- 
nica molecolare:  a  fronte  di  questo  trattato  si  avea  da  porre 
il  numeroso  Catalogo  di  tutte  le  0{>ere  ,  Memorie  ,  note 
da  esso  pubblicate  {*). 

Il  Cauehy  deve  aver  lasciato  un  gran  numero  di  Me- 
morie inedite ,  ed  alcune  di  esse  presentate  già  all'Acca- 
demia delle  Scienze  da  molti  anni  a  questa  parte,  lo  non 
dubito  che  l'Accademia  medesima  sempre  intenta  all'avanza- 
mento  delle  scienze  vorrà  presto  collocarle  fra  1  volami 
delle  sue  Memorie,  e  si  conoscerà  sempre  più  quanto  grande, 
ed  irreparabile  sia  stata  la  perdita  di  questo  uomo,  che  al 
ano  alto  sapere  congiungeva  un'  esattissima  osservanza  di 
tatti  ì  suoi  doveri  Cristiani.  Io  penso  di  non  poter  terminar 
meglio  il  breve  cenno  dato  del  Cauehy  se  non  col  ripetere 
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le  stesse  parole,  che  i!  medesimo  diceva  di  Ampère  alla  Une 
dì  una  sua  lunga  Memoria  litografica  pubblicala  a  Praga 
nell'Agosto  1S36  sur  la  tkéorie  de  la  Lumière ,  qua!  Me- 
moria io  conservo  diligentemente  come  una  delle  prime  gen- 
tilmente donatemi  dall'Autore,  da  che  fu  da  me  conosciuto 
in  Roma  nel  1832.  Il  Cauchy  adunque  alla  pag.  96.  ed  ulti- 
ma di  questa  Memoria  dice  che  alcuni  risultali  sulla  teoria 
delta  luce  erano  slati  già  da  esso  comunicali  a  M.''  Xm> 
pére  «  qui  après  avoir  sur  la  terre  par  ses  importantes 
u  déconvertes  dans  plusieurs  branches  des  connaissances  hn- 
»  maines,  montré  jusqu'où  peuvent  alteindre  les  ressources 
il  de  l'analjrse,  et  les  médilations  de  lascience,  est  allédans 
»  une  meilleure  patrie  contempler  la  beaulé  suprème  de 
»  ce  Dieu  devanl  lequel  s'abaissait  son  puissant  genie,  et 
»  se  plonger  avec  délìces  dans  la  vive  et  donce  lamière 
»  de   l'EterneUe  Vérilé.  »  B.  T. 

(*)  il  compilatore  dì  questo  catalogo  è  il  P.  JuUUa  della  Com- 
pagnia di  Gfnd,  giovane  geometra  assai  ilistinto,  ed  Autore  dell  in- 
lere»sante  Opera  tanto  per  gli  allievi  ,  quanto  i  profeuori  «otto  il 
titolo  Probiémei  de  Méeanique  voi.  2.  in  &".  Pari»  1855.  Ciiez  Bichelier 
Il  P.  Juttien  è  presentemente  ittudente  di  Sacra  Teolo{;ia  in  Collegio 
Romano  ed  avanti  la  sua  parten»  da  Parigi  avea  conKgnato  al 
•ig.  Baclielter  il  nominato  Catalogo  per  la  stampa.  Hi  sia  pcrineMO 
qui  di  fare  un 'osservai  ione  relativa  alle  tre  diverse  Catedre  da  me 
occupale  per  1'  insegnamento  in  Roma.  Alcuni  dotti  stranieri  miei 
amici  confondendo  forse  VniverHlà  Bomajta  con  Collegio  Romano 
credono  che  io  sia  Professore  in  questo., Il  Cotlfgio  fiomano  si 
chiama  anche  Univeriilà  Gregoriana  :  le  pubbliche  scuole  di  questa 
UnivcrsltA  sono  affidate  ai  P.  Gesuiti  etclusivaiaente  ,  f  non  appar- 
tenendo io  a  questo  Ordine  Religioso  non  posso  occupare  in  quella 
alcuna  Catedra.  lo  sono  Professore  nel  collegio  Urbano  celebre  Col- 
legio detto  di  Propaganda-Fitle,  e  Fondato  da  Papa  Urbano  Vili 
per  le  Missioni  Cattoliche  nei  paesi  «steri.  In  qualche  circostanza, 
il  titolo  di  Professore  al  Collegio  Urbano  di  Propaganda— Fide  é 
stato  cangiato  in  Collegio  Romano  della  Propagazione  della  Fede  , 
come  pure  per  l'Univerbitè  Romana  della  Sapienza  ,  si  é  detto  Col- 
legio Bùmano  ditta  Sapienza.  Infine  il  PontiHcio  Seminario  Itomano 
nel  quale  anche  son  Professore  é  sotto  la  cura  immediata  dell'  Emo 
Cardinal  Vicaria  prò  tempore.  Le  scuole  di  questo  Seminario  sono 
affidale  ad  Ecctcsiaslicì  secolari,  cioè  non  spettanti  a  speciali  Reli- 
giose  corporazioni. 
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LG    DUE   COMETE    DEL     1857 

NOTA 

BEL  raOVE».   I«M*ZI»  CALANBaELLI. 

direttore  dell' oMervalorio  astronomico 
della  romana  univer$ità- 


1."  La  prima  di  queste  comete  fu  scoperta  dal  signor 
D'  Arresi  nel  giorno  22  Feb  ;  l'altra  dal  sig.  Brukns  nel 
giorno  18  Marzo.  La  prima  sembra  del  tatto  nuova  e  non 
mai  osservala:  I'  altra  è  identica  a  quella  che  si  vide  nel 
1846  scoperta  dal  sig.  Brorten  ael  giorno  25  Feb.  di  detto 
anno. 

2.°  Poco  pa6  dirsi  sulle  apparenze  di  queste  due  co- 
mele  telescopiche^  una  piccola  nebolosili  non  ben  lermi- 
nata:  non  deciso  il  nncleo:  benché  ambedue  osservale  nelle 
vicinanze  dei  loro  perieli ,  nulladimeno  non  si  è  veduta 
traccia  alcuna  di  coda:  qualcbe  sera  sembrava  che  la  luce 
fosse  più  viva;  ciò  accadeva  qnando  dopo  una  dirotta  piog- 
gia» r  aere  diveniva  purissimo:  in  questa  sola  circostanza 
nella  prima,  e  non  mai  nell'altra,  si  distingneva  nn  punto 
luminoso  nel  centro  della  nebulosità  che  la  circondava. 
Sembra  dunque  che  la  periodica  di  Brorsen  siasi  nel  terzo 
periodo  mostrata,  quale  si  osservò  nel  primo  suo  apparire 
nel  Feb.  del  1846,  piccolissima  cioè,  e  di  luce  debole,  come 
viene  descritta  da  quelli  che  l'osservarono. 

3.*  Riguardo  alla  cometa  d'Arreit  debbo  notare  che  os- 
servata da  me  nel  crepuscolo  maialino  del  giorno  13  Marzo 
I.  civile,  la  vidi  colle  apparenze  di  sopra  indicate.  Nella 

annali  di  Seitntt  Mia.  »  Fi».  T.   Vili    maria  1S57  6 
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sera  però  del  giorno  16  prima  delle  ore  8  vedeva  nel  campo 
dello  stromento  due  ben  distinte ,  e  separate  nebulosità. 
Sospettai  sul  principio  che  la  cometa  si  fosse  separata,  come 
già  accadde  a  quella  di  Biela.  lo  quella  sera  confrontai 
la  cometa  colla  9  di  andromeda:  nella  mattina  del  17  vidi 
che  sul  globo  vicino  alla  13  di  andromeda  era  notato  un 
ammasso  o  (cìusler).  Questo  è  stato  descritto  dal  P.  Secchi 
col  nome  di  nebulosa  planetaria  di  andromeda  di  AR  = 
23.^  18;"  0  =  41.°  36'  (a).  Il  campo  del  mìo  stromento 
abbraccia  Ire  buoni  semidiametri  solari:  la  cometa  aveva 
23/  19*"  di  AR*  e  41.'  10'  di  declinazione;  quindi  potei 
facilmente  spiegare  le  due  nebulosità  da  me  osservate.  Una 
osservazione  di  Altona  del  giorno  16  Marzo  poco  dopo  le  8 
fissa  AR  cometa  =23.*  19."  59;'  D  =  41.'  11'  e  si  do- 
veva osservare  lo  stesso  fenomeno,  se  il  campo  dello  8tro> 
mento  era  come  il  mio. 

4.'  Le  regolari  osservazioni  della  prima  cometa  ebbero 
principio  nel  giorno  13  marzo:  dell'altra  nel  giorno  28  dello 
stesso  mese.  Non  ho  trascnrsta  diligenza  alcnna  nelle  os- 
servazioni e  nel  calcolo  delle  medesime.  In  alcuni  giorni 
la  cometa  si  paragonava  a  diverse  stelle,  la  cui  posiziona 
media  si  prendeva  nel  cataloga  di  La-lande^  e  si  riduceva 
all'apparente  pel  giorno  delle  osservazioni:  nulladimeno  le 
posizioni  della  cometa  difTeriscooo;  l'appnbo  della  cometa 
al  filo  orario  era  unico:  quindi  l'errore  poteva  nascere  o 
dal  prendere  gli  appabi  delle  stelle  allo  stesso  filo,  o  dalla 
media  posizione  delle  medesime.  Nel  giorno  9  aprile  una 
piccola  stella  7391  La-lande  era  nel  parallelo  della  conela 
dì  Arreit,  e  nel  giorno  19  aprile  la  ^  del  toro  era  anche 
sul  parallelo  della  stessa  cometa.  Nel  giorno  5  aprile  la 
1025  C.B  era  nel  parallelo  della  cometa  di  Jimkn»,  e  nel 

(a)  DeHriiione  òbì  nuovo  osservatorio  del  collegio  romano.  Ta*.  IV, 
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giorno  9  aprile  la  40  Peneo  si  trovava  sul  parallelo  della 
stessa  cometa. 

S.*  Presento  nelle  due  seguenti  tavole  le  posizioni  ap- 
parenti delle  due  comete  osservato  nel  naovo  pontificio  os- 
•ervatorìo  della  romana  aniversilà  eretto  sulla  torre  orien* 
tale  del  colle  capitolino. 

Latitadine  41.*  53.'  34."  34  N 

Longìlad....  O.M9."  55.'  51  Est  da  Greenw. 
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Posizioni  apparenti  della  cometa  di  Arresi 

TAVOLA    I. 


[Temp.med 

a  Roma 

1857 


AR  apparente 


Declinaz.  app. 


Stelle  di  confronto 


16.  386in 

17.  306736 
706167 


S8.»50.-  «.'iSO 

iS.  SO.     3.  600 

i3.  19.  i«.  010 

«3.  S9.  U.  i80 

23.  sn.  B5.  130 

Ì3.  33.  66.  8iO 

1,  13.  m.  too 


il.  10.     1 
il.  68.  ii.  i3 


Aprile 

3.  378309 
i.  363330 
6.   3Ì9970 


7. 
8. 

329194 
3ÌBS76 

9. 

3Ì0313 

IB. 
19. 

3<6!i3 
3Ì6637 

8l!"3i8Ìi8 

i3.  i8. 
i6.  16. 


i3.  S6.  18.  i6 
i3.  li.  39.  31 
lì.  18.  i9.  86 


La-lande 
La-lande 

9  Androni. 

>  Androni. 
La-lande 
La-lande 
La-lande 


10.  13.  86, 
"      11.  17.  68 
11.  19.  68 


38 

11. 

60 

08 

38. 

11. 

66. 

07 

38. 
88. 
88. 

31. 

80. 
89. 

33 
6 

7. 

90 
17 
79 

88. 

89. 

8. 

81 

86. 

33. 

86. 

17 

Sfi.  33.  Ì9.  33 
3.    9.  78 


Perseo 
La-lande 
La-lande 
La-laode 

t  Perseo 
La-lande 
La-lande 
La-iunde 
La-laDde 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

Auriga 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

13  Toro 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
1761 
La-lande 
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apparenti  della  cometa  di  Brnbns 
TAVOLA    li. 


rerap.  med. 

a  Roma 

1857 

AR  apparente 

Declinaz.   app. 

Stelle  dì  confronto 

Mano 

i8.  339011 
i8.  339S3Ì 

Aprile 

).  347708 
S.    330000 

8.  sntsi 

8.*  38 

5.  38. 

3.    6. 
3.    9 
3.  SI. 
3.  81. 
3.  81 
3.  89. 
3.  8S. 
3.  86. 
a.  6i. 
3.  64 
3.  64 
3.  64 
3.  69 

3.  89 

4.  6 
4.     8 
4.  li 
4.  17 
4.  17 
4.  17 
4.  17 
4.  30 

6.  1 

-33.'186 
35.  630 

14.  668 
18.  000 
84.  830 
88.  330 
86.  600 
48.  850 
48.  450 
43.  040 
ai.  937 
83.  868 

80.  864 
sa.  871 
88.  OSI 
56.  318 
88.  010 

81.  698 

16.  633 

17.  709 
li.  486 

18.  186 
14.  618 

81.  a48 

6,  381 

18.- 69.'  43."38 

U-lande 
P  Ariete 

La-lande 

1085 
La-lande 
La-lande 
38  Perseo 
La-lande 
La-lande 
10  Perseo 
La-lande 
La-lànde 
La-lande 

13a0 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-linde 
La-lande 
la-lande 
La-lande 

1177 
La-lande 

6149 
C.  B 

6808 
C.  B 
6314 
6733 
C.  B. 
6897 
6690 
C.  B 
7618 
7683 
7839 
C,  B 
7660 
7568 
7915 
7989 
8018 
8848 
8354 
8498 
8615 
C.  B. 
9706 

87.  81.  14. 

88.  31.  46. 
38.  16.  16. 
38.  16.  81. 

13 

09 
57 
81 

9.  3iti36 
rB!"3SÌii'7 

33.  30.  88. 
33.  30.  19. 
41.     5.  68 

78 
67 
91 

16.   369i3« 

la.  18.  87. 
18.  15.  60. 
13.  37.  18. 

13.  37.  11. 

14.  53.  83 

76 
61 
18 

71 
15 

17.   34496S 

18.  3Ì6318 

19.  338197 

16.     6.  69 

68 

16.     6.  51 

18.  sa.  16 

63.  11.  66 

85 
13 

18 

il.   3«990i 
85.   378688 
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Slemenli  parabolici  delta  cometa  di  Arrest 

6.*  Il  Profess.  OtlaviaDO  Àttolfi  sostituto  alla  cattedra  di 
Ottica  e  di  Astronomia  nella  romana  università  ha  calco- 
lati col  metodo  di  te-^endre  gli  elementi  parabolici  di  questa 
cometa  colle  seguenti  osservazioni. 
1857  Marzo  6  693044  t.  m.  a  Parigi 

Long.  G  =    349.'  16.'  39."  23 
lai.     S=-i-  40.     3.  24.    48 
Marzo  11.  495648 
G'  =  359.  13.  16.  85 
i'=   41.    6.  10.  58 
Marzo  16.  398352 
G'=   10.  48.  18.  86 
V=   41.    0.  36.  19 
Posizione  eliocentrica  della  terra  per  lo  istante  della  me- 
dia osservazione 

T'=171.-23.'  13."  81 
log.R-:=:     9.9974875 
Le  prime   due  osservazioni  sono  del    D.  Donati   aggiunto 
neir  osservatorio  di  Firenze;  l'altra  é  nell'  elenco  delle  mie 
osservazioni.  Le  posizioni  non  sono  state  corrette    dell'  a- 
berrazione  e  della  parallasse.  Dal  calcolo  ottenne 

Pass,  al  perielio.  1857  Marzo  31.  188892  t.  m.  a  Parigi. 

n  =   73.'4S.'24."25  )  .    .  ,  ,,  „ 

ffl  =  312.  38. 20.  12  )  «l-  '»"'•  '"='  "  """> 
i=   88.    1.    0.64 

log.  (  =  9.  8887568 

M.  D. 
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L'  osservaxione  del  10  marzo  riportata  nella  Tav.  I  è  nelle 
vicÌDanze  del  perielio.  Cogli  elemeuii  si  ottiene 

AR=a:23.*54."12'70 
D  =  43.  48.  52  13 
quindi 

Error.  in  AR  cale— osser  —  -t-  17.'  57 
io  D =  H-  50"  70 

Elementi  eUitti<^  della  eomela  periodica  di  Brorseo. 

7."  È  questa  un'altra  cometa  sol  cui  periodico  ritorno 
non  pnó  cadere  dubbio  alcuno.  Le  orbite  ellittiche  calco- 
lale nella  sua  prima  apparizione  nel  1846  dai  signori  frun- 
now,  Goujon,  Challii  e  dall'italiano  GoMi  Belcredi  allievo 
in  quell'epoca  del  ducale  osiervatorio  di  Modena,  si  accor- 
dano tutte  nel  fissare  il  periodo  ài  circa  5  anni  e  }.  Nella 
speranza  di  poterla  vedere  nel  secondo  periodo,  il  signor 
Galen  ne  calcolò  gli  elementi  e  una  eEfemeride.  Il  passag- 
gio al  perielio  era  fissato  pel  giorno  10  Novembre  del  1851, 
«  l'effemeride  calcolata  di  cinque  in  cinque  giorni  aveva 
principio  nel  10  settembre  e  terminava  col  10  gen.  1852. 
La  cometa  però  si  trovava  in  circostanze  poco  favorevoli, 
e  si  poteva  appena  osservare  nel  crepuscolo  della  mattina. 
Questa  può  essere  la  cagione  per  cui  nel  secondo  periodo 
passò  inosservata. 

8'.  I  primi  elementi  furono  da  me  calcolali  con  osser- 
Tationi  poco  distanti  fra  loro:  questi  però  rappresentavano 
sufficientemente  le  stesse  osservazioni.  Fidando  allora  sulla 
posizione  del  piano  dell'orbita,  cioè 

a  =  101.'  53.'  1."  78 
•  =  29.    44.    58.  00 

presi  le  tre  seguenti  osservazioni. 
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1857.  Marzo  18.  322415  U  m.  a  Parigi 
G=   31."36.' 25."40 
b  =  —3.  57.  39.  30 
T  =  178.  10.  tó.  78 
log.  B  =  9.  9983276 
Aprile  S.  301841 
G*  =       52."42.*41  "80 
i*=-<-  10.25.54.  50 
r=     195.56.45.  88 
log.  R'  =  0.  00056211 
Aprile  21.  301745 
G'  =       73.-38.'25."30 
*'=-!-  26.21.    5.00 
r=     211.35.56.08 
log.  B'  =  0.  0025144 
La  prima  osserTazìÓDe  del  18  Marzo  è  di  Brultm  che  ne 
fece  la  scoperta  nello  stesso  giorno.   La  cometa    non    era 
passata  al  perielio,  ed  era  anche  vicina  al  nodo  ascendente. 
Le  altre  due  si  trovano  nella  Tav.  II;  i  tempi  però  delle 
Ire  osservazioni  sono  ridotti  al  meridiano  di  Parigi. 

9."  Chiamando  N  ,  N,*  N;'  r,  r,*  r'  le  tre  elongazioni 
eliocentriche  della  cometa  dal  jì,  e  i  tre  raggi  vettori  , 
ottenni 

N  —  345."26.'47."4  log.  r  =  9.  8164074 
!»•=  32.  44.  4.  9  log.  r'=  9.  8029402 
N'=   68.    7. 31.  3        log.  r'=  9.  8808999 

Con  qnesti  dati  potei  determinare,  indipendentemente  dal 
parametro,  l'elongazione  eliocentrica  del  perielio  dal  Si  e 
le  tre  anomalie  vere:  ebbi  dnnqoe 

n'=   13.'54.'27."75 

u  =  331.  32. 19.  65 

n-  =    18.  47.  37.  15 

u'  =    54.  13.    3.  35 
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Passai  quindi  a   determinare  i  paramelrì  dell'  orbita ,    ed 
ottenni  finalmeole  gli  elementi 
Pas.  al  perielio.  1857  Marzo  29.  2332058  t.  m.  a  Parigi 

"  =  }or53;T?8Ì«*l-^''«'l"  Marzo 
i=s   29.  44.  58.00 

log.  e  =  9.  9015520 
log.  a  ==  0.  4851797 
log.  ft"=  2   8222421 
M.  D. 

10.*  Dalle  cose  esposte  si  vede  chiaramente  che  nello 
istante  della  prima  osservazione  la  cometa  doveva  percor- 
rere 28.*  27.'  40."  35  di  anomalia  vera  per  giungere  al 
perielio ,  e  che  nello  istante  della  terza  osservazione  ne 
aveva  percorsi  54.'  13.'  3."  55;  i  tempi  impiegati  a  per- 
correre le  dette  anomalie  sono  10:'  910790;  23.*  079305, 
cioè  33.'  990095  ;  ma  dalla  prima  alla  terza  osservazione 
si  contano  33.'  979330;  dunque  1'  errore  fra  il  calcolo  e 
l'osservazione  di  0.'  010765.  Gli  elementi  dunque  debbono 
avere  qualche  piccola  correzione. 

11.*  Non  ostante  questa  piccola  differenza,  le  tre  ossei^ 
razioni  sono  benissimo  soddisfatte.  Chiamando  infatti  X,  /3,  r; 
G,  bj  A  le  coordinate  eliocentriche  e  geocentriche  ,  par- 
tendo dagli  argomenti  di  latitudine  N,  N,'  N',  e  dagli  ele- 
menti fissati,  si  trova 

Marzo  18.  322415  t.  m.  a  Parigi 
X  =       89.*10.'53."18 
j3  =  —    7.    9.43.80 
lr=9.  8164074 

G  =       31.36.24.98 
i  =  —    3.  57.  38.  00 
U=  0.  0729111 
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Err.  in  long.  calc-~osserv^— 0."  42 

in  lai =H-1.    30 

Aprile  5.  301841 

X=     131.*  3/  4.''4« 

P  =-^  15.  33.  47.  60 

Ir  =  9.  8029402 

G  =      52.  42.  43.  08 

J  =  -1-  IO.  25.  51.  80 

IA=9.  9737597 

Err.  ÌD  long.  c«lo~OBSerT=-t- 1."  28 

in  lat =—2.     70 

Aprile  21.  301745 

X  =      167.'  4.'  l."88 

/S  =  -»■  27.  24.  56.  40 

Ir  ==9.  8808999 

G  =       73.  38.  29.  68 

6  = -4-   26.20  59.  10 

U  =  9.  8968102 

Err.  in  long,  cale — 08ser=-«-  4.°  38 

in  lai =—5.    90 

Gli  errori  sono  piccoli,  sembra  perù  che  vadano  crescendo 
nello  slesso  senso  a  misara  cfae  le  osservazioni  si  allonta- 
nano dal  perielio. 

12.*  Da  an  confronto  che  pnò  farsi  degli  elementi  caU 
colali  nella  prima  apparizione,  come  anche  di  qnelli  cal- 
colali per  la  seconda  del  1851  ,  con  qnelli  che  general- 
mente si  sono  oltenuli  in  questo  terzo  periodo  deve  con- 
cludersi che  le  perturbazioni  planetarie  pochissimo  abbiano 
ìnflnito  sol  corso  periodico  di  questa  cometa.  Qui  pero 
a  me  sembra  che  meriti  tutta  l'attenzione  degli  astronomi 
il  fatto  seguente.  Il  Signor  GaUn  partendo  dagli  elementi 
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dal]  pel  1851  del  secondo  periodo  ha  toIuIo  calcolare  gli 
dementi  pel  terzo  periodo  del  1857  ,  e  introducendo  nel 
calcolo  latte  le  perturbazioni  planetarie,  ne  fissa  il  passag- 
gio al  perielio  nel  giorno  25  Giagno  del  1857.  In  questa 
ipotesi  ha  calcolata  una  effemeride  che  ha  principio  nel 
1  Haggio  ,  e  di  cinqne  io  cinque  giorni  giunge  fino  al 
24  Agosto.  Stando  a  questa  effemeride  la  cometa  si  frorava 
in  circostanze  poco  favoreTol)  per  poter  essere  osservala, 
e  se  non  reniva  per  fortunato  accidente  scoperta  dal  Si- 
gnor Bruhni  ,  egli  è  certo  che  con  quella  effemeride  non 
sì  sarebbe  osservata.  Stando  al  calcolo  delle  perturbazioni 
il  ritorno  ai  perielio  si  sarebbe  allungalo:  diffatti  il  passag- 
gio al  perielio  nel  1851  è  fissato  dal  Signor  Galen  nel  giorno 
10  Novembre  e  nel  1857  nel  giorno  25  Giugno,  quindi  U 
tempo  periodico  di  anni  5.  62;  mentre  dagli  elementi  ri- 
salta dì  aoai  5.  34. 

13.*  Nel  giorno  27  Giagno  del  1851  fu  scoperta  dal 
Signor  D'Àrrest  nna  piccola  cometa,  il  periodo  é  di  anni 
6.  43  circa.  Ne  aveva  io  tentato  il  calcolo  delle  pertarbazionì 
prodotte  da  Giove  e  Satarno  per  circa  una  metà  dell'or- 
bita. Vedeva  però  che  questi  doe  pianeti  ,  attesa  la  loro 
distanza  dalla  cometa,  poco  o  nulla  avrebbero  influito  sul 
corso  di  questa  cometa,  dopo  questo  fatto  ho  abbandonalo 
il  pensiero  di  proseguire  questo  laborioso  lavoro.  Se  dun- 
que il  tempo  periodico  è  ben  determinato  ,  al  termine  di 
quesl'  anno  o  al  cominciar  dell'  altro  potrebbe  mostrarsi 
nel  nostro  cielo. 

14. "  Ha  altra  cometa  si  attendeva  dal  volgo  ;  cometa 
terribile ,  cometa  che  avrebbe  incendiato  e  distratto  l'uni- 
TerEo.  Sembra  impossibile  che  nel  secolo  in  cui  viviamo, 
che  tutti  chiamano  secolo  del  progretto  e  dei  lumi  non  sieno 
ancora  sparite  dalle  menti  degli  uomini  le  saperstÌKÌose 
idee  di  infortuni  graodissimi,  di  disastrose  calamità  che  si 
temevano  una  volta  né  secoli  detti  d'ignoranza  come  fune- 
ste cODsegaenze  delle  apparizioni  di  questi  astri. 
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15.*  É  qaesla  la  famosa  cometa  dell'anno  1264  la  qnale 
si  suppose  identica  a  qaella  che  apparve  nel  1556:  quindi 
si  dedusse  che  il  suo  ritorno  doveva  essere  nei  1848;  que- 
sta identità  era  una  semplice  congettura  ,  per  cui  Pingré 
dopo  di  aver  parlato  del  ritorno  probabile  di  qaesla  co- 
meta nel  1848  aggiunge  ou  un,  ou  deus  ani  pini  tot.  Si 
tlU  reparoit,  la  conjecture  sera  fiontertie  en  certUtuU. 

16.?  Nel  1856  sì  pubblici^  in  Hitano  no  librello  col  ti- 
tolo riapparixione  imminente  dvlla  gran  cometa  dell'  an- 
no 1556.  In  questo  libro  si  afferma  che  1'  opera  dì  Paolo 
Fahricia  in  cui  questo  dotto  medico  ed  astronomo  aveva 
registrate  giornalmente  le  osservazioni  fatte  sulla  cometa 
del  1556  non  sì  poteva  rinvenire,  e  formava  l'oggetto  delle 
premurose  ricerche  degli  astronomi. 

17.'  Il  Car.  Carlini  direttore  della  specola  di  Milano 
pubblicò  un  articolo  nel  foglio  Milanese  ,  in  cui  asseriva 
di  aver  veduto  coi  propri  occhi  in  Vienna  presso  l'aslro- 
nomo  Littrow  non  solamente  lo  scritto  latino  di  Fahbricio 
intitolato  judicium  de  cometa,  ma  un  altro  poco  diverso  in 
lingua  tedesca ,  ed  inoltre  un  opascolo  sullo  stesso  argo- 
mento di  Gioaccbioo  Heller  astronomo,  di  Norimberga. 
Non  ostante  però  queste  preziose  notìzie  rimaneva  sempre 
il  dubbio  su  i  precisi  elementi  della  cometa  del  1556  ,  e 
quindi  sulla  identità  delle  due  comete ,  tanto  più  che  gli 
elementi  di  quella  del  1264  calcolati  dal  Pingré  sì  ron- 
davano sopra  vaghe  indicazioni  dì  storici  e  dì  cronisti  di 
quei  tempi ,  e  sopra  alcune  posizioni  della  cometa  che  sì 
avevano  dagli  annali  della  Cina. 

18.'  La  cometa  però  non  è  apparsa  nel  1848,  né  negli 
anni  seguenti:  come  dunque,  riprende  il  Carlini ,  la  pre- 
dizione appoggiata  a  qualche  probabiliti,  non  si  é  verifi- 
cata? Poniamo  per  un  momento  l'identità  delle  due  comete. 
1.  Può  essere  che  sia  ritornata  dopo  un  periodo  di  292 
anni,  ma  non  in  una  posizione  opportuna  per  essere  a  noi 
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visibile.  La  cometa  di  Brorien  ,  come  ho  detto,  apparve 
nel  1846:  ael  secoodo  periodo  1851  passò  inosservata  per- 
ché appaoto  si  Irovava  in  posizione  non  farorevote  :  nel 
1857  terzo  periodo  è  stala  osservata  nel  crepuscolo  della 
sera,  perchè  passava  al  meridiano  dopo  il  sole,  e  si  allon- 
tanava rapidamente  dall'equatore.  2.''  Nella  sapposta  iden- 
tità non  potrebbe  dirsi  che  il  periodo  di  292  anni  sia  slato 
alterato  dalle  perturbazioni  di  qualche  pianeta  a  cui  la  co- 
meta siasi  notabilmente  avvicinata?  Questa  sola  ipotesi  la- 
scerebbe la  speranza  di  poterla  rivedere:  ai  lodato  Carlini, 
sembra  però  la  meno  probabile,  giacché  tu'  vorr^bey  egli 
dice  ,  Hfi'  attrazione  planetaria  asiai  forte  per  allungare  il 
ttmpo  periodico  di  8  e  più  anni.  3.*  Le  due  comete  cheti 
credono  identiche,  possono  essere  diverse:  forse  si  muovono 
in  orbite  paraboliche,  o  in  orbite  ellittiche  di  grande  ec- 
cenlriciti,  delle  quali  è  impossibile  di  determinare  col  cal- 
colo il  tempo  della  rispettiva  rivoluzione.  La  bella  cometa 
del  1811  fu  osservala  in  punti  ben  diversi  e  distanti  del- 
l'orbita. Le  osservazioni  abbracciavano  un  arco  di  183°  dì 
anomalia  vera.  Gli  astronomi  Conti  e  Piazzi  ne  calcolarono 
gli  elementi  ellittici:  l'ellisse  era  molto  allungata  :  l'astro- 
nomo romano  ne  fissò  il  tempo  periodico  di  3056  anni  : 
l'astronomo  di  Palermo  lo  trovò  di  2620  :  la  differenza  è 
dì  436  anni.  Ora,  se  nelle  comete  che  sono  state  osservate 
per  mollo  tempo  ìn  una.  epoca  in  cui  le  osservazioni  pos- 
sono dirsi  esatte  ,  è  ben  difficile,  in  vigore  della  grande 
eccentricità,  determinat-e  con  esattezza  il  tempo  della  ri- 
voluzione periodica,  che  dovrem  dire  di  quelle  comete  e 
dell'antiche  specialmente,  nelle  quali  al  breve  tempo  della 
loro  apparizione,  si  aggiunge  l'incertezza  e  la  rozzezza  delle 
osservazioni  ? 

19."  Ma  è  poi  vero  che  le  comete  debbono  descrivere 
orbite  ellittiche  ?  Àt  inde,  cosi  si  legge  in  una  dotta  me- 
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moria  (a)  nulla  ratione  eonsequitur,  cometa»  omnsi  tllypnm 
dticrihert,  ut  aliqui  contendere  videntur:  imo  proòtdtilisnmum 
trbitror,  cometcM  alios  in  etlypnbui ,  alioa  vero  in  Byptr- 
iotia  moveri.  Io  quesia  ipotesi  cum  nÌMl  tit  quod  motum  hy- 
peròolicum  evertere  pouit,  cum  lex  gravitati*  ¥,llypnm  aeque 
ae  hyperbolam  permitlat,  si  spiega  facìlnaente  per  qoal  ra- 
gione moltissime  comete  non  ritornano. 

20.°  Ma  la  probabile  identità  delle  comete,  siegse  Car- 
lini, non  solo  si  desume  dalla  somiglianza  degli  elementi, 
ma  ancora  da  quella  delle  loro  apparenze  e  principalmente 
dal  loro  splendore.  Attesa  la  somiglianza  degli  elementi,  pari 
essendo  le  distanze  dai  sole,  le  apparenze  debbono  valulani 
dal  maggiore  o  minore  avvicinamento  della  cometa  alla  terra. 
Ora  nel  1264  la  minima  distanza  della  cometa  dalla  terra  fu 
0,44  della  media  distanza  fra  ii  soie  e  la  terra^  nel  1556  la 
minima  distanza  della  cometa  alia  terra  fu  0,07.  Poniamo  che 
la  media  distanza  del  sole  alla  terra  sia  di  82  in  83  mi- 
glioni  di  miglia  da  60  per  ogni  grado.  Ciò  posto  la  cometa 
del  1264  Del  suo  massimo  arvicinamento  alla  terra,  distava 
da  questa  di  36  millioni  di  miglia,  e  qnella  del  1556  nel 
suo  più  grande  avvicinamento  alla  terra,  distava  da  questa 
di  circa  6  miglionì  di  miglia;  nulladimeno  la  prima  del  1264 
da  tutti  gli  storici  si  dice  grande  e  celebre  eometa:  l'altra 
del  1556  viene  descritta  da  Fabbriào  con  le  seguenti  pa- 
role: eometa  non  adeo  magnui,  aequat  enim  aut  vix  iupe- 
rat  Btellam  atiquam  primae  magnitudini»  et  obecurut  lumine, 
cauda  mediacri. 

21."  Ai  due  citati  opuscoli  di  FoAftrtcto  si  deve  aggiun- 
gere un  terzo  in  lingua  francese  coll'orto^afia  di  quel  tempo. 
Questo  opuscolo  è  posseduto  dal  Sig.  Kahler  di  Lipsia,  ed 
è  stampalo  nel  1557  col  titolo.  Le  eour»  et  tignifieation  du 

(a)  Eierciutio  MiroDom.  habita  io  coli.  rom.  a  PP.  S.  Ie*ui  anno  1770 
De  motu  cometaruni. 
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comete  qui  a  ette  viu  Vannée  precedente  en  man  par  maistre 
Poi  Faòriee  mathemalicitn  du  Roy  dfi  romains  dans  U  di- 
teottrs  du  quel  il  dispute  docttment  de  ton  opinion,  louckant 
la  fin  du  «onda.  Trovati  ì  preziosi  scritli  di  Faòòrieio  e 
l'oposcolo  di  Heller  ,  gli  astronomi  Hoek  Ai  Leida  ,  Hind 
d'In^illerra,  Somme  di  Middelburgo  hanno  potato  rettifi- 
care gli  elementi  parabolici  della  cometa  del  1556  calco- 
lali da  Balley,  o  Della  aupposizione  che  la  cometa  del  12t>4 
sia  identica  a  quella  del  1556,  iutrodnceodo  le  perturba- 
zioni  planetarie,  il  sig.  Somme  conclude,  che  stando  agli  an- 
tichi elementi  di  flof/ey,  la  cometa  potrebbe  ritornare  al 
perielio  nel  1860:  stando  agli  elementi  corretti  àilRnd,  il 
ritorno  sarebbe  nel  1S58.  Alla  stessa  conclusione  giunse  il 
sig.  Hoek,  adottando  anche  egli  gli  elementi  di  Hind;  quindi 
é  a  presumersi  che  l'epoca  del  passaggio  al  perielio,  nel 
supposto  ritorno  della  cometa,  che  risulterà  dai  calcoli  del- 
l'astronomo inglese  non  si  allontanerà  notabilmente  dall'ago- 
sto del  1858.  Cosi  l'astronomo  Carlini  in  nn  secondo  ar- 
ticolo ehe  si  lesse  nella  gazzetta  ufficiale  di  Milano  del  giorno 
13  Decemb.  del  1856.  Che  anzi  aggiunge  che  se  i  calcoli 
delle  perturbazioni  presuppongono  la  identità  delle  due  co- 
mete, uìun  ttuOTO  peso  aggiungono  alla  probabilità  della  iden- 
tità medesima.  Che  se  poi  questa  cometa  sarà  per  ritornare 
nel  1858,  nella  sua  minima  distanza  dalla  terra,  si  troverà 
sempre  distante  dalla  medesima  di  circa  l7mig)ionidi  miglia. 
Se  dunque  si  voglia  concedere  l'indeotilà  delle  due  comete, 
se  vogliasi  concedere  probabile  il  ritorno  nel  1858,  sarà  sem- 
pre fuori  di  ogni  probabilità  che  si  presenti  come  un  astro 
grandissimo,  portentoso,  foriero  di  calamità,  e  disgrazie. 

22.*  Qui  però  mi  si  permetta  d'indagare  per  qual  ragione 
dal  volgo  si  temeva  il  ritorno  di  questa  cometa,  o  per  dir 
meglio  mi  si  permetta  d'indagare  l'origine  di  questi  vani 
e  ridicoli  timori.  Io  sono  di  parere  che  tutti  questi  timori  ab- 
biano avuto  origine  dall'opuscolo  in  francese  in  coi  si  trova 
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che  Paolo  Fabbricio  iadicando  il  corso  e  le  apparenze  della 
coin«ta  del  1556,  dispalaodo  doltamente,  manifestasse  la  sua 
opinione  sulla  fine  del  mondo.  L'associazione  di  queste  idee: 
un  astronomo  che  indica  il  corso  di  una  cometa  e  che  parla 
della  intera  distruzione  del  genere  amano:  le  comete  cre- 
dute sempre  dal  volgo  come  funesti  forieri  della  collera  di- 
vina; ecco  a  mio  parere  l'orìgine  de'  timori.  Questo  fatto 
non  é  nuovo  nella  storia,  un  somigliante  timore  e  spavento 
si  sparse  già  in  tutta  l'Europa  non  già  nei  secoli  dell'igno- 
ranza, ma  nel  1773. 

23.*  Il  La-Lande  avea  discusse  alcune  sue  opinioni  sulle 
comete  :  ntl  manifeitart,  egli  dice,  ad  alcuni  miei  amici  il 
risultamettto  de"  miei  ealcoli  è  passato  di  bocca  in  bocca,  e  si 
é  aeereiciuto  molto  più  rapidamente  di  jvel  che  io  avrei  po- 
tuto peniare.  Toato  ti  é  detto  che  io  aveva  annunciata  una 
cometa  che  fra  un  anno,  fra  un  mae  .  .  .  fra  otto  giorni 
avrebbe  cagionata  la  fine  del  mondo.  Questi  rumori  popolari 
sono  giunti  fino  al  termine  di  sbigottire,  ed  io  ho  creduto  esser 
tenuto  di  dare  al  pubblico  una  spiegazione  capace  di  metterlo 
in  sicurtà.  Questa  spiegazione  si  contiene  in  uno  opuscolo 
intitolato  rifiesaioni  sulle  comete  che  possono  avvicinarsi  alla 
terra.  Se  la  spiegazione  data  da  La-lande  bastasse  a  calmare 
gli  agitati  animi  del  volgo,  io  non  saprei  dirlo:  dirò  sola- 
mente che  in  quell'epoca  si  pubblicarono  in  Francia  e  io 
Italia  diversi  scritti  ne' quali  si  prendono  a  confutare  le  opi- 
nioni stesse  di  ta-lande  e  di  altri  filosofi  che  prima  di  lui 
o  per  capriccio  di  fare  ipotesi,  o  per  malizia  gittarono,  per 
dir  cosi,  le  fondamenta  di  questi  timori.  L'intera  confu- 
tazione di  tutti  questi  sogni  filosofici  può  leggersi  nel  capo 
IV  intitolato  des  effets  dee  eomites  del  secondo  tomo  della 
cometografia  dì  Pingrè  pubblicato  in  Parigi  nel  1784. 

24.°  Fra  gli  scrìtti  pubblicati  in  Parigi  nel  1773  merita 
particolar  menzione  un  opuscolo  stampato  nell'Agosto  di  detto 
anno  il  cui  titolo  è  refiexions  d'un  homme  de  bon  sens  tur 
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la  cometes  et  mr  Uur  relour  ou  preservatif  cantre  la  peur. 
Questo  opuscolo  é  scritto  con  odo  siile  rivace  ecl  eoergico: 
ne  presento  la  prima  pagina  che  serve  d'ìntroduzioDC. 

»  J'ai  long-tems  envisagé  comme  do  paradoxe  étrange  ce 
s  qn'osait  avancer  le  célèbre  Jean-Jacqnes  Ronssean,  qu'tl 
»  y  a  più»  d'erreurs  dan»  l'acadimie  de»  teiences  que  ckts 
j>  toiU  un  peuple  de  Huroni.  L'èvénement  prouve  anjoard 
n  hai  qne  cet  éloqnent  ècrivain  ne  s'est  pas  toul-Ji-fail 
»  trompé.  Une  terreur  paniqnc  se  répand  dans  tonte  l'Eu- 
»  rope,  k  l'occasion  de  la  comete  aonoocée  ponr  un  jour 
>•  prèGx,  et  qae  te  peuple  altend  le  2  Octobre  prochain.  Les 
»  ignorans  ajoutent  foi  sans  examea  aox  décisìons  trop  in- 
»  certaines  de  nos  profonds  calcalatears;  les  savans,  trompés 
B  eax-mfimes  par  un  appareìl  imposant  d'algebre  et  de  géo- 
»  metrie  ne  soni  pas  exempis  d'effroi.  La  médisanco  est 
*  saspeqdue  dans  tous  le  cercles  de  femmes  ;  on  les  voit 
»  palir  en  ècoatanl  el  racontant  tour-à-lour  cequ'elles  ont 
»  appris  du  déluge  nniversel  onde  l'embrasement  total  dont 
»  DOire  globe  est  menacè.  La  frajeor  a  passe  jusques  dans 
»  les  rillages;  on  attend  dans  deux  mois  d' ici  la  deslru- 
»  ction  do  genre  bumaìnj  et  s'il  ètatl  nu  anlre  globe  on 
»  nons  poussions  nona  retìrer,  on  verraìt  les  EurOpèens  qoit- 
n  ter  Ge-lni<ci  par  milliers,  ponr  chercber  aìlleurs  nn  asj^le... 
»  Rassnrez-Tous;  appreoez  qu'iì  y  a  pltu  d'erreurs.  .  . 

25,"  L'anonimo  o  l'uomo  di  baon  senso  prende  quindi 
dai  fasti  cometari  tutto  qnello  che  si  trova  di  positivo  o 
d'immaginarlo  sul  nucleo,  sulla  coda,  sul  corso  delle  comete: 
formula  proposizioni,  numera  i  fenomeni  osservati,  e  final- 
mente de  cet  phinomenee,  egli  dice,  avoués  de  tous  les  astro- 
nome» je  tire  deux  propositions  quils  ont  trouvi  hon  de  con- 
tester jusquà  présent,  mais  dont  l'experienee  les  foreera  bien- 
tót  a'  reeonnailre  la  certitude. 

1.  Les  cometes  ne  suivent  aucune  orbile  (ixe  et  qui  leur 
soit  propre. 

Annali  di  Scimte  Mot.  e  fu.  T.   Vili,  mano  1857.  7 
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2.  n  est  eonsiquemment  impossiile  de  prévoir  leur  appo- 
rition  et  d'annoHcer  leur  retour. 

Se  le  due  proposizioni  fossero  vere ,  ranooimo  avrebbe 
trovato  il  mezzo  più  facile  di  calmare  gli  animi  sul  ri- 
tomo di  quella  cometa  che  doveva  apparire  nel  giorno  2 
di  Ottobre  del  1773,  e  avrebbe  tolto  ogni  timore  sul  ri- 
torno delle  altre,  e  per  conseqnenza  le  sue  rìOessioni  sa- 
rebbero state  il  vero  pretervatif  eontrt  la  peur- 

26."  E  rispetto  alle  due  proposizioni  in  genere  deve  no- 
tarsi cho  r  anonimo  scriveva  in  nn  epoca  io  cui  si  erano 
sparse  le  ipotesi  le  più  assurde  sulla  natura  delle  comete, 
sa  i  danni  che  potevano  cagionare  nell'avvicinarsi  alla  terra, 
o  a  qualunque  altro  pianeta:  non  è  dunque  meravi^ia 
che,  per  togliere  ogni  possibile  timore,  egli  consideri  le 
comete  come  le  considerava  Arinotele  o  più  propriamente 
come  le  considerava  Galileo  ,  il  quale  sosteneva  paporem 
taepe  /iimidum  tx  aliqua  terrae  parte  in  aitum  tupra  lu- 
nam  etiam  ae  aoìam  attolìiy  et  simul  atque  extra  umbro$um 
terrae  conum  progrtssui,  salii  lumen  atpexerìtf  ex  illius  veluti 
luca  coneipere  et  cometim  parere;  quindi  secondo  il  parere 
di  Galileo  lumen  hot  (comelarum)  ex  eorum  genere  est,  quat 
per  alteriut  lumini'  refraetionem  ostentata  veriua  (fuam  [a- 
cta,  utniroa  poliue  luminosorum  oorporum ,  quam  lummoMa 
corpora  dieenda  videntur  qualia  aunt  iridai,  coronae,  pmre' 
Ha  etc.  (a)  Sembra  dunque  cbe  ['  anonimo  dovesse  avere 
questa  opinione  sulla  natura  delle  comete,  e  che  io  virtù 
di  questa  opinione  medesima  formolasse  quelle  due  prò* 
posizioni.  Dìffatti  se  alle  comete ,  si  voglia  attribuire 
una  massa  e  una  densità,  e  un  corso  regolare,  ovvero  se 
le  comete  si  vogliano  considerare  come  pianeti  dotati 
di  più  dì  una  atmosfera  che  a  noi  si  presenta  sowt  Vimag» 
d"  un  brouiUari  qui  environne  de  toutei  parti  la  téle  ou 

(aj  Libra  aitroa.  in  qua  npenduotur  opiuioaes  Galilei. 
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le  ttoyau  de  la  comète,  in  questa  ipotesi  egli  dico  e  in  vigore 
della  irregolarità  dei  movimeoti  di  qne^ti  astri,  essi  Irauer- 
tent  iouvent  hi  orhitts  de  toulea  nos  pianeta:  elle»  pourratnt 
neme,en  pastantychoquer  et  brUer  ces demieres,  Lamuveraine 
xagesse  aurait-elle  assigni  aux  eométet  un  eouri  rigulier,  qui 
croiterat  le  couri  des  aulret  astre»  et  qui  tòt  ou  tardpourrait 
le  dèranger?  Toute  comète  est  donc  dan»  un  état  violent,  ir- 
régvlier,  et  paeseger.  .  .  e  per  conseguenza  ti  est  ausai peu 
possibte  de  prevoir  et  de  fixer  l'apparition  de  eei  aslret,  doni 
la  marcht  est  ti  incertaine  et  si  peu  réguliere  que  de  predire 
avant  un  orage,  la  direction  de  chaque  éclair,  soa  étendue, 
le  moment  où  il  brillerà,  les  liev;c  oiì  tambera  la  foudre'ee, 

27.°  Riguardo  poi  alla  seconda  proposizione  in  partico- 
lare» la  quale  è  una  consegnenza  della  prima,  deve  anche 
Dotarsi  che  in  quell'epoca  non  si  conosceva  che  il  solo  ri- 
loroo  della  cometa  di  Haltey.  Era  ddnque  ben  naturale  che 
ranonimo  cercasse  di  provare  che  la  predizione  non  si  era 
verificata.  Egli  però  prende  un  grosso  equivoco  parlando 
della  cometa  apparsa  nel  1758  osservala  da  Uessier,  Cassini, 
Monnier  e  da  altri  astronomi  :  la  cometa  di  Balley  fa  la 
prima  del  1739.  Clairaut  ne  predi  il  ritorno  al  perielio 
nel  giorno  13  aprile ,  e  passò  al  perielio  un  mese  circa 
prima  cioè  ai  13  di  marzo  del  1759.  Ninno  degli  astro- 
nomi ha  mai  immaginalo  che  quella  del  1758  sìa  quella 
di  Balley:  bastava  notare  che  quella  del  1758  è  diretta  , 
ed  é  retrograda  la  famosa  di  Salley  :  questo  solo  indizio 
esclude  ogni  identità. 

28.°  Ha  se  l'anonimo  avesse  scritto  ai  nostri  tempi  avrebbe 
potuto  formulare  quelle  due  proposizioni?  avrebbe  potato 
asserire  con  franchezza  che  quelli  astronomi  che  hanno  ten- 
tato di  predire  il  ritorno  delle  comete  se  sont  trompés  et  ceux 
qui  le  tenteront,  se  tromperont  toujours?  Le  comete  perio- 
diche di  Eacke,  Biela,  Faye  e  l'ultima  di  Brorsen  provano 
bastantemeote  che  le  comete  hanno  orbite  fisse;  che  queste 
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sieno  ritorDate  ai  loro  perieliì  De  tempi  fissali  da)  calcolo, 
si  prova  dalle  osservazìooi  che  ne  sono  stale  fatte:  che  le 
osservate  ne' loro  successivi  ritorni  sieno  identiche  a  quelle 
che  si  attendevano,  si  dimostra  dalla  somiglianza  delle  loro 
orbite  e  dalia  direzione  de'loro  movimenti:  cid  sembra  ba- 
stare per  distruggere  le  due  proposizioni  dell'anonimo.  Né 
vale  il  dire  che  le  comete  di  sopra  indicate  hanno  nn  corto 
periodo  giacché  quella  di  Balley  compie  la  sua  rivoluzione 
in  anni  circa  76:  uè'  vale  il  dire  che  di  molte  comete  delle 
quali  6  stato  fissato  il  periodo,  fra  le  quali  quella  del  1770 
che  ha  anche  essa  un  corto  periodo  di  anni  51  non  siansi 
più  vedute.  Si  possono  dare  delle  circostanze  per  le  quali 
possa  cambiarsi  la  natura  dell'  orbita  :  si  può  leggere  su 
questo  argomento  il  capo  III  del  secondo  tomo  della  come- 
tografia  di  Pingré  intitolato  du  retour  des  cométet. 

29.'  La  moderna  astronomia  rinunziando  ai  sogni  e  alle 
superstiziose  idee  degli  antichi  astrologi  considera  ,  dice 
Pingré,  le  comete  come  veri  pianeti  aitati  anciena  que  le 
mondty  assujettii  dani  leurs  mouvemena  aux  hit  generata 
de  Vunivers;  scoperte  le  leggi  Kepleriane,  scoperta  da  Newton 
la  legge  della  universale  gravitazione  jam  filum  repertum, 
scrive  Gaues ,    quo  ducente  labyrintum  tnotuum  cometarum 

antea  inacessum  ingredi  licuit  cometaeqne  utque  ad  il- 

lum  dieta  semper  indomiti ,  vel  ti  devicU  videbantur  mox 
teditioii  et  rtbelles,  frena  sibi  tnitcì  pasti,  atque  ex  hostibus 
kotpitti  redditi,  iter  luum  in  Iramitibus  a  calculo  delineatis 
protequuti  tunt,  iiadem  quibut  planetae  legibus  aeternit  re- 
ligiose obtemperantes.  Quindi  dopo  Newton  i  più  grandi 
geometri  del  passato  secolo,  e  del  nostro,  hanno  immagi- 
nati melodi  eleganti  e  semplici  per  calcolare  le  orbite  di 
questi  astri.  Ma  le  comete  non  sono  a  noi  visibili  per  lungo 
intervallo  di  tempo;  l'arco  dell'orbita  descritto  nel  tempo 
della  loro  apparizione  è  ben  piccolo  ;  le  osservazioni ,  in 
vigore  di  quella  nebulosità  da  cui  sono  circondate  ,    non 
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possono  riuscire  esatte.  Queste  circostanze  poco  favorevoli 
non  s'incoDlnno  ne' pianeti,  i  qoali  sì  possono  osservare 
ne'  diTersi  punii  delle  loro  orbite:  le  osservazioni  de'pia- 
neti  sogliono  essere  esatte  perchè  lì  vediamo  come  piccole 
o  grandi  stelle  ben  distinti  e  terminali.  Attesa  la  picco- 
lezza dell'arco  delle'  orbite  cometarie  descrìtto  nel  breve 
intervallo  della  loro  apparizione,  è  permesso  agli  astronomi 
di  supporre  l'orbila  parabolica:  egli  é  an  fatto  di  cai  non 
può  dubitarsi  che  nelle  comete  dì  corto  periodo,  anche  le 
prime  osservazioni  non  possono  essere  rappresentate  con 
un  arco  di  parabola^  si  calcola  allora  l'orbita  ellittica;  ma 
questa  non  può  averci  che  come  una  prima  approssima- 
zione: r  ellissi  cometarie  sogliono  essere  mollo  allangale: 
un  piccolo  errore  nella  eccenlricìlà  dell'  orbita  influisce 
mollo  sulla  determinazione  del  semiasse  maggiore  da  cui 
dipende  la  durata  della  rivoluzione.  Queste  sono  le  grandi 
difficoltà  che  s'incontrano  nel  calcolo  delle  orbite  cometa- 
rie, e  quando  gli  elementi  calcolali  non  si  veggono  colli- 
mare con  quelli  dì  altre  comete  già  vedute,  é  sempre  cosa 
difficilissima  predire  il  rilorno  di  questi  astri. 

30."  Gli  astronomi  moderni  convengono  però  che  le  co- 
mete sieoo  corpi  di  poca  massa  e  densità  e  di  gran  vo- 
lume: in  vigore  dunque  della  reciproca  attrazione,  le  co- 
mete neir  avvicinarsi  mollo  ai  grandi  pianeti  vanno  sog- 
gette a  forti  perturbazioni,  e  tali  che  siano  anche  capaci 
di  variare  la  natura  delle  loro  orbite.  Senza  citare  t'  e- 
sempio  della  cometa  del  1770,  basti  l'analogo  di  quella  che 
fu  scoperta  in  collegio  romano  dal  P.  de  Vico  nel  22  ago- 
sto 1844-  Le  osservazioni  erano  soddisfatte  in  un  orbita 
«IlilticB  di  corto  periodo  di  circa  5  anni  e  ì.  Nel  1851 
non  fu  osservata.  Il  Sig.  Le-Verritr  ha  dimostrato  che  tro- 
vandosi nel  suo  afelio  molto  vicina  all'orbila  di  Giove  nella 
serie  dei  secoli  precedenti  può  aver  sofferto  grandi  varia- 
zioni, e  forse  la  sua  orbila  di  parabolica  in  origine    potè 
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divenire  ellitlica  e  lale  potrebbe  ritornare  in  nna  remolA 
epoca  futura,  (a)  Che  se  le  comete  in  vigore  della  piccola 
massa  possono  essere  soggette  a  grandi  perturbazioni,  sarA 
anche  vero  che  la  loro  azione  sarà  quasi  nulla  rispetto  ai 
corpi  del  uoitro  sistema.  Nulladimeno  />-Femer  conside- 
rando che  nel  combinare  le  teoriche  dei  pianeti  colle  os- 
servazioni si  trovano  sempre  differenze  che  non  possono 
spiegarsi  pensa  che  il  strati  impmdtnt  dt  toutinir  que  noui 
tt'aurons  pa»  à  en  lenir  compie,  (b)  Moltissime  comete  sono 
passate  a  poca  distanza  dei  pianeti  del  nostro  sistema,e  ninna 
alterazione  si  é  osservata  nei  movimenti  di  questi  corpi. 
La  cometa  del  1454  fu  tra  la  terra  e  la  lana,  e  non  produsse 
cambiamento  alcuno  nei  movimenti  di  questi  due  corpi. 
31.*  Stando  cosi  le  cose,  a  me  sembra  che  sema  sognare 
nuove  ipotesi  sulla  natura  delle  comete  ondo  togliere  qoel 
mal  fondato  timore  che  suole  venire  alla  apparizione  di 
questi  astri,  il  vero  filosofo  deve  ragionare  nel  modo  se- 
gaente.  Si  potrebbe  mai  congetturare  che  uno  qualunque 
dei  pianeti  possa  un  giorno  o  l'altro  avvicinarsi  alla  terra 
o  ad  un  altro  qualunque  pianeta  e  cagionarvi  uno  dei  tanti 
sognati  disastri  ?  Questa  congettura  tenderebbe  a  distrug- 
gere 1'  ordine  meraviglioso  che  regna  nel  nostro  sistema 
planetario,  in  cui  tutti  i  pianeti  dalle  due  forze  di  attra- 
tìone  e  di  proiezione  sono  talmente  equilibrati  nelle  loro 
orbite  che  da  esse  non  possano  deviare  a  tal  segno:  ora 
quella  stessa  mano  provvida  e  sovrana  che  ha  equilibrati 
Delle  loro  orbite  tanti  corpi  di  grandi  e  piccole  masse,  non 
ha  forse  equilibrate  tutte  le  comete  nelle  loro  orbite  ri- 
spettive ?  Non  sono  esse  soggette  alle  forze  medesime  de- 
gli  altri  pianeti  ?  non  riconoscono  il  sole  come  loro  cen- 
tro ?  Gli  immensi  spazi  del  cielo  sono  forse  tanto  angusti 
da  non  dar  luogo  alle  orbite  delle  comete  senza  che  esse 

(a)  Sanliiii  gol  progresao  degli  «Indi  aslron. 
(b^  Annali  dell'I.  OMer.  tlt  Parigi,  toro.  1- 
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l'iDlromettano  qua  e  là  ad  invadere  le  allre  regioni  degli 
astri  per  apporlarTÌ  il  disordine,  e  la  confusione  ?  Non  si 
coniano  forse  fra  le  orbite  di  Marte  e  Giove  44  piccoli 
pianeti  i  quali  quasi  tutti  ad  nna  eguale  distanza  dal  sole 
sono  perfettamente  equilibrati  nelle  loro  orbite  rispettive? 
^  può  dare  un'  opinione  più  contraria  alla  ragione ,  alle 
leggi  dell'astronouiia,  più  ingiuriosa  infine  alla  sapienza  e 
alla  provvidenza  del  supremo  creatore  ?  Questo  é  certa- 
mente il  ragionamealo  che  deve  fare  il  vero  filosofo,  e  il 
vero  astronomo  che  nella  contemplazione  del  cielo  ,  deve 
riconoscere  la  infinita  sapienza  di  Dio,  e  nell'ordine  e  di- 
sposizione d'inGniti  corpi  deve  ammirarne  l'infinita  prov- 
videnza. Pur  troppo  é  vero  che  alcune  ipotesi  forse  troppo 
azzardose ,  ma  in  se  slesse  innocenti  possono  essere  dagli 
increduli  travisate  a  danno  della  religione.  WkUton  con- 
getturò che  la  cometa  osservila  ai  tempi  di  Cesare  avesse 
cagionato  il  diluvio  universale,  e  che  possa  un  giorno  ope- 
rare la  fine  del  mondo.  Avrebbe  poi  mai  immaginato  qnal 
pessimo  uso  doveva  fare  un  giorno  di  questa  fantastica 
ipotesi  r  empio  autore  del  mostruoso  sistema  della  natura 
nemico  d'ogni  principio,  d'ogni  religione,  d'ogni  costume? 
Non  abusò  egli  di  questa  ipotesi  p^r  dare  nua  naturale 
spiegazione  di  quel  miracoloso  avvenimento  ?  Siccome  però 
gl'increduli  difficilmente  si  appagano  di  sode  ragioni,  cosi 
il  cel.  Sejour  calcolando  le  combinaiioni  che  si  richieggono 
perché  nna  cometa  possa  di  tanto  nelle  sue  successive  ri- 
voluzioni avvicinarsi  alla  terra  e  produrre  o  un  urlo ,  o 
nna  inondazione  dimostrò  che  si  poteva  scomettere  l' in- 
finito contro  uno  che  questi  sognati  disastri  non  sarebbero 
mai  avvenuti. 

32.*  Non  sono  però  mancati  astronomi  i  quali  hanno 
creduto  di  tener  altra  via  e  di  immaginare  altre  ipotesi 
sulla  natura  delle  comete.  Piatxi  astronomo  di  Palermo 
in  nna  memoria  pubblicata  nel  1812  at  numero  VI  espone 
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candìdamenle  i  suoi  pensieri  sulle  apparenze  della  bella 
cometa  del  1811,  e  sulle  comete  in  generale.  Questi  pen- 
sieri, egli  dice,  come  mi  vennero  li  gettai  sulla  carta,  e  per 
verità  da  principio  mi  parvero  paradossi:  tali  perà  non  li 
vidi  in  seguito,  ni  tali  sono  parsi  a  taluno  cui  volli  eom- 
municarli.  Prende  principio  dai  fenomeni  generali  che  so- 
gliono osservarsi:  nucleo  generalmente  non  ben  terminalo  , 
spesto  in  mezzo  a  densa  caligine,  coda  or  pia  or  meno  am- 
pia, variazioni  di  luce,  e  di  grandezza,  ondulazioni ,  fiat- 
tuazioni  con  getti  di  luce.  Premessi  questi  generali  feoo- 
moni  trascorre  le  diverse  ipolesi  già  immaginate  snlla 
natnra  di  questi  astri,  e  o  sia  ,  egli  dice  ,  che  la  cosa  m 
te  medesima  ollrepasti  la  sfera  delle  nostre  attuali  cogni- 
zioni ,  o  sia  che  non  si  consideri  sotto  il  dovuto  atpetto , 
quanto  finora  ti  è  detto ,  punto  non  soddisfa  ed  è  oscuro 
assai  e  confuto.  Sembra  poi  al  lodalo  astronomo  che  l'am- 
mettere le  comete  simili  e  coeve  ai  pianeti  sia  una  opi- 
nione dovala  piuttosto  ad  un  certo  prepolente  influsso  del- 
t'anliciiità  su  i  nostri  giudizi,  che  a  ben  fondate  ragioni: 
espone  quindi  il  suo  parere  colle  seguenti  parole.  La  ma- 
teria solare  si  diffonde  ben  oltre  la  sfera  di  Urano  {nell'  e- 
poca  in  cui  scriveva  si  pensava  che  l'orbila  di  Urano  se- 
gnasEc  i  confini  del  nostro  sistema)  e  continuamente  fluisce, 
quella  delle  stelle  investe  per  oyni  lato  tutto  il  nostro  sistema: 
dei  vapori  che  sviluppansi  dalla  terra,  e  pattano  nell'atmo' 
tfera,  alcuni,  per  avventura  rendonsi  per  tale  manièra  leg- 
gieri di  staccartene  ,  e  restarne  per  sempre  separati ,  e  casi 
può  accadere  delle  emanazioni  degli  altri  pianeti:  altre  ma- 
terie aeriformi  e  che  noi  non  conosciamo,  può  ben  dirti  che 
Siena  sparse  nello  spazio.  Tante  e  ti  diverte  tosfanxe  miste 
insieme  debbono ,  secondo  le  loro  affinità  ora  attrarsi ,  ora 
respingersi ,  ;ui  combinarsi  m  un  modo ,  là  in  un  altro: 
prima  in  piccole  matse,  indi  in  piit  grandi  e  più  dense  ,  e 
cosi  progressivamente.  L'attrazione  propria  della  materia  in 
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generale,  e  la  forza  dUmpulstone,  eoAaervandoii  pur  sempre 
coti  ne'piccoìi,  come  ne'grandi  aggregati,  e  gli  uni  e  gli  al- 
tri roteranno  intorno  al  centro  verso  cui  sono  sospinti ,  e 
intomo  al  sole  quelli  che  si  trovano  entro  la  sfera  di  sua 
attività.  Ove  dunque  dir  non  si  voglia  che  la  natura  sem- 
pre intenta  sulla  nostra  terra  a  distruggere  e  riprodurre,  sia 
per  altrove  inoperosa,  ed  inerte ,  non  può  sembrare  strana 
ed  assurda  Vopinione  di  colui ,  che  osi  asserire  non  essere 
forse  le  comete  che  corpi  i  quali  sorgono  nell'immensità  dello 
spazio,  in  uno  stato  da  principio  gassoso  e  poco  compatto  , 
e  che  indi  si  consolidano  colla  precipitazione  ,  e  concentra- 
zione delle  molecole  affini  in  cui  a  mano  a  mano  si  avven- 
gono nel  loro  corso. 

33."  Prendendo  quiadi  le  mosse  da  ciò  che  la  natura  suole 
operare  sulla  terra  nella  formazione  degli  esseri,  e  dalla 
terra  passando  colla  immaginazione  oltre  i  confini  de)  nostro 
sbtema,  ricerca  qual  tempo  sarà  necessario  alla  formazione 
del  prìmo  embrione  delle  comete,  quale  perchè  si  rendano 
a  noi  visibili,  quale  onde  acquistino  solidità  e  consistenza, 
qnale  infine  avanti  che  periscano  e  si  distruggano.  Questo 
tempo,  egli  dice,  i  grandissimo  rispetto  «  noi,  misurato  re- 
golare rispetto  alle  comete  diverso  perà  in  ciascuna  e  in  ta- 
lune nel  rapporto  della  vita  delfefimero  a  quella  dell'elefante, 
in  tutte  perà  conforme  alla  quantità,  base  e  coesione  delle  parti 
componenti.-  Altre  quindi  faranno  piti  giri  intorno  al  sole, 
altre  meno,  ed  altre  appena  giungeranno  a  compierne  Uno  solo. 
Fondato  su  questa  idea,  pensa  che  le  comete  nel  primo  pe- 
riodo della  loro  formazione  debbano  presentare  a  noi  una 
massa  vaga  ,  indistinta  ,  e  mal  terminata  ;  ncIT  altro  pe- 
riodo incontrando  maggior  copia  di  materia  affine,  dalla  pre- 
cipitazione di  questa,  sorgeranno  le  code:  quindi  nel  terzo 
perìodo  acquisteranno  consistenza  e  solidità,  il  nucleo  sarà 
meno  confuso  e  più  distinto,  le  code  più  piccole,  e  scor- 
rendo cosi  di  periodo  in  periodo  le  considera  finalmente  sa- 
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tarate  delle  analoghe  particelle  o  perchè  non  possano  esse 
più  riceverne  o  perchè  già  comiociano  a  venir  meno,  deb- 
bono presentarsi  a  noi  circondate  da  piccola  corona. 

3A.'  Per  dare  an  peso  maggiore  a  queste  sue  idee  prende 
ad  esaminare  quanto  dì  cerio  e  di  positivo  noi  conosciamo 
sulle  comete:  il  loro  uumero',  ì  loro  periodi,  i  loro  ritorni 
predetti  e  non  veriGcati,  le  loro  masse,  le  loro  atmosfere 
le  loro  direzioni  ed  inclinazioni^  paragona  le  apparenze  delle 
comete  con  ciò  che  noi  conosciamo  positivamente  su  i  pia- 
neti del  nostro  sistema:  regolarità  cioè  ne'  movimenti,  nelle 
direzioni,  nelle  orbile,  nelle  inclinazioni^  nelle  masse,  e, 
nelle  distanze,  e  spogliati,  egli  dice,  delle  opinioni  ricevute  e 
cresciute  ìn  noi  senza  di  noi  saremo  costretti  a  confessare  che  i 
pianeti  debbono  la  loro  etistensa  ad  una  sola  ed  unica  cauta, 
e  sono  il  rimltamento  di  una  sola  ed  unica  combinaxione^ 
e  che  le  comete  e  sono  venute,  vengono,  e  possono  venire  da 
tutte  le  infinite  combtnaxioni  cui  va  sempre  soggetta  la  mo- 
teria  secondo  le  forse  a  lei  impresse.  Difatti  se  fossero  coeve 
ai  pianeti  quante  e  quante  volte  non  avrebbero  dovuto  appa- 
rire, e  ricomparirei  Quasi  ogni  anno  sarebbe  segnato  dalla 
apparixione  di  qualche  cometa  di  cui  si  saprebbe  cosi  bene  il 
periodo  come  si  sa  dei  pianeti.  Una  sola  /inora  si  è  veduta 
e  riveduta ,  quindi  non  siamo  lontani  dal  vero  dicendo  che 
tratto  tratto  e  si  formino  e  si  distruggano,  e  che  quelle  che 
ti  aspettavano  e  non  sono  ritornate  probt^Hmente  già  sciolte 
in  vapori  e  consunte,  abbiano  servilo  di  alimento  alla  forma- 
xione  delle  nuove  che  appaiono.  Secondo  dunque  l'opinione 
dell'astronomo  palermitano  le  comete  altro  non  tono  in  ge- 
nerale che  piccole  masse  o  sia  piccoli  aggregati  di  materia 
sotto  gran  volumi  circondati  da  più  grandi  atmosfere,  corpi 
leggerìssmi  e  io  uno  stato  di  continua  evaporazione,  corpi 
che  non  hanno  tra  loro  altro  rapporto  cbe  il  proprio  della 
materia  di  girare  intorno  al  centro  comune  di  forze,  e  in 
una  parola  meteore  mondiali  dalle  qaali  naila    abbiamo  a 
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temere:  corpi  finalmente  il  cui  arto  contro  la  terra  o  contro 
un  qualunque  pianeta  non  potrà  cagionare  maggior  dbor< 
dine  di  quello  cfae  possa  fare  un  granello  dì  arena  contro 
ano  scoglio. 

35.*  Partendo  dallo  stesso  principio  spiega  il  singolare 
fenomeno  delle  code,  e  come  queste  sieno  or  più  or  meno 
dense,  ora  più  0  meno  lunghe.  Se  le  comete,  egli  dice,  sì 
formano  lentamente  dal  concorso  e  continuo  afflusso  delle 
molecole  affini  cui  ranno  incontro  nel  loro  cammino,  e  cbe 
da  ogni  lato  sì  precipilano  in  esse,  quelle  che  vengono  nella 
direzione  opposta  dei  raggi  solari,  rifletteranno  questi  raggi 
medesimi,  e  la  parte  rìDessa  che  giunge  alla  terra  ci  pre- 
senterà  il  fenomeno  delle  code  :  e  poiché  delle  malecole 
affini  altre  potranno  essere  più  dense,  altre  meno,  in  un 
luogo  in  maggior  copia,  in  un  altro  in  copia  minore,  oe 
verranno  ì  vari  accidenti  che  si  osservano.  Siccome  poi 
le  comete  non  possono  snpporsi  formate  dalle  stesse  sostanze, 
anzi  dobbiam  credere  cbe  le  parti  componenti  sieno  di- 
verse in  ciascuna,  così  delle  molecole  cbe  vanno  alle  co- 
mele,  secondo  le  rispettive  leggi  di  affinità ,  altre  parti- 
ranno da  maggiori,  altre  da  minori  distanze,  formeranno 
in  tal  maniera  una  specie  di  catena  dì  affinità  primarie 
verso  le  comete  ,  di  affinità  secondarie  fra  di  esse,  e  le 
affinila  secondarie,  come  é  chiaro,  potranno  estendersi  alle 
più  grandi  e  prodigiose   distanze. 

36."  È  questa  l'opinione  oper  dir  meglio  it  sistema  del- 
l'astronomo palermitano  per  spiegare  la  natura  delle  comete 
e  la  varietà  de'fenomeni  cfae  si  osservano  generalmente  nelle 
loro  apparizioni.  Il  sistema  è  ingegnoso,  e  abbraccia  e  col- 
lega ti  fenomeni  cfae  noi  abbiamo  dai  fasti  cometari  e  ne 
spiega  le  diverse  anomalìe.  Questo  sistema  però  se  da  una 
parte  partecipa  delle  idee  newtoniane  sulla  propagazione 
della  luce  ;  dall'  altra  se  ne  discosta  non  riconoscendo  il 
perfetto  vuoto ,   ciò  cbe  forma  un  des  principaux  dogmti 
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de  la  pkiUuopkie  newtonienne,  gue  Vimmensité  de  V  i 
ne  rtn(erme  point  du  tout  de  matiére  dans  les  espaces  quf 
$e  trouvent  entre  les  corps  cilestei.  (a)  Quella  materia  Mo- 
lare che  $i  diffonde  e  continuamente  fluisce  ,  quella  materia 
delle  gtelle  che  investe  per  ogni  lato  tutto  il  nostro  sistema, 
sappone  il  sistema  delia  emanazione,  nel  quale  let  rayont 
du  soleil  lortent  réellement  du  corps  du  soleil,  et  dei  parti- 
eules  extrtmement  tuHiles  en  soni  lancées  et  dardies  avec  une 
Dilesse  inconeetx^le  (b).  Ne)  dir  poi  che  i  vapori  che  si 
svilappano  dalla  terra  o  dagli  altri  pianeti  per  avventerà 
divenuti  leggieri  possano,  i  primi  sollevarsi  oltre  i  confini 
della  nostra  atmosfera,  e  gli  altri  al  di  là  dei  limiti  delle 
atmosfere  planetarie,  e  cosi  slaccati  e  separati  diffondersi 
nello  spazio  dell'universo;  il  dire  che  altre  materie  aeri- 
formi che  noi  non  conosciamo  sieno  sparse  nello  spazio;  il 
dire  che  nello  spazio  medesimo  sieno  diffuse  le  materie 
delle  comete  che  già  si  sono  distrutte,  e  che  come  germi 
cometiei  debbano  formare  le  altre,  pugna  evidentemente  col 
perfetto  vuoto  newtoniano. 

37°.  Benché  non  sia  facile  concepire  come  i  vapori  che 
si  sviluppano  dalla  terra  possano  per  la  loro  leggerezza 
elevarsi  al  di  là  dei  limiti  della  nostra  atmosfera  ,  e  dif- 
fondersi staccati  nello  spazio:  benché  eoo  un  solo  argo- 
mento di  analogia  si  voglia  dedurre  che  lo  stesso  accada 
negli  altri  pianeti  de' quali,  non  conoscendo  la  fìsica  co- 
stituzione, si  suppongono  simili  alla  terra  dotati  anche  essi 
di  una  atmosfera:  benché  gratuitamente  si  ponga  l'esistenza 
di  materie  aeriformi  che  noi  non  conosciamo  e  quella  dei 
germi  cometiei ,  nulladimeno  concediamo  per  un  momento 
che  realmente  nell'immenso  spazio  dell'  universo  esista  la 
materia  del  sole  e  delle  fisse,  e  tulle  le  altre.  Queste  di- 
verse malerie,  secondo  l'opinione  di  Piatii  sono  le    parti 

(a)  Lettere  di  Eulero. 

(b)  Lettere  ciuie. 
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componenli  le  comete:  quindi  debbono,  secondo  te  loro  af- 
finità ora  attrarsi,  ora  respingersi,  qnl  combinarsi  io  un 
modo,  là  in  nn  altro:  formare  io  segnilo  delle  masse  ora 
più  grandi,  ora  più  piccole,  ora  più  dense,  ora  meno  dense: 
e  questi  aggregati  di  materia  dovrebbero  per  la  forza  di 
attrazione  e  di  proiezione  equilibrarsi  nelle  loro  orbile  e 
aggirarsi  intorno  al  sole  iiadem  quibu$  planetae  legihus  ae- 
ttmit  obtemperanteil  Ha  ,  secondo  I*  opinione  dello  stesso 
astronomo,  l'immenso  spazio  dell'  universo  è  pieno  di  di- 
verse materie:  queste  sono  in  continuo  morimeuto,  in  una 
continua  agitazione.  DesearUs  immaginò  una  materia  sot- 
tile sparsa  e  diffusa  nello  spazio.  Newton  pensò  che  guel- 
que  subtile  qu'on  suppose  la  malière  du  del,  les  planétes  y 
devraient  éprouver  quelque  réststance  dani  leur  mouvement, 
mais  ce  mouvement  n'est  assujéli  d  aucune  rèsistanett  donc 
Vttpace  immense  det  cieux  ne  contient  aucune  matiére ,  e 
suppose  il  perfetto  vuoto.  Euter  nel  confatare  il  sutema 
della  emanazione  dimostra  cbe  Ifeteton  è  in  contradizione 
con  se  stesso.  Newton ,  dice  egli  ,  exige  un  espaee  absolu- 
ment  vide  dans  ìes  cieux  ,  a^n  que  les  planétes  ne  reneon- 
trent  aucune  risistance,  mais  chaeunjugera  aisément  que  les 
espaces  du  del ,  au  lieu  de  rester  vides ,  seront  remplis  des 
rayonsy  non  seulement  du  soleil  ,  mais  encore  de  toute»  les 
aulres  étoiles  qui  les  traversent  de  toute  part,  et  en  tout  seni 
continueOement,  et  cela  avec  la  plus  grande  rapidité.  Bone 
les  corpi  cèlestes  qui  traversent  ce$  espaces,  au  Ueu  <j'y  ren- 
contrer  un  vide ,  y  trouveront  la  matiére  des  rayoni  lumi- 
MUje  dans  la  plus  terrible  agitation,  par  la  quelle  les  eorps 
doivent  itre  beaucoup  plus  troublés  dans  leur  mouvement , 
que  si  cetle  mSme  matiére  y  était  en  repos.  Donc  Newton 
ayant  eu  peur  qu'une  matiére  subtile,  telle  que  Descartes  la 
lupposait,  ne  Irot^làt  le  mouvement  des  planétes  (ut  conduit 
d  un  expédient  bien  étrange ,  et  tout~à-fait  contraire  à  sa 
propre  intention;  vu  que  par  ce  moyen,  les  planétes  devraient 
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essuyer  un  dérangement  in^nimenl  plus  consideraÒle.  Voilà 
HR  exempU  iien  triite  de  la  tagette  humaine  qui  voulant 
iviter  un  certain  inconvèntent ,  tombe  souvenl  en  de  plut 
grandes  abmrdiiés.  (a)  Se  dunque  Eulero  questo  profondo 
filosoro,  questo  sommo  geometra  pensava  che  i  corpi  cele- 
sti avessero  potuto  provare  una  forte  resistenza  ne'  loro 
movimenti  dai  ruggì  sot(Ì)issimi  di  luce  provenienti  dal  sole, 
e  dalle  stelle ,  quale  resistenza  dovrebbero  provare  nella 
ipolesi  di  Piaxsi  il  quale  oltre  la  materia  del  sole,  e  delle 
stelle ,  introduce  altre  materie  che  con  quella  combinan- 
dosi, possano  formare  le  comete? 

38."  L'opinione  di  Piazzi  non  può  neppure  ammettersi 
nel  moderno  sistema  delle  ondulazioni.  Se  togliamo  la  ma- 
teria che  continuamente  fluisce  dal  sole  k  dalle  stelle,  re- 
stano sempre  le  altre,  e  bisognerebbe  provare  che  queste 
combinandosi  fra  loro ,  e  coli'  etere  sottilissimo  ed  elasti- 
cissimo dieao  l'origine  alle  comete.  La  riatité  de  Vexiatence 
materielle  (dell'etere)  eit,  dice  Le-Verrier  (b)  loin  d'itrt  dé- 
montrie:  elle  pourra  l'étre  quelque  jourpar  Vobiervation  de$ 
attres.  L'itker  devanty  en  tffttf  opposer  une  rèsi»lance  d  la 
marche  dei  planéles  et  dei  coméles,  la  présence  le  trakira  par 
une  diminution  de  leur»  m^yennei  distances  du  soleil,  dimi- 
aution  doni  le  resultai  pourrail  étre  de  bouleverier  nolre 
tyitéme  planetaire.  La  cornétti  etraient  atttintei  lei  premié- 
res  à  cause  de  la  ténuité  de  leur  matiére;  et  dèjà  on  a  crii 
remarquer  quelquei  traces  de  l'action  de  l'éther  lur  la  mar- 
che périodique  de  la  comète  d'  Eacke.  Se  ciò  è  vero  ,  e  se 
I'  etere  solo  è  capace  di  opporre  una  resistenza  al  movi- 
mento de'  corpi  colesti  ,  questa  resistenza  sarebbe  sempre 
più  grande  nella  ipotesi  di  Piazzi.  Fincbè  dunque  non  si 
provi  che  i  corpi  celesti  sieno  soggetti  ad  una  resistenza 

(a)  Lettere  citate. 

(b)  Ann.  dell'I.  oHcrv.  di  Parigi. 


ly  Google 


(IH) 
capace  di  turbare  il  loro  moTimenlo,  e  la  materia  de'raggi 
solari  e  delle  fisse  oel  sistema  dell'emaDazione ,  e  l'etere 
ÌD  quello  delle  ondulazioni,  e  ogni  altra  materia  nella  opi- 
nione di  Piazzi  deve  elimÌDarsi  dagli  immensi  spazi  del 
cielo. 

39*.  È  vero  però  che  Le-Verrier ,  dopo  lo  spezzamento 
della  cometa  di  Siela ,  sembra  in  qnalche  modo  pensare 
che  le  comete  non  sieno  ancora  giunte  ad  uno  stato  per- 
manente. Lei.  cornétta,  dice  egli,  ne  paraittent  pat  itre  ar- 
rivée»  à  un  état  permanent.  P/on-teulement  la  matiére  qui 
le»  conititue  éprouve  dei  boulevenement»  mais  on  a  pu  eroire 
qu'elU  «  perà  peu  à  peu  dati»  V  e»pace.  Queste  idee  sem- 
brano analoghe  a  quelle  dell'astronomo  palermitano  non 
già  circa  la  formazione  di  questi  astri ,  ma  circa  le  va- 
riazioui  cui  possono  essere  soggette  dopo  la  loro  forma- 
zione. Riguardo  a  questa,  Le-Verrier  nella  pagina  29  par- 
lando della  formazione  delle  stelle,  del  sole,  dei  pianeti  e 
dei  satelliti  non  parla  affatto  delle  comete:  suppone  che  la 
formazione  di  tutti  questi  corpi  sia  venuta  dalle  diverse 
modificazioni  di  una  matiére  diffuse  qui  rempHssait  l'espace, 
il  y  a  quelquea  milliarda  de  Biécles  »an»  doute.  Aitui ,  sie- 
gne  a  dire  ,  V  eneen^le  de  la  matiére  »'e»t  d'  ahord  riparti 
erUre  le»  nibuleuset.  Puit,  dans  chaque  nèbuleuie  une  nouvelle 
dislocalion  a  »tparè  le»  elemens  propres  aux  differente^  étoi- 
ìe».  Parlando  poi  del  sole,  eet  attre,  dice,  n'etatt  point,  d 
l'origine^  réduit  aux  dimensiona  qu'  il  occupe:  sa  matiére  a 
commenci  par  remplir  une  notaile  portion  de  Vespaca  qui  U 
lépare  dea  étoiles.  Elle  s'étendail  juaqu'aux  limitei  ineonnuei 
du  monde  planétaire,  et  c'eat  une  nouvelle  luòdivition  qui  a 

tiparé  le»  planiti»  d'avec  le  »oleil  proprement  dit Li 

refroidissement  de  l'itnmense  nébulositi  qui  devaii  donner  naig- 
sanee  au  «ohil  et  aux  planites,  lui  aura  permis  de  diminuer 
de  volume.  La  viteaee  de  rotation  t'  en  sera  trouvie  aecrue, 
et  la  force  òeTttrifuge  à  l'èquateur  élant  aìnst  vcnue  é  lur- 
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passer  la  gravite,  un  anneau  matériel  te  sera  séparé  de  la 
matte  totalet  un  nouveau  réfroidùsement  aura  amene  la  for- 
mation  de  nouveaux  anneaux  aux  dépens  du  corps  centrai 
gui,  se  contractant  da  plus  en  plus ,  s'  est  enfin  réduit  aux 
dimensions  du  soleil  qui  nous  éclaire,'  soleil  dont  la  densità 
ne  permet  guère  de  croire  qu  à  f  avenir  il  abaadonne  uiw 
portion  quelconque  de  so  matiére.  Ce  tont  le»  anneaux' ainst 
formét  qui  rompus  en  un  ou  plusieurs  de  leurs  pointt  par 
la  moindre  cause  accidentelle ,  dont  il  serait  facile  de  trou' 
ver  une  origine,  auraient  enmtte  donni  naissanee  aux  pla- 
nites  en  se  eonstituanl,  par  l'attractton  de  chacune  de  leurs 
parties  en  spkéret  eircuìant  aulour  du  corps  centrcU,  et  douéei 
d'un  mouvemenl  de  rotation.  Con  analogo  ragionamento  passa 
alla  formaiione  de'  satelliti  provenienti  dai  pianeti  e  on 
confoit  ,  siegae  a  dire  ,  mime  que  ce  mode  de  formation 
continuant  à  te  développer,  eùt  pu  donner  naissance  à  de» 
satellite»  de  satellite»,  mai»  nou»  n'en  cannaisson»  point.  Cerne 
già  dissi  in  questa  genesi  non  si  fa  motto  delle  comete, 
quindi  é  probabile,  e  cid  pud  dedarsi  dalle  superiori  citate 
sue  parole,  che  l'astronomo  francese  non  creda  le  comete 
coeve  ai  pianeti.  Devìerei  troppo  dal  mio  scopo,  se 
qui  volessi  entrare  in  una  discussione  di  questo  sistema  , 
dirò  solamente  che  Le-ferrier  e  avendo  riguardo  ai  de- 
scritti fenomeni,  e  ammirando  la  regolarità  de'  movimenti 
di  rotazione,  e  di  traslazione  del  nostro  sistema  planetario 
stima  1.'  che  la  siparation  (della  materia)  ne  i'  est  point 
effectuie  au  hasard ,  mai»  bien  avec  régulariti  et  précision 
et  dans  un  ordre  tout  particulier:  2."  che  non  possa  darsi 
esprit  si  peu  pkilosophique  qui  ne  saitirait  pas  dans  cette  eir- 
eoslance  la  rivilation  d'une  caute  unique  dont  Vinfiuence  a 
pia  tout  le»  mouvemenlt  d  un  caractire  commun.  A  mio 
parere  il  concello  di  questo  illuste  filosofo  sarebbe  slato 
più  completo,  dicendo  che  si  debba  Decessarìamenle  rico- 
noscere una  prima  causa  eminentemente  intelligente  e  li- 
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iHera  che  ba  creato  la  materia ,  ordinaodola  alle  eterne  « 
sorprendenti  leggi  che  doì  ammiriamo  nelle  opere  della 
creazione ,  e  io  modo  particolare  nella  regolarità  de'  me- 
vimeoti  de' corpi  celesti.  Il  P.  Pianciani  nel  suo  commen- 
tario in  kistoriant  creationi»  motaicam  riporta  presso  a  poco 
questo  sistema  e  quindi  soggiunge.  «  Hujus  doctrinae  quam 
K  exposni,  probabilitatem  philosophice  examinare  Theologi 
«  non  esU  Hoc  unum  dico,  nihii  in  ea,  si  quid  rideo,  re- 
n  ctae  fidei  contrarium  esse,  dnromodo  con^Uamwr  «b  uno 
«  Deo  omnem  m^eriam  ertatam,  Ugesque  eoncreattu,  quiòut 
V  illa  regitur  et  perfieitur  ».  Io  questo  caso  però  non  gi^ 
per  causa  accidentale,  ma  in  forxa  delle  eterne  leggi ,  gli 
anelli  formati  della  maleria  solare  si  dovevano  rompere  e 
dare  origine  ai  pianeti ,  e  io  virtù  delle  stesse  leggi  gli 
anelli  formati  della  materia  planetaria  si  dovevano  rom- 
pere, e  dare  origine  ai  satelliti. 

40."  Debho  in  fine  parlare  di  una  recentissima  opinione 
sulla  natura  e  fisica  costituzione  delle  comete.  Nel  cotmoa 
del  27  Feb.  1857  all'articolo  variétés  si  legge:  le$  cométes 
rtduites  d  leur  jutte  valtur:  questo  giusto  valore  si  riduce 
finalmente  ad  un  rten  cìtible.  Tant'é  il  memo»  ,  per  pre- 
servare i  suoi  lettori  dalla  paura  delta  prétendue  comète 
f  ut  le  13  juin  devait  riiuire  notre  globe  en  poudre^  è  quanto 
può  offrire  ai  medesimi.  Tout  ce  que  nous  pouviont  offrir 
à  noa  hcleurt  pouf  soh  instruetion  cetait  une  preuve  ma- 
Ihèmatigue  et  peremptoire  du  néant  dee  cométet.  Se  ciò  fosse 
vero,  e  Newton  ,  e  tulli  i  pia  grandi  geometri  del  nostro 
e  del  passalo  secolo  avrebbero  inutilmente  faticato  nello 
immaginare  i  loro  eleganti  metodi  per  calcolare  le  orbite 
delle  comete,  e  gli  astronomi  sarebbero  ben  pazzi  di  ap- 
plicare i  suddetti  metodi  alle  osservazioni  di  questi  astri 
per  dedurre  l'orbita  che  descrive  intorno  al  sole  una  vaga 
meteora,  una  nube,  un  lampo  ...  le  quali  cose  hanno  mag- 
gior valore  di  un  riea  vitible.    Nulladimeno  all'  annoniio 

Anmii  di  Stimie  Mal.  e  FU.  T.   Vili,  mano  1867.  8 
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dell'apparizione  di  uno  di  qaesti  astri,  gli  astronomi  tutti 
ù  lo  osservano,  e  ne  calcolano  l'orbita;  dunque  prosgo  tatti 
ì  veri  astronomi  le  comete  sono  state  stimate,  e  si  stimano 
degne  delle  loro  fatiche,  e  le  teoriche  di  questi  astri  sono 
etate  sempre  credute,  e  si  credono  formare  nna  delle  parli 
la  più  bella,  e  la  più  interessante  della  scienza. 

41,"  L*  opinione  sur  le  néant  dea  coméli$  la  dobbiamo  al 
sig.  Babinet.  Egli,  dice  il  eosmoi  ,  fa  fait  voir  qu'  une  co- 
méte  ne  peut  étre  aattmilie  qu"  à  une  tubstance  qui  lerait 
des  milliom  de  millions  de  foia  motm  compacte  que  V  air 
de  notre  atmospkére:  ma  noi  attraverso  di  qnest'  aria  dea 
millions  de  millions  de  foia  plaa  compacte  vediamo  le  co- 
mete :  saremo  dunque  in  diritto  di  domandare  al  signor 
Babinet  se  crede  di  buona  fede  che  on  globo  d'  une  «u&* 
atance  qui  serait  dea  millions  de  millions  de  foia  moins  com- 
pacte  illuminato  dal  sole  e  collocato  ad  una  distanza  per 
lo  più  maggiore  della  disianza  media  della  terra  al  sole , 
possa  rendersi  a  noi  visibile,  ^laton,  dice  Pingrè  a  prouvé 
Jtj'  un  globe  de  l'air  que  noua  respirons  d'un  pouce  de  dta- 
mitre  seidement ,  peut  étre  ditate  de  manière  à  remplir  un 
globe  doni  le  diamétre  excéderait  celui  du  grand  orbe  de  sa- 
fumé.  Je  doute  siegue  Pingri  qu  air  auaai  rarifié  fUt  ca- 
pable  de  nous  rèfUchir  hs  rayona  de  la  lumière.  E'  qui  si 
noti  cbe  Pingrè  parla  dell'  atmosfera  cbe  circonda  le  co- 
mete, e  delle  code  cbe  da  questa  sì  sviluppano  nello  av- 
vicinarsi che  questi  astri  fauno  al  perielio.  Neil'  opinione 
poi  di  Babinet  deve  intendersi  tutto  il  corpo  della  cometa 
cioè  nucleo,  atmosfera,  coda.  Une  comète  ne  peut  {tre  a»- 
similée  qu'  d  une  substance  ...  Ora  lutti  gli  astronomi  con- 
vengono cbe  l'atmosfera  e  le  code  sieno  sostanze  estrema- 
mente rade  e  sottili  ,  ma  tali  che  illuminale  dal  Mie  si 
rendano  a  noi  visibili.  La  queve  de»  cométea  est  eertaine' 
menf  plus  rare  que  la  fumèe:  cette  fumèe  est  tréi-visiòie.   (a) 

(a)  Piugr^  (om.  2.° 
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42.*  Ma  vediamo  sa  quali  fondamenti  poggia  ropinion» 

ài  Babinet.  Une  étoile  de  onztémt  graodeur  ett  vue  au  tra- 
veri  de  la  comète  de  Encke  fans  dimìnutton  letttiòle  de  toa 
ieìat.  Cbe  trarerso  ì  raggi  Inmioosi  delle  code  delle  co- 
mete siensi  vedute  le  stelle  ,  è  no  fatto  che  noa  pad  ne- 
garsi, ma  a  traverso  il  cosi  detto  nncleo,  non  é  a  mia  co- 
gnizione. Questo  nacleo  poi  t  circondato  da  una  atmosfera, 
questo  nucleo  difficilmente  può  distinguersi;  è  dunque  pos- 
sibile che  la  stella  siasi  veduta  a  traverso  1'  atmosfera  la 
quale  è  sempre  meno  densa  del  nucleo.  Riguardo  alle  stelle 
cbe  si  sono  vedute  a  Iravesso  ì  raggi  della  coda,  abbiamo 
in  Pìngré  la  testimonianza  dì  Cysat  che  osservò  la  cometa 
del  1618.  Stellae  kodie  et  sequenttbia  dtebua  per  comae  ro- 
diot  prope  caput  tralucentes  aliquantulum  ob$curabantur  a 
cometae  radiis,  tnducta  illit  quasi  nube,  adeoque  eclipiim  ali- 
quam  patiebantur.  Le  stelle,  secondo  Svelto,  erano  Arturo 
e  quella  dell'estremità  della  coda  dell'orsa  maggiore,  stelle 
cioè  dì  prima  e  seconda  grandezza  ,  e  nnlladimcno  si  af- 
ferma che  i  raggi  della  coda  facevano  le  veci  di  una  nu- 
vola, inducta  illis  quasi  nube  e  cbe  ne  erano  oscurate  aJeo- 
que  ecUpsim  aliquam  patiebantur.  Tatti  poi  convengono  che 
le  code  poiisono  essere  più  o  meno  dense.  Abbiamo  però 
un  curioso  fenomeno  nella  bella  cometa  del  1811.  Il  nu- 
cleo di  questa,  come  riferisce  Piazxi  nella  citala  memoria, 
appariva  separato  dall'atmosfera  iutorno.  Le  misure  prese 
da  questo  astronomo  del  diametro  del  nucleo  sono  di  2'.  30;'' 
2.'  16"  2.'  15*"  Queste  misure  collimano  con  quelle  che 
si  ottennero  dagli  astronomi  del  collegio  romano  j  cosi , 
per  esempio,  nella  sera  del  6  ottobre  si  trovò  il  diametro 
del  nucleo  di  2.'  14"  e  nella  aera  del  7  novembre  risultò 
di  2.'  15."  Il  Prof.  G.  Galandrelli  misurò  più  volle  il  dia- 
metro dell'  atmosfera:  qnesto  diametro  si  trovò  variabile 
nelle  diverse  osservazioni;  il  massimo  di  32.'  13"  fu  nella 
sera  del  6  ottobre;  quindi  concluse  ,    cbe  il  nucleo  appa- 
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rcnle,  qualunque  ne  sia  la  causa  è  variabile,  né  deve  con- 
fondersi col  nucleo  solido.  Si  ebbe  poi  la  notizia  cbe  Her- 
schel  io  una  memoria  letta  nella  società  reale  di  Loodra, 
assicurava  di  aver  potuto  distinguere  col  sno  gran  tele- 
scopio nn  disco  più  Incido  del  resto  ,  il  quale  considera- 
bilmenle  deviava  dal  centro  ,  e  la  cui  chiarezza  variava 
d'intensità;  assicurava  inoltre  che  questo  nucleo  solido  della 
grandezza  prossima  della  Luna  era  un  vero  corpo  plane- 
tario attorniato  da  una  atmosfera  cometica.  Ora  ,  scrìve 
Piazzi,  nella  sera  del  24  decembre  con  un  cielo  btllissimo 
>t  osservò  una  piccola  slelluccia  sul  disco  slesso  della  cometa^ 
o  sia  dentro  i  limiti  ira  i  quali  appariva  che  fosse  circ<y 
scritto  il  nucleo:  la  distanza  della  stella  dagli  orli  sì  stimò 
di  30"  e  dal  centro  dì  60."  Questa  stella  é  riportata  nel 
catalogo  num."  197  dell'ora  XX  ed  è  notata  di  12.**  gran- 
dezza. Nelle  note  al  catalogo  sì  legge:  "  Cura  die  24  dì- 
«  cembris  an.  1811  per  cometae  illius  anni  almospheram 
a  exigua  qnaedam  stellula  hic  obscrvata  fuisset  el  in  opu- 
«  scolo  (la  citata  memoria)  ut  lalis  tradita  eruditissimo 
«  equiti  lonville  lune  Panormi  degenti ,  ex  Anglìa  ci. 
«  Wollaston  rcscripsil,  quam  ego  slellam  credideram,  pro- 
«  babililcr  fuissc  cometae  nucleuro.  Mense  igitur  augusti 
«  an.  1812  diligenter  inquisivi  uum  supposita  stella  revcra 
«  existeret  an  non,  et  banc  invcni  quae  cum  ìlla  omnino 
a  convcDÌl  quoad  locum,  et  solum  differì  quoad  magiiìtn- 
«  dinem.  Prior  cnim  aeslìmata  fuerat  nonae  magnitodinis, 
(c  posterior  duodecimac.  Sed  alia  stella  nempe  149  faorae 
n  XX  quae  per  comelae  atmospheram  apparebat  quintae 
K  magnitudìnis,  in  ipsius  ad  meridiannm  appulsu  inventa 
«  est  seplimae  ve!  octavae.  Pkenomenon  sane  singulare  quod 
«  kujus  cometae  atmotphera  slellarum  lucem  Unge  potius  au- 
<(  xerit ,  quam  minuerit,  »  Se  dunque  per  una  stella  de 
onxieme  grandeur  vHe  ait  travers  de  la  comète  de  Enche  san» 
diminution  sensiòle  de  son  éelat  ,   la  pkolomelrie  conelut  de 
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suilt  que  le  rideaux  lumineux  que  la  cométt  fait  devant  Vé- 
toile  n'est  pas  en  éclat  la  soixantieme  de  l'éclal  de  l'éloiìe  , 
car  autrement  une  diminution  d'èdat  eUt  eu  lieu  pour  Vitoile 
per  le  stelle  osservate  da  Piazsi  che  non  apparivano  dello 
stesso  splendore,  ma  di  una  luce  più  viva  e  più  bella  le 
rideau  luminettx  que  la  comète  faisait  devant  Vitoile  in  qual 
rapporto  sarà  colla  chiarezza  delle  stelle  ?  Pur  troppo  c'in- 
ganniamo ne'nostri  giudizi  fidandoci  ai  sensi  ! 

43."  L'opinione  di  Baf>tnet  sur  (e  néatit  des  comète»  si  ri- 
dnce  ad  una  espressione  iperbolica  e  poetica,  cioè  le  co- 
mete sono  un  quid  visibile  et  un  rien  rispetto  agli  effetti 
meccanici  di  urli,  di  rovesciamenti  e  sconvolgimenti  che 
possano  minacciare  alla  terra  e  agli  altri  corpi  celesti,  ed 
è  propriamente  ciò  che  dai  latini  si  chiama  res  ultra  fidem 
exagf/erata  quae  omnetn  fidem  excedit ,  mentre  deve  essere 
ben  nolo  al  sig.  Babinet  che  un  rien  viiible  éloit  d'une  si 
grande  ciarle  que  pendant  la  nuit  elle  (la  cometa)  formait 
det  ombres  à  peu-pri»  semblabhs  à  celles  que  forme  la  lune 
(Diod.  sicnl.)  che  un  rien  visible  éfoit  aussi  grande  que  le 
Mieti  et  dissipoit  hs  tenèbre»  de  la  nuit  (Seneca}:  che  un 
rien  viiible  (le  comete  degli  anni  136  e  H8  avanti  l'era) 
telon  Justin  itoient  plus  eclatante!  que  le  soleil:  che  un  rien 
visible  (la  cometa  dell'estate  del  1402)  ne  permettoit  ni  aux 
éloiles  de  déployer  leur  lumière,  ni  à  la  nuit  d'obscurcir  l'air 
che  un  rien  visible  (  la  cometa  del  1454  )  passando  fra  la 
terra  e  la  luna  nel  sno  corso  raggiunse  la  luna  nel  pleni- 
lunio e  interamente  occultolla:  che  un  rien  visible  (la  co- 
meta del  1668,  e  quella  del  1843)  si  vide  nel  pieno  giorno 
nelle  vicinanze  del  sole:  che  un  rien  visible  (la  cometa  del 
1811)  aveva,  secondo  Herschel,  un  nucleo  solido  della  gran- 
dezza prossima  della  luna;  che  finalmente  un  rien  visible 
(la  cometa  di  Halley)  da  circa  otto  secoli  a  qucst*  epoca 
compie  esattamente  il  suo  periodo  di  73  in  76  anni  reli- 
giose obtemperans    quibus   planetae    legibus    aeternis.    Dopo 
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questi  falli  che  si  banuo  dalla  storia  dovrà  Babinet  coo- 
cedere  che  nel  niente  possa  darsi  il  più  e  il  meno,  e  noi 
saremmo  ben  fortunati  se  nelle  seuole  si  agitasse  ancora 
quella  magnifica  questione  di  cui  parla  Botchoeiek  (a)  an 
aìiquod  nihil  sii  magis  nthil  quam  atìud  nikil  la  quale  fa- 
rebbe al  nostro  caso. 

44.»  Povere  comete  !  troppo  in  «Ito  vi  levarono  Whìston, 
Buffon,  Maupertuù,  La-lande  ,  Voltaire  ....  La  caduta  era 
irreparabile:  é  stata  troppo  precipitosa:  diventare  in  uno 
istante  oinire  di'  corpi,  meteore  ,  vapori  ....  vn  rien.  Fra 
questi  due  estremi  i  sommi  ingegni  di  Newton,  Euler,  Clai- 
raut,  La-Grange,  La-plaee  ,  Gaui$....  vi  collocarono  nella 
classe  di  semplici  ed  innocni  corpi  celesti  coeve  ai  pianeti 
riligiou  <Atemperanlej  quibu»  ipsi  legibu»  attemit. 


(■)  Lettera  girella  da    Parigi  il  21  Agosto    1777  al  Profeti.  Calan- 
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SUI    POLIGONI    INSCRITTI    ALLE   COfllCHE. 
BEL  PB«V.  V.  BBMSCHI. 


ti  problema  dì  determinare  a  quali  condizioni  debbano 
soddisfare  ì  parametri  delle  equazioni  di  due  coniche  aT- 
linché  un  poligoao  iscritto  in  una  di  esso  sia  circoscritto 
alla  seconda,  renne  recentemente  studiato  dai  eig.  Cayley 
e  Salmon.  I  risultati  ottenuti  da  questi  Geometri  si  pre- 
sentano sotto  fofme  assai  differenti,  e  non  sarebbe  possibile 
che  dopo  lunghi  sviluppi  di  calcolo  il  conrincerci  della  loro 
identità.  In  questa  nota  viene  provata  a  priori  la  coinci^ 
denza  di  quei  risultati  giungendo  ai  medesimi  con  un  me- 
todo che  manifesta  come  si  possano  far  dipendere  da  uno 
stesso  principio. 

Sieno  u=0,  u=:Ot  w  =  0  le  equazioni  dei  lati  di  nn 
triangolo  inscritto  nella  conica  : 

U  =  scvte  -t-  ^Ku  -t-  yuv  ■«  0  . 
Posto 

V  ^  ^u'-i-  m"o*-t-  «'ic'—  fltìw  —  bvu  —  CUV  , 

ed  indicando  con  X,  aua  quantità  Indeterminata;  è  nolo  che 
aflSncbé  la  retta  u=tQ  sìa  tangente  la  conica  s 

*,  U  -  V  =  0 
dovrà  essere  i 

a  ^  2mn  —  ox,  ; 

ed  analogamente  saranno  : 

b:=2nl^^x,  ,        e  =  2/m  —  ya, 

le  condizioni  le  quali  debbono   rerilìcarsi    perchè  le  rette 
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«  =:  0 ,  w  =  0  sìeno  rispetlivamente  tangenti  le  coniche  t 

a-jU  —  Y=:0,         arjU  —  Y  =  0. 

Ora  indicando  con  : 

il  discriminanle  delta  funzione  : 

xU-V 
si  hniDO  fé  : 

a^=  a^  ,        a,=  ra'-t-  m'^'-i-  n'y'-t-  a^y  -•-  iya  -t-  ca^ 

<i3=  /*o'-i-  m'4'-f-  «'e*-*-  oitf  —  4/niit 
ossia  pei  valori  saperlorl  dì  a,  i,  e  le  : 

o,  =  ajSy  ,    a,  =  j^"—  a^idi-*-  x^-^  «j) 
«j=  2pj -•- ayS7(*,x,-i- a:3X,-(- a:,a;3)  ,  oj^j' — a^fx,XaX3 
essendosi  posto  per  brevità  : 

Per  cui  rappresentando  con  : 

(1)  x*-*-\x'^Bx-*-C  =  0 

la  equazione  di  cui  le  radici  sono  x, ,  x^,  x^  si  avranno 
le  (re  relazioni  seguenti  : 

(2)  a, —  a^A  =  p'     a, —  a»B  =  2pj  e  j —  (»,C  =  j'  . 
Se  queste    equazioni  si  moltiplicano  ordinatamente  per 

d;',  ,  X,  j  1 ,  e  si  sommano  osservando  alla  (1)  ottiensi  la 
seguente  : 

o^',  -t-  (!,«*,  -+-  Oi*!  -«-  Oj  =  {par,  -•-  y)* 

ed  altre  due  analoghe;  dal  che  deduciamo  essere  : 

(3)  o^'-t-aii'-t-diJ-f-Oj — (pJ'-'-y)"   «•(* — i,)(j  — :Ei){x  — ìTj) 
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e  pel  (eorema  di  Abel  ponendo  fp(x)  =  j  ——  ux;  si    avrà 

che  i  parametri  x,,  x,  ,  Xì,  dovranno  soddisfare  all'equa- 
zione Irascendenle  : 

(4)  t,f(x,)-trfK)-^e,f(»,)  =  C 

alla  quale  corrisponde  la  eqaazioae  algebrica  irrazionale: 


&{x,) 


1        ij     A(a;;,) 

Ma  le  equazioni  (2)  conducono  evidentemente  anche  ad  una 
relazione  algebrica  razionale  fra  quei  parametri,  cioè  alla 
seguente  : 
(5)  4(<i,  —  floA}{«i  —  fl„C)  —  (a,  —  a.B)"  =  0 

Queste  relazioni  algebriche  ottenute  si  l'una  che  l'altra 
eliminando  le  p,  q  dalle  equazioni  (2)  costituiscono  i  rì^ 
saltati  dei  sig.  Cayley  e  Salmon. 

Dalla  equazione  (3)  si  hanno  le  : 


P  = 


A(j:,)  -  A(j,) 


q  =  - 


l,A(j:j)  —  j:,A{ar,\ 


per  cni  supponendo  : 

A(3;)  =  kt-i-  k,x  - 


?=A, 


k,x^-^ . 
XyX^V 


posto 

p  = 


.j  -t-  A.ifZi-l-Ijì  -1-  k!^{x^-+-  X^-*-  XfXi)  -^-    ■  .  . 

La  stessa  equazione  (3)  o  la  terza  delle  (2)  danno: 
(6)  q' —  03  =  ODJJiaja:.! 

quindi  osservando  essere  A,*=  a^  si  otterrà  : 
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(7)  «3  =  —  {«,*.P'-  2A..P). 

Nel  caso  particolare  io  cui  sapponesi  x,=s:x,esO  que- 
sta forinola  dà  : 

2A,A,       'a", —  Aa,aì 
So  4aoa] 

cioè  se  due  lati  dì  un  triangolo  ioscrìllo  oella  cooica  U  ^  0 
sono  tangenti  della  conica  V=0;  il  terzo  lato  sarà  tan- 
gente alla  conica  : 

{a/—  4a,fl3)U  -•  4a.03V  —  0 
suppongasi  ora  x,  =  0  ,  la  foratola  generale  (7)  di  ; 
a^Xj^sa  —  2Ao(Aa-*- AjiCa -+- Ajaia'-t- ) 

ossia  : 

a^t'xs  =  2Ao[Ao  -4-  A,*,  —  A(a:,)] 
dalla  quale: 
a.a!,*x'3— 4oo  A^/a:3(A,-^-A  ,a;a)=4  A,'[A'(«,)  — (A„-.-A.«,)']i 
ma  essendo  : 

2A,A,  =  a,  A«'=r- 


A*(a;,)  —  (Ao-+-  A,:r,}*=a-j^  {ia.a^-t-iaiaì  —  Oa') 
per  cai  sostituendo  e  riducendo  si  ottiene  : 

(9)  aa'x'^'ì — 4ooa5»]— 2a,ajaT,«3=4oBO.a;j-i-4a|Oj— o'j 
la  quale  formola  ,  coma  anche  la  (8) ,    polevansi    dedurre 
dalla  (5). 

Si  immagini  un  quadrilatero  aicd  inscritto  nella  conica 
U  =  0  e  sappongasi  che  i  Iati  ah  ,  bc  ,  ed  sieno  tangenti 
alla  conica  V  =0;  condotta  la  diagonale  oc  si  ha  il  trian- 


ly  Google 


(  223  ) 
golo  abc  inscrilto  nella  conica  U  =  0    e  di  cni  i  due  lati 
ab,  bc  sono  tangenti  alla  conica  V=^0;    per  quanto  si  è 
dimostrato  sopra  il  terzo  Iato  ac  sarà  tangente  alla  conica; 


a' —  ha,o 


honan 
Consideriamo  ora  il  triangolo  aed  inscrìtto  nella  conica 
U  c=  0  e  del  quale  un  lato  (c<j)  è  tangente  alla  conica  V^); 
un  secondo  {ae)  tangente  alla  conica  aU  —  V  =  0  ;  il  terzo 
Iato  sarà  tangente  alla  conica  XìM  —  V  =  0  essendo  il  va- 
lore di  Xì  dato  dall'equazione  (9)  dove  ìn  luogo  di  x^  pon- 
gasi a.  Ora  fatta  questa  sostituzione  si  ottiene  : 

16a3{8a„o*3  -^-  a}^  —  4a,a2a;)) 

g.    __ L_=  |3 

quindi  il  quarto  lato  ed  del  quadrilatero  ahcd  sari  tangente 
alla  conica  : 

16a3{8a^'3  ■*-  a\  —  4«,ffi03)l]  —  {a%  —  io.o^fV^s  0. 
Immaginiamo  ora  un  poligono  «,«,  ■  ■  •  ftj,  inscrìtto  nella 
conica  U  ^  0  e  supponiamo  che  i  lati  aiA,  ;  a^aj  ì  ■  ■  ■ 
aji.,  a„t  sieno  tangenti  alla  conica  V  =  0;  il  lato  a»  a.,  sari 
tangente  alla  conica  XnU  —  V  =  0 ,  ed  il  valore  di  Xa  si 
troverà  nel  modo  seguente,  Sieno  Xa-iU — V=0,iCa-iU~V:=0 
le  equazioni  delle  coniche  alle  quali  sarebbero  tangenti  le 
diagonali  a,an-ì  ;  «lOC/i-i  considerate  come  lati  dei  polìgoni 
a,».,  .  ■  ■  cta-ìì  o^n-ì  a,aa  ■  •  ■  cia-i-  Pei  triangoli  a:,oc/,.iecQ.,  ; 
ocifiCn-iQ^  si  avranno  analogamente  alla  (9)  le  : 

a^tX'n-^x'n-t — 4ao«3«n-i — 2a^ajXn-aa'n-i^40oa3Xn-a-<-4a,03 — a', 
a.'a:Vi*% — 4o,aja:a— 2a,aiJCn_,»„=4ao03a:n-|-+-4<i,«3~-o\ 
le  quali  sottratte  l'una  dall'altra  danno  : 
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ed  anche  per  la  prima  delle  saperìori  ; 

o-',XaX*a-tXtt-t  =  a*j  —  4o,a3  —  4o.a.vrfl-,. 
Qoindì  : 

4«,aa(a  —  «n-i) 

^n  = j ; 

O  o^a-iX  a-i 

per  metto  della  q^aic  conoscendosi  i  Talon  di  X3,x^  che 
SODO  a,  j3  si  ottengono  di  seguito  quelli  di  x^jX^  ■  •  •  Os- 
servando i  risaltati  superiori  è  evidente  che  se  : 

a',  —  4a,03  ^  0 
i  triangoli  iascrilli  nella  conica  U  =  0  saranno  circoscrilli 
alla  V  ^  0  ;  se  : 

8»,<»"3  -+-  «'j  —  4ffl|Oi«l  —  0 

i  qoadrilaleri  inscritti  nella  conica  U  =  0  saranno  circo- 
scriribilì  alla  V  ^  0  e  cosi  vìa. 

Notiamo  da  nllimo  che  supponendo  nella  (4)  X3s=ih  co- 
stante si  ha  la  equazione  alle  derivale  : 
dx,  (te,   

e  le  equazioni  (5)  (6)  sono  i  noli  integrali  razionale  ed  ir- 
razionale della  medesima. 

Giugno  1857. 
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SULLA  I Ri SFORH AZIONE    DELLE    FUNZIOHI    ELLITTICHE 

NOTA 

BEL  PBOF.  W.  BRIOSCHI. 

(Continuazione   Vedi  pag.  70.) 
I  valori  dei  coefficienti  B.,  B,  .  .  .  B„.,  si  ottengono  nel 

modo  seguente.  Supponendo  p,  vj  due  numeri  intieri  fac- 
ciasi : 

pbj  —  vja,  =  ft        i7«|  —  pb,  =  v 

tt 
Ponendo  nella  prima  delle  (15)  iu  (e  numero  intero)  in  luogo 
di  v;  essendo  : 

(16)  »(6jy  —  A,)  ^  ne        «(o,  —  a^y)  =  n 

e„(«e(i))  =  e.r.s()3  -^  j3c)]  =  0 
e  quindi 

(17)  B,i^-(£&.)  -f-  B,«;/"-'(su)  -^-  .  . .  B«-,  =0 

Osserviamo  che  dalle  relazioni: 

5.(0  -*-[j.y-*-v)  =  (~  l).-*ve-'j.y(^i.+.i^/'y)fl,(t,) 
0,(0  -*-  ,17  -H-  V  =  (-  l)-"r"'.-i"''*"*w)fi,(».) 
otiiensi  evidentemente  la  equazione: 

<.(««-,- t.)--(-l)V(-») 

la  quale  conduce  alte  seguenti  : 
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Dunqnc  le  radici  dell'equazione  (17)  saranno  le  : 

«O),     ^.(25.)  ...  *  (^^  u) 

£d  in  coDseguenza  le  (15)  diveotono  ; 

,'«v""e.(»)=B.S",t(»)[4'(»)-f(o):[*'(.)-f(2«)]... 


8,H=B.9m[1-  i!."(b)4"(o)1](1  -if'Wf  \2»)] 
2~ 
=  '?(.) 


[(l-f(«l*■(^^^<.)) 


dalle  quali  ponendo: 

e» 
e.(t) 

dedacesi  la  ; 

(18)  >p(»)  =  ; 1^-^ — _ 

'  i;l-ij,'(i,)j.'((B)]...[i-  ,f'(»),),'^?-^  o)] 

Notiamo  cbe  avendosi  faeilmenle  in  cansa  delle  equazioni 
(16)  la  : 

>r[.(ii  -H  so)]  =  Vi») 
le  espressioni  : 

■K«) ,  4(0  ->-  o) ,!(.(»-(-  2o)  ..  .  ^[o  -»-(«  —  l)o] 
Bono  le  radici  dell'equazione  : 

ar[i--*-(o)]...[»--f  (111  «)]-  (^(..ìll-iVI")]" 
Quindi  SÌ  avranno  anche  le  due  forniole  di  (rasformazionc  : 
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(19)/  ♦'(s>)+'(2<»)  ■■•♦'(^-j—  ") 

(_  i)-'wi,x>)  =  -  ■!.(t>:.Kt>  -^  o))...i).[t>  -.-(«  —  1)»]. 

6.  Rimane  ora  a  trovarsi  la  relazione  fra  ì   moduli.   A 
ciò  osserviamo  che  supposto  fla  essere  pari  si  ha  : 

e,(»-^"^)  =  (-ir  ,-iH"'*T'  je» 


a.-^^.-l 
2, 
ed  analogamente 


ai-*-i» — 1         a,/  o,c\ 


e,(r-^i)  =  (-i)^  ,-"-r".*-ir;e,,„-^ij 

Quindi  sarà  : 

Jj-l 

1'Q  =  (-1)    "    l'i!) 

e  la  (IS)  nella  quale  pongasi  t)  ss  ^   darà  la  relaiione  ri- 
chiesta  : 

k:  ,  ♦(!K^";!)~f  (»))■■»•(!)-*"  (¥  ")] 

(20)  1-1)  ■  1'(!)^  ' 


'   (t-*-())a,-(s,))...[l-^'(i)4,'  (?  0.)) 
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Le  forinole  (18)  (19)  (20)  ponno  farsi  coincidere  facil- 
mente GOD  quelle  di  Jacobì  e  di  Abel.  Aggluagiamo  che 
quest'ultimo  geometra  ottenne  in  una  delle  sue  memorie 
(XIV  del  Voi.  1  delle  opere)  le  formole  di  trasformazione 
per  mezzo  di  una  relazione  fra  gli  indici  di  periodicità  aca- 
Ioga  alla  |6)  e  dello  sviluppo  delle  funzioni  inverse  per  pro- 
dotti infiniti. 

7.  Accenniamo  da  ultimo  brevemente  ad  un  nuovo  modo 
di  presentare  la  soluzione  del  problema  della  trasformazione 
delle  funzioni  Ellillicfae  dovuto  al  Sig.  Hermite;  pel  ijual 
modo,  (principalmente  però  nel  caso  delle  funzioni  Abeliane) 
questa  teorica  viene  a  legarsi  a  quella  delle  forme.  Posto 
t)  ^  y  -+-  ■yx  ed  : 

X  =  a,x  -t-  a^y  ,         Y  =  b,x  -t-  b^ 
si  hanno  le  : 

«ti  ^  Y  -t-  e  X  ,  Ojgc*  =  aa( V  -t-  e  \]{y  -+-  yx)  =  a,y  ; 
quindi  facendo  : 

S(y  -^  iz)  =  f„,{x,y,i)  ,         eiY  *  c\)  =  /•„,(X,Y,a) 
si  avrà  che  lafuazionc: 

,-.7„;x.v,c) 

é  esprimibile  mediante  una  funzione  omogenea  di  grado  n  di 
due  funzioni  fiygi^iy^'it))  sussistendo  fra  i  moduli  c,y  la  re- 
lazione (6)  e  fra  gli  argomenti  X,  Y;  x,  y  le  (21). 


pag.   73  linea  17  leggasi. 
n(r  -^  1}=(^1)".*  *'■  %) 

H(-t.)=(-iroV*',',n{.). 
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SULLA   TEOBICA   DELLE   COORDINATE  GUEIVILIKEB   E  SUL 

Luofio  de'cektri  di  curvatura  d'una 

SUPERFICIE   QUALUNQUE. 

NOTA 
•EL   PHVr.  DELIINO  C9BAZZI 

Divido  questa  Memoria  io  due  parli.  Nella  prima  con- 
sidero le  proprietà  d'un  sistema  triplo  qualunque  di  super- 
ficie ortogonali  ,  assamendo  come  coordinate  curvilinee  i 
tre  parametri  delle  medesime,  e  pervengo  brevemente  «'va- 
lori, già  trovati  dal  sig.  Lamé,  de'  sei  raggi  di  curvatura 
relativi  ad  un  punto  qualunque  dello  spazio.  In  seguito 
esprimo  le  proprietà  d'  una  linea  qualsivoglia  per  mezzo 
delle  stesse  coordinate  carvilinee  ,  ed  ottengo  alcune  for- 
mole  }  delle  quali  sodo  casi  particolari  le  note  equazioni 
d'una  linea  tracciata  in  una  superficie.  Nella  seconda  parte 
considero  il  sistema  triplo  particolare,  in  cui  te  superficie 
d'una  famiglia  sono  parallele  ,  e  pervengo  ad  alcune  pro- 
prietà già  trovate  dal  sig.  Prof-  Bordoni.  Di  poi  stabilisco 
le  formole,  che  valgono  a  determinare  il  luogo  de'  centri 
di  curvatura  d'  una  superficie  qualsivoglia,  e  fo  1'  applica- 
zione delle  medesime  ad  alcuni  casi  particolari  ,  comin- 
ciando co'  due  già  noti  e  trattati  da  Munge. 

PA£TE  PRIMA 

Foritele  generali. 
\.  Le  X,  y,  z,  coordinate  rettangole  d'un  punto  qualun> 
qoe  dello  spazio,  sìeno  funzioni  di  tre  nuove  variabili  X, 
fjL,  V  ;  le  equazioni 

X  =  cost.  ,  j*  =  cost.  ,  V  =  cost. 

esprimeranno  tre  famiglie  di  superficie.  Ora,  le  superficie 
Annali  ii  Seùtnit  lUat.  e  FU.  T.  Vili    aprite  1857.  9 
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di  queste  tre  famiglie  si  chiamino  ordina lameate  superficia 
coordinate  delle  [iv,  delle  vX,  delle  X[t;  e  le  intersezioni  tra 
le  snperficie  delle  famiglie  seconda  e  terza,  terza  e  prima, 
prima  e  seconda  si  chiamino  ordinatamente  assi  curvilinei 
delle  \,  delle  ju,  delle  v.  Inoltre,  IndicaDdo  con  t  una  qua- 
lunque delle  Tdriabili  X,  fi,  V,  sieno  a^ ,  b, ,  e,  i  coseni  de- 
gli angoli,  che  la  Ungente  all'asse  curvilineo  delle  t  fa  or* 
dinatamente  co'  tre  assi  rettilinei  delle  x,  delle  y,  delle  z. 
Le  superficie  delle  tre  famiglie  si  ritengano  ortogonali  Ira 
di  loro  ;  i  nove  coseni  soddisferanoo  alle  seguenti  noto 
equazioni 

«'i-i-A*i-»-<'i=l,  oV~*^V""*^V'^l»  o',-t-i*,-+-c%=:l, 
(ri<i;.T-i-ix*/[-*-«iC;i=0,  a^«,-+-A^i,-^c^c,=0,  (i,ffl;-+-i,6i-+-c,fi^0, 

a'ì-'*-a'/i-*'a\=\f  A*j-^-6^^i,-»-i',=i,  c*)-m:*^-m:*,=1, 

ai.bì-*-aiÀ/i-*-a,b^~0,  biCì-^bfl.C/i-*^,ci^f),  Cj,a)r*-Cf,a,r*^t<it=^0, 

ax^hfifir — K'^/iì  b)==C/iat — c^^,  C),^afjt, — ffyO/i, 

af,=bfCx — bxfn  l>^=c,aì — aor,  Cfi=a,l>i— ax&„ 

Sì  chiamino  l,  m,  n  le  derivate  degli  assi  curvilinei  delle 
JL,  delle  ^,  delle  y  prese  ordinatamente  rispetto  alle  varia- 
bili X,  fi,  v>  Fra  le  derivate  parziali  delle  x,  y,  x,  le  de- 
rivate degli  assi  curvilinei  ed-i  novo  coseni  delle  tangenti 
sussisteranno  le  seguenti  pare  note  equazioni 
I      dx       ,        dy        „      dz 

,,,  ;      dx dy  dz 

'  '  I      "f*  ^i'-  dix 

t      dx  dy         ,       dx 

I        -r-  =:na, ,   —  =fio, ,    -r-  =nc, . 

\      ov  flV  nv 
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Siccome  le  superBcie  coordinale  compongono  un  sistema 
triplo  ortogonale,  cosi  pel  teorema  dì  Dupia  gli  assi  cur- 
vilinei saranno  loro  linee  di  curvatura.  Si  chiamino  hi, 
Mf' ,  N," ,  i  raggi  di  curvatura  delle  superficie  coordinale 
delle  fxv,  vX,  Xft.  ordinatamente  relativi  agli  assi  curvilinei 
delle  t,  delle  i*,  delle  t^;  ove  i  dinota  sna  qualunque  delle 
variabili  fi,  v,  t'  una  qualunque  delle  v,  X  ;  i"  una  qua- 
lunque delle  X, /x.  È  nolo  {■)  che  tra  sei  raggi  dicnrvatnra, 
le  tre  derivate  degli  assi  curvilinei  ed  i  nove  coseni  delle 
tangenti  hanno  luogo  le  equazioni 

/   dai  m  dhi  m  dcì  m 

3—  =  —  i~~<'^'j~  =  —  'i~  ^M  ^  j- =^  ~  r~  "m  y 


(3) 


n 

<>  ) 

* 
*   ■ 

A., 

n 

di. 

*  ^ 

~w. 

0. 

'  d-i 

A., 

l 

■«) 

db, 
•dk 

Ni 

o> 

di. 
'  dX 

(2)    . 

dèx n  ,  dei h 

^~       U    "  it  L.  '■  ' 

n  de,  n 

'  m7  "  *"  ~  ~  a;  "'  ' 

,„,  '    ,      de,  l 

^  =  -51*"  a^-mT"' 

ì  day  m         d6. m         de,  m 

[  di:'=~~T/'"di:~~w;  '''dil~~fi;''''• 
%  Esprimo  ì  sei  raggi  di  curvatura  in  funzioni  delle  /, 
m,  fl  e  delle  loro  derivate  parziali.  Il  confronto  tra  le  prime 
tre  (2)  derivate  rispetto  a  v  e  le  ultime  tre    (2)    derivate 
rispetto  a  /i  produce 

(I)  V,  la  Memoria  del  lig.  Prof.  Brioschi;  Intorno  ad  alcune  pro- 
prittà  di  «na  linea  traeeUita  «opra  «na  tuptr/leie  •tampata  io  qneotì 
Annali  Del  1804. 
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- 

n  ila. 

»  d*. 

•f- 

L,  dfi' 

j»  "^  L,  jv  ""■  ^r 

-^ 

.  (fc. 

Queste  eqnazioni  siano  moltiplicate  rispettivamente  pri- 
ma per  a^ ,  i^ ,  c^ ,  poi  per  a, ,  i, ,  e, ,  e  sommale  cia- 
scuna Tolta;  mediante  le  relazioni  tra  coseni  e  le  (3),  {i) 
risulteranno  le  prime  due  Ira  le  seguenti 


U,  Ni 


Ni  L^    ' 

Risultano  le  altre  quattro  operando  in  modo  analogo  sulle 
(3).  (4)- 

Dopo  avere  sostituiti  ne'  secondi  membri  delle  (2)  in- 
vece de'  coseni  i  valori  dati  dalle  (1),  si  derivino  le  prime 
tre  rispetto  a  v,  le  ultime  tre  rispetto  a  fi,  ed  il  confronto 
tra  le  eqnazioni  risultanti  fornirà 


L^              m    n 

dX    ~      L.  M,    ' 

ir- 

dp.    ~       Mi  N,    ' 
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dx     hfi  ì    d'x  dx     L,  l    d'x 

rfft     dv  Lfi  dfidv  dv     dfi  L,  dftdy   ' 

Jy     L,         J_  £y^  _  lij     L,  1^  fy 

dji     dj         L/i  (i^dv  ijv   din  L,  (i^dv  ' 

i-L  di 

dx      Lf,  1     (I*ji    dx      L,         1    d'j 

d/i    dv  L^  diulv         dv    dft.  L,  djiKft' 

Le  reiezioni  tra  coseni  uniUmente  alle  (t)  danno 

dx  dx         dy  dy         <i«  da: . 

d/x  dv        dfi  dv        d{idv         * 

'dji)  "^  (djl)  '*'\dfì/  "^'"''  w)  "*"  w  "^  'a)  ^"^ 

segDOno  da  qojeste 

dx   d*x         dy   d'y  da   d's  dm 

dji  djidv       d/4  djidv       dfi  djxdv  dv    ' 

da:   d*iE         dy   d*y         dx   ^x  dn 

dv  d[i.dv       dv  dfuti»       dv  djxdv  dfi. 

Ora,  le  equazioai  antecedenti  moltiplicate  mpetlìvaniente 

dx       dy       dx  dx       dy       dx 

pnm.p.r-,   j-  ,  ^   ,   po.  p«r  _    ,  -j;    ,   j;  ,     e 

sommale  ciascuna  volta  somministrano   le   prime  due    tra 
le  seguenti 
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,  m         dm  ,  n         dn 

d  —        —  d  —        — 

La  dv  h,  d[i 

dv        L,     '  dft^  L,,    ' 

n  dn  l  <U 

*'Er  — 5  5  —  5. 

<ft   ~  Mi    '  dy  ~  M,     ' 

l  di  in         dm 

df*  ""  N^    '  dX  "  Nj    ■ 

Le    altre  qoattro  s'  ottengono  operando  in  modo  analogo 
sulle  (3),  {4). 

Dalle  (5),  (6)  si  cooclndono  immediatamente 

Il    t  dlogm      1  1  diogn      1  1  dlog» 
N„             n     dv     '  ìir           m    du.    '  Lv  l     dk    ' 

J^__J_dlogI    J___A£2?!      1- *  àlogm 
Ni            n    dv     '  Mi            m    dn    *  Lp  l     dk 

Questi  sono  i  valori  de'  sei   raggi  di  curvatura. 

Eliminando    i    raggi    di  curvatura  dalle  (6)  per  mezzo 
delle  (7)  si  trovano  dopo  alcune  riduzioni 

dH      _L  ^ii     _1  ^± 

dndv        m  dv  dn        n  dp.  dv  ' 


n 

dn  dm 
dX  *i  "*" 

1  di  dm 

l  dv  ik' 

dXdfL~ 

1 
l 

dUfi 
ilLiX'^ 

tdmin 
mdi.  dn' 

le  quali  esprimono  relazioni  fra  le  tre  quantità  l,  m, 
e  le  derivate  loro  parziali. 
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Il  sig.  Lain6,  seguendo  un'  altra  ria,  era  già  pcrreouto 
■*  Taiori  (7)  ed  alle  relazioni  (8).  (') 

A^nngo  anche  le  rormole  valevoli  per  la  quadratura 
d*  una  parte  qualunque  di  superficie  coordinata,  e  per  la 
cubatura  d'  un  solido  qualunque.  Chiamando  Aj  A^  A«  ot" 
dìnalamente  l'area  d'una  parte  qnatsiroglia  di  ana  saper" 
ficie  coordinata  delle  ixv,  delle  vX.  delle  Xfi,  arremo  evi- 
dea  temente 

(9)  \x=sf  Cmndiidv  ,  A„=C  CnldvdX  ,  A,=  f  fimdAdfi  > 

o  chiamando  V  il  volume  d'  un  solido  qualsivoglia,  avremo 
pure  evidenlemenle 

(10)  \=JJflmndXdiidv   ; 

purché  tutti  questi  integrali  siano  debitamente  estesi. 

3.  Considero  la  direzione  della  tangente  ad  una  linea 
qualunque  si  rispetto  agli  assi  rettilinei  delle  x,  delle  y, 
delle  X,  che  rispetto  agli  assi  curvilinei  delle  X,  delle  it, 
delle  V. 

Le  quantità  X,  il,  v  relative  a'  vari  punti  della  linea  sa- 
ranno funzioni  d'una  slessa  variabile  principale}  s' indi- 
chino coD  apicvie  derivate  totali  prese  rispetto  a  questa, 
e  sì  denomini  «  l'arco  della  linea.  I  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente  co'  tre  assi  rettilinei  sono 


ma  stando  alle  (1) 

af  =ailX'-*^^m[i'-t-{hnì/  ,  j/'=JiÌX'-HÌ^m|i,'-HÌ,nv' 

B'=citt'-i-«^«(i'-*-c,nv'  ; 

dalle  quali  mediante  le  relazioni  tra' coseni  si  conclude 

(■)  V.  la  Memoria  deE  «ig.  Lam^:  Sur  Ui  eoordonniu  CurviUgnei, 
atampala  nel  t.  0°  del  Journal  de  Lioaville. 
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(11)  j''=rx"-«-«i'ft'"-+-ft"v" . 

Perciò  rUuIteranno 

(12)   —,  ;=  -{aji.'-t-afjnn'-t-aynv')  ,  ^.=-;(6ilX'-+-A,,»jx'-^»itv') , 

^  */     IV 

—  =  -  (CiiÀ  -t~CfjnUi  -+-«,By  )  ; 

ne'secoodi  membri  s' iDteoderà  posto  invece  di  t*  il  sao  va- 
lore. Io  seguito,  chiamando  ai,  a^,  or.,  1  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente  con  gli  assi  carrilinei  delle  X,  delle 
/x,  delle  V,  saranno 

1  1  .  r 

«i=^  (ai*'-^-*jy'-+-ci^')  ,  a^=  -,  (a^-^-*^y  -^-c^3  )  , 
1 

lo  quali,  per  mezzo  delle  (12)  e  delle  relazioni  tra'  coseni, 

diventano 

-  IX'  mix'  nv' 

(13)  «i—  —    ,    a^=  -^  ,     «,=  -y   . 

Trovo  le  derivate  delle  'deviazioni  delle  tangenti  a'  tre 
assi  carrilinei,  ovvero,  ciò  cb'  è  lo  stesso,  delle  normali 
alle  tre  superficie  coordinate,  laogo  la  lìi^a  qualsivoglia 
d'  arco  «. 

In  primo  luogo  formo  i  valori  delle" nove  derivate  parziali 
dai      àii      dei      da^      dia      de^      da,      db,      de, 
rfX  '     dX  '     dX'     rf/*  '     dfi  '    d(i'     dv        dy  '     dy 
Le  relazioni  tra'  coseni  mediante  la  derivazione  rispetto  a  X 
forniscono 

dax  (tó>        "*  dcj. 


dai  dbi  dci         l 
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''  dX  ^  •  'S^  '-Ix-Wi  '• 

dalle  quali  si  deducono  le  prime  tre  delle  seguenti 
àoì  ^ ,  jOf^       fl,_\      dii  /^        b^\ 

dX  VM,        Ni/  ' 

ijr-'"\!i;^i:;i'~ii;:-'"\^,'^rj  • 

ili.  ~  "vN,  "^L,  '    ' 

6i_       6^1 

L,  ""m.  '    ' 


Le  altre  sei  si  deducono  in  modo  analogo  derÌTando  le  re- 
larìoni  tra'  coseni  rispetto  a  jx,  v. 

In  secondo  Inoge  foroio  i  valori  delle  nove  derivale  to- 
tali a\f  ò'xt  G*),  a'/,,  b'ft,  c'^y  a',  b\  e*,.  Ponendo  per  brevità 


Nj' 


mediante  (2),  (13j,  (14)  diventano  le  prime  tre  delle  se- 
guenti 


(15) 

T,„ 

N, 

a, 
M,  ' 

T.,i= 

«* 
U 

si 

Tede  facilmente  che  le 

«'■= 

Joi 

dfi  "^         iv 

,_^d*, 

/«'- 
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a\=j'(a^Tj,^— a,Tv,i) ,  *'j=j'{6^Ti,^-i,T,„)  , 

(16)  1       «V==»'(<»-T„„-aaT>,^) ,  ft'^=<'(*.T^„-6iTj,„) , 

Si  dedacoQO  le  altre  sei  coli*  operare  in  modo  analogo  so- 
pra i  coseni  a^,  b^,  Cf,,  a,,  6„  e,. 

Ora  si  chiamino  S,,  d^,  d,  ordioalameate  le  derìazioni 
delle  normali  alle  superficie  coordinate  delle  [iv,  delle  vX, 
delle  XfjL  Inngo  la  lineaj  saranno  come  é  nolo, 

d')*=a'')-i-6"j-*-c'i'  ,  d'^*=i:o'^*-t-iV"-'-«V'  » 

Se  ne' secondi  membri  si  sostituiscono  i  valori  forniti  dalle 
(16)  e  si  riducono  le  espressioni  risultanti,  si  trovano 

(17)  f       ^'''  ""  *"*'^'"''  ^  '^'"**'  *""  ""  '"*^"'"*  "^  ^"*"'*' 
l  5",=,"(T%i-t-TV>- 

Queste  equazioni  fanno  conoscere  le  de'rivate  delle  devia- 
zioni delle  normali  alle  Ire  superficie  coordinate  lungo  la 
linea. 

Caso  particolare  delle  (17)  è  la  nota  equazione  relativa 
alle  deviazioni  delle  normali  ad  una  superficie  lungo  una 
linea  qualunque  tracciata  in  essa.  Se  la  linea  d'arco  g  esi- 
stesse in  una  delle  superficie  coordinate  delle  [xv,  formando 
l'angolo  Q  con  la  linea  di  curvatura  v  =  cosi,  della  mede- 
sima, sarebbero 

aj  =  0  ,    a„  «■  cosfi  ,     a,  ^  senS  j 

e  la  prima  (17)  diverrebbe 
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4.  Due  ponti  silnati  in  due  diverse  superficie  della  fa- 
miglia X^cost  si  diranno  corrùpondenli,  quando  saranno 
punti  d'uno  stesso  asse  curvilineo  delle  X;  due  linee  silaate 
nelle  medesime  saperEcie  si  diranno  eorrùpondenti,  quando 
tutti  i  ponti  dell'una  saranno  corrispondenti  de'  vari  ponti 
dell'altra. 

Espongo  una  relazione  tra  lo  tangenti  trigonometriche  de- 
gli angoli  formati  da  dae  linee  corrispondenti  qoalisi vogliano 
con  le  linee  pure  corrispondenti  di  curvatura. 

L'una  superficie  della  famiglia  X=  cost.  sia  data  da  un 
valore  X'  particolare  del  parametro,  ed  il  valore  di  ona  quan- 
titè  qualunque  I  relativa  a  vari  punti  della  linea  tracciata 
io  essa  si  denoti  con  r  ;  l'altra  superficie  sia  data  da  un 
valore  X  qnalonqoe  del  parametro.  Chiamando  €°,  Q  gli  an- 
goli formali  dalle  doe  linee  corrispondeoti  qnalisivt^liano 
con  le  rispettive  linee  di  curvatura  v  =  cost.,  si  dedurranno 
dalle  (12) 

cosS*  =  —.11'  senfl"  ^  --,  1/  , 

cosS  =  —a' ,      senS  =  -j  w  ; 

perciò 

ift         .        /  m         „       v' 

-^  tan(ro'=! -7-,       — tauir9:=-,  ; 
«•       ®         fi'         n      "        (i' 

e  fiatJmeote 

(18)  -  taBg$  =  ^  Unge»  . 

Trovo  il  valore  della  derivata  della  deviazione  d'ona  rell«, 
la  quale  incontri  i  vari  ponti  d'uno  stesso  asse  curvilineo 
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delle  X ,    e  si  conservi  sempre  Ungenle  alle  diverse  linee 
corrispondenti  d'uno  stesso  gruppo  tracciale  nelle  superficie 
della  famiglia  X  ■=:  cost. 

Si  chiami  0  la  deviazione  di  questa  retta;  e  siano 


i  coseni  degli  angoli,  che  la  tangente  ad  una  qualsivoglia 
tra  le  linee  corrispondenti  fa  co'tre  assi  rettilinei;  avremo 

Le  (12)  forniscono,  avvertendo  che  X'  =  0, 

d- 

-sr = 7  L"' «i  " -^  "■  Si  "  -  •"' (  M.  *  N  j  J 


1 ,     ,       .'''' 


A' 


ì      1  r,  dm    ,       .  dn   ,      ,  ,  ima'       nv\"I 


1  di' 


t'       ì  r     dm     ,  dn    ,  ,  /ma'        «v'il 

-sr=-A''Ai'-*-'-di'-  "'  (m.  -"  N-jJ 


perciò  sarà 
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la  quale,  osservando  che 


dk/       dm     ,,        dn     ,,\       \dX': 


,  (fa'  dm     ,,  dn    „ 

si  ridace  alla  seguente 
,.n     (iflJv*      ,,/cosfi    senfly'  ,.      ,.  /dloga    dioam-.' 

/dD\» 
Qnesla  espressione  dì  l-TT-l    può  mettersi  solto   un    altra 

forma;  perciò  si  osservi  che 

inoltre 

quindi  sarà  pure 

5.  Trovo  la  derivata  degli  angoli  di  contingenta  della  linea 
qualunque  considerata  nel  u.  3. 

Siano  jSi,  J3^,  /3,  ì  coseni  degli  angoli  formati  ordinata- 
mente dal  raggio  osculatore  della  linea  cogli  assi  curvilinei 
delle  X,  delle  [i  e  delle  v;  e  siano  fx,  y^,  y,  i  coseni  degli 
angoli  formali  ordinatamente  dalla  perpendicolare  al  piano 
osculatore  con  gli  slessi  assi.  Questi  sei  coseni  assieme  agli 
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<Xi,  itflt  a.  soddisferaono  manifeslamente  ad  equazioni  affatto 
analoghe  a  quelle,  alle  quali  soddisfacevano  i  coseni  degli 
angoli  compresi  tra  gli  assi  rettilinei  e  le  tangenti  agli  assi 
curvilinei. 

Ciò  premesso ,  si  chiami  ip  it  complesso  degli  angoli  di 
contìgenza  e  si  formi  la  derivata  totale  dell'equazione 


s  »  s 

avvertendo  che 

A(-!)'ii(i;)',i(4)' 

f    \$f        f    \s /        f    \s/ 

sono  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  ordinaria  fa  coi 
tre  assi  rettilinei,  si  otterrà 

1 

a'j  —  ^if*  —  j  (*»'*«'  -+-  Ky'  -+-  c'ja') 

Questa  equazione  mediante  Ife  (12) ,  (16)  sì  riduco  facil- 
mente alla  prima  delle  seguenti 

a'i  —  /3if'=  s'(«/.Ti,/.  -  K.T«i)  . 
«V  —  M  =  «>-T^„  —  otiTi,^)  , 
«'.  -  JS^'  =  sVjT,,*  -  a;t^„)  , 

le  altre  due  s'  ottengono  operando  in  modo  analogo  sulle 

equazioni 

x'       .     v'  s'  x'        ,    y'  «' 

«j»  --^b^  i  -.-c^-_  =  a^,       o,  _  -^  J,  i, -+- e, -,  =  «, . 

Le  tre  equazioni  ottenute ,  quando  sieno  moltiplicale  or- 
dinatamente per  tx-i,,  a„  a,,  e  sommate  tra  loro  sommini- 
strano una  equazione  identica  in  causa  delle  relazioni  tra 
coseni.  Le  stesse  moltiplicate  ordinatamente  per  J3),j3/„j3,, 
e  sommate  tra  loro,  danno  (a  seguente 
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la  qaale  fa  coaoscere  il  valore  della  derivala  degli  angoli 
di  coalingenza.  Infine  le  medesime  moUìplicale  ordinala- 
menle  per  ^;i,  7/i,  7»,  e  sommate  tra  toro ,  somministrano 
(22)  0=Vi«'i-^y^a',u-*-vy -*'(jSiT^,v-H-/3^Tv,j-i-yS,Tj,^)  ; 
la  quale  serve  a  determinare  uno  degli  angoli,  che  la  nor- 
male ordinaria  0  la  perpendicolare  al  piano  osculatore  fa 
coi  (re  assi  curTilinei,  venendo  in  seguito  determinati  gli 
altri  mediante  le  relasioni  tra  coseni. 

Se  la  linea  é  situata  in  una  superficie,  le  (21),  (22)  forni- 
scono cdme  casi  particolari  la  nota  equazione  d'Eulero  ed 
un'altra  equazione  pure  nota,  la  quale  serve  a  determinare 
l'angolo  compreso  tra  la  normale  ordiuaria  della  linea  e  la 
normale  della  superficie.  Esista  la  linea  in  una  delle  su- 
perficie coordinate  delle  fiv  per  cai  «>  =  0;  le  relazioni  tra 
coseni  danno  facilmente 

«^  =  cos6  ,  a,  =  sBn9  ,  ^1  =  C0S4) ,  yi  =  seno  ; 
^^= — sen9sena>,  jS,=cos9senu,  ^^'^senScosu,  7,=— cosScosuj 

ove  a  dinota  l'angolo  delle  due  normali.  Per  conseguenza 
le  (21),  (22)  diventano 

(.dm          „d«\ 
cose-; senS-j-  \                      ,.         ,, 
,,       ,         dv            da.  ì               ,/cos  w    sen  t/\ 
B' — s  '-  J-i-  cosu.s'l-- 1 — ; — -I  : 

/  dm  dn\ 

1  cos6— sen5-~ì  ,.  „ 

A  .,       ,  dv  dui  ,/COS  $      senQ^ 

mn  \  Lj„  L,    / 

dalle  quali  si  concludono  le  due 

p'coss)        cos'5       sen'fl 

»'  L/t  L,    ' 

.  dm  dn 

^  .,       cose  -; — -  seoff— 

7  se  no       9  dy  dfj. 
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Determino  gli  angoli,  che  le  Dormali  ordinarie  degli  assi 
curTilinei  delle  ft  e  delle  v  fanno  con  la  normale  a  quella 
SQperficìe  della  famìglia  X  =  cost.,  nella  quale  essi  giaciono 
cio£  fanno  con  la  tangente  all'asse  curvilineo  delle  X.  De- 
nomino ordioatamente  u^,  a,  questi  dne  angoli;  è  chiaro 
che  s'otterranno  i  valori  loro  ponendo  soccessÌTamente  nelle 
due  ultime  equazione  6=^0,  $  =  ìk,  ed  eliminando  9'  eia- 
scuna  volta.  Si  trovano  in  tal  modo 

dm  dn 

(23)  "aT  ^'dji. 

tang»„=  —     — :  tanga),  ^  — ^   - 
mii  mn 

6.  Da  ultimo  trovo  la  derivala  degli  angoli  di  torsione 
della  medesima  linea  qualunque. 

Si  chiami  )F  il  complesso  degli  angoli  di  torsione^  e  si 
chiamino  ù  ty  *i  i  coseni  degli  angoli,  che  la  perpendicolare 
al  piano  osculatore  fa  co'tre  assi  rettilinei  delle  x,  delle  y 
delle  s;  abbiamo  per  note  formole 

'-4(7)'-     'V=7(^)'-     '-'  =  &■    . 

Ora  formando  la  derivala  totale  dell'equazione 

s'ottiene 

ft*'  ■*-  i^x  *  .,»'l  -.-  v'i  =  •/>  i 
)a  quale  per  mezzo  delle  (16)  si  riduce  faciimente  alla  pri- 
ma delie  segaenti 

Al"  -  v'j  =  Ay,T.,i  -  7,Ti,,)  , 
^,r-7',  =  .'(7A„-7.T,„), 
^.<l"-/.  =  .'(r,T„.-YX,>). 

Bisuttano  le  altre  due  coll'operare  in  modo  analogo  sulle 

equazioni 
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ùo^  -•-  lyft/i  -•-  U'^p  =  V/i  )  «j^v  -•-  •',*»  -♦*  'jC,  =  ";,. 
Se  si  moltiplicano  rispetliTamente  per  ccì,  a^,  a,  le  tre  equa- 
zioni otlennle  e  si  sommano  tra  loro,  sì  trova  od  equazione 
la  quale  può  trasformarsi  nella  (22)  mediante  le  relazioni 
de' coseni.  Se  si  moltiplicano  le  stesse  rispettivamente  per 
j3^,  /3^,  j3,  e  si  sommano  tra  loro,  sì  trova  la  seguente 

(24)  r=/3i7',*/3,y^/S./.-<'(«iT,„-*-«,T„i-*«.Ti„)  ; 
la  quale  fa  conoscere  il  Taloro  della  derivala  degli  angoli 
di  torsione.  Infine  se  si  moltiplicano  le  tre  medesime  equa- 
zioni rispettivamente  per  7;,  y^,  7,  e  si  sommano  tra  loro 
s'ottiene  un'equazione  identica  in  causa  delle  relazioni  tra 
coseni. 

Caso  particolare  della  (24)  è  la  noia  equazione  relativa 
agli  angoli  di  torsione  d'nna  linea  tracciata  io  nna  super- 
ficie. Se  la  linea  giace  in  una  delle  superficie  coordinate  delle 
{W,  i  nove  coseni  saranno  espressi  coi  due  angoli  6,  a  come 
nel  o.  antecedente  e  la  (24)  si  riduce  alla  seguente 


PARTE  SECONDA.  (<) 

Luogo  de'  centri  di  curvatura  d'una  superficie  qu^unque. 

1.  Considero  il  caso  particolare,  nel  quale  gli  assi  delle 
X  sono  linee  rette.  Allora  i  coseni  aj,  b},  o.  saranno  indi- 
pendenti da  X  manifestamente;  quindi  le  prime  (re  (14)  da- 

1  1 

ranno  u*  =  Ot  iù*  ^^  ^)    '^  quali  esprimono  la  noia  pro- 
prietà cbe  le  superficie  delle  famiglie  [i  ^cost.,  v=  cosi. 

(■)  I  nnmeri  contenuti  entra  pareoleii  dinoteranno  le  eqoizionì 
della  prima  parte,  ed  i  onnieri  sema  parentesi  dinoteranno  quelle 
della  seconda. 

AimaU  di  Scienze  Mal.  a  Fu.   T.   Vili    aprìlt  1857.  10 
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cono  sviluppabili.   In  scgaito  le  (7)  rorniscono  -—  =  0     , 

rffi 

di 

--  1=0;  le  quali  insegnano  che  gli  assi  delle  X  contali  da  una 

BQperlìcie  data  qualunque  della  stessa  famiglia  X=cost.  sono 
funzioni  di  X  solamente  ,  e  quindi  hanno  costanti  di  lun- 
ghezza le  parti  loro  intercette  tra  due  superficie  qaalsìvo- 
gliano  della  stessa  famìglia.  Perciò,  chiamando  parallele  due 
superficie  le  quali  abbiano  comuni  le  normali  ed  abbiano 
eguali  le  parli  di  queste  comprese  Ira  esse,  ha  luogo  la  pro- 
prietà, già  trovata  dal  Sig-  Prof.  Bordoni,  che  se  due  su- 
perficie hanno  comuni  le  normali  esse  sono  parallele. 

Beciprocamente,  se  gli  assi  delle  X  hanno  eguali  tra  di 
loro  le  parti  comprese  Ira  due  superficie  qualsi  vogliano  della 
famiglia  X  =  cost.,  essi  sono  linee  rette.  Difatto,  in  questo 
caso  X  dev'essere  indipendente  si  da  ^  che  da  v ,  per  cui 

1  1 

le  (7)  daranno  ---  =  0  ,  —  ^  0  ;  queste  equazioni  insc- 

gnano  che  le  superficie  delle  famiglie  |i,  =  cost.,  v  =  cost., 
sono  sviluppabili  con  le  caratteristiche  normali  alle  super- 
ficie della  famiglia  X  =  cost. 

Ora  considero  il  sistema  triplo  particolare,  in  cui  le  su- 
perficie della  famiglia  X  =  cost.  sono  parallele.  Assumo  per 
parametro  X  la  lunghezza  della  retta  aormale  ad  una  indi- 
viduata dì  queste  superficie,  per  cui  1  =  1;  e  dinoto  con 
/^  il  valore  d'una  quantità  qualunque /riferita  a  vari  pnnli 
dì  questa  stessa  superficie.  Le  prime  Ire  (1)  forniscono  me- 
diante l'integrazione 
\.        ai  =  x"  -+-  Xai  ,     y  ^  y"  -<-  Xft;, ,     j  =  i»  -+-  Xcj  ; 

ove  37°,  y",  ^)  funzioni  delle  sole  \i.,  v,  saranno  le  coordi- 
nate rettangole  della  superficie  individuata.  Le  (3),  (4)  in- 
segnano che  i  coseni  a^,  b^y  e,,,  a.,  b^,  e,  sono  indipendenti 
da  X;  perciò  le  (2)  somministrano 
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4. 


(U7) 
m        m"         n         n' 

In  seguito,  formando  le  derivale  panìali  di  una  qoalanqne 
tra  le  1  rispelto  a  /x  ed  a  v  ed  osservando  le  (1) ,  (2) ,  si 
trovano 

.=„.(,-^) 

perciò 

3.  L^  =  L%-X,    U  =  L\  —  X. 

Mediante  questi  valori  la  prima  (9)  e  la  (10)  divengono 

e  la  (18)  si  muta  nella 

5.  tóng9=  1^  ^/  ~     tang5». 

Le  relazioni  1,  2,  3,  4,  5  sono  già  state  trovate  con  altro 
metodo  del  Sig.  Prof.  Bordoni. 
Le  (8),  mediante  la  sostituzione  de'  valori  2,  somministrano 
m"         dm'  n*       dn" 

6.  L%         dv   ,  L»,       dft   ; 
rfv            L"i            d/i         Cj,. 

le  quali  ,  unitamente  alle  2,3,  riducono  le  (23)  alle  se- 
guenti 

7.  ''  rfy  '  da. 
tangài,,i=: 5 —         (Bng<>ir=  — i — — 

Se  si  considerano  due  assi  curvilìnei  delle  ji,  si  vede  che  le 
rette  sono  tangenti  ne'  punti,  io  cui  essi  sono  incontrali  da 
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8.    ...=r^(i-i,)Vv-(i- 


(148) 
UQ3  slessa  normale  alla  superficie  individuala  X^^O,  sono 
parallele,  perché  formano  con  ^i  assi  retlilinci  angoli  i  co- 
seni de'  quali  sono  costanti  rispello  a  X.  Quindi  i  due  assi 
curvilinei  avranno  comune  in  essi  punti  Ìl  piano  normale.  Se- 
gue dà  ciò  e  dalla  prima  7,  che  le  normali  ordinarie  de'  due 
assi  in  que'  ponti  saranno  parallele  Ira  loro;  ed  analogamente 
per  gli  assi  curvilinei  delle  v. 

2.  Passo  a  considerare  le  superficie  luoghi  de'  centri  di 
curvatura  d'nna  superficie  qualunque  data. 

La  (11)  fornisce  in  generale 

>\'  .... 

LV"'-      V     FJ"  »' 

ora  per  la  soperficie  in  cai  si  trovano  i  cenlrì  de'  raggi  L% 
dev'essere 

9.  '  7  =  LVi 

perciò  chiamando  X^  il  valore  di  \  reialivoad  essa  super- 
ficie, tft  l'arco  d'nna  linea  qualunque  tracciata  nella  mede- 
sima, risulterà 

,0.  ,,.-  =  y,^(i-^Jn.w, 

ove,  se  si  ritengono  X^,  v  come  coordinate  curvilinee,  si 
dovrà  eliminare  la  fx  contenuta  nelle  L%,  n'  per  meno  delia 
9.  La  10  insegna  che  le  linee  v  ^  cost.  situate  nella  su- 
perficie dei  centri  sono  geodetiche;  si  osservi  inoltre  che 
la  9  4  r  equazione  degli  spigoli  di  regresso  della  superfi- 
cie sviluppabili  v=:cost.  ;  segue  da  ciò  la  noia  proprietà 
che  gli  spigoli  di  regresso  delle  superficie  sviluppabili 
V  =  cost.  sono  geodetiche  della  superficie  in  cui  si  trovano 
i  centri  di  LV  La  seconda  (13)  somministra  qualunque  sia 
la  direzione  della  linea 

a^  =  0; 
quindi  abbiamo  l'altra  nota  proprietà  che  le  normali  alle 
superficie  sviluppabili  |it  =  GOsl.  sono  pure  normali  alla  su- 
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(  U9  ) 
perficie  luogo  de'  centri  de'  raggi  LV»  ovvero  che  le  prime 
sono  Ungenti  alla  secooda. 

Imiuagino  ì  dae  ponti,  ne'  quali  una  stessa  normale  alla 
data  superficie  incontra  questa  medesima  ed  il  luogo  de' centri 
I  coseni  degli  angoli,  che  la  normale  ordinaria  dell'asse  cur- 
vilineo delle  [JL  nel  primo  punto  fa  con  l'asse  delle  X  e  con 
l'asse  currilineo  delle  v,  saranno  espressi  da  cosu^,  senu^; 
i  coseni  degli  angoli  che  l'arco  t/t  qualunque  nel  secondo 
punto  fa  con  l'asse  delle  X  e  con  l'asse  curvilineo  delle  y 
saranno  espressi,  come  insegna  la  (10),  da 


quindi  l'angolo  compreso  tra  la  normale  ordinaria  suddetta 
e  l'arco  «^  avrà  per  valore 


h\} 


V/iCosa^  -+-  (\  —  j-^ìnVsena,.  I 


Mediante  la  prima  6,  la  7  e  la  9  si  trova  facilmente 

per  conseguenza  il  coseno  di  quell'angolo  sarà  espresso  come 
segue 

dL"„  fi' 

Se  9^  appartiene  alla  linea  di  conlatto  tra  la  superficie  dei 
centri  e  la  superficie  sviluppabile  fi=cost.,  è  /j.'=0  e  l'an- 
golo  diventa  retto;  quindi  ha  luogo  la  seguente  proprietà: 
la  retta  tangente  alla  linea  di  conlatto  tra  la  superficie  dei 
centri  e  la  superficie  sviluppabile  fi  =  cost.  unisce  il  centro 
delta  sfera  di  raggio  L"/,  col  centro  della  circonferenza  oscn- 
latrice  dell'asse  curvilìneo  delle  jx  situato  nella  data  super- 
ficie. Questa  proprietà  può  essere  enunciala  anche  nel  modo 
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segacnle:  in  oa  panlo  qualunque  della  superficie  de'  centri 
lo  spigolo  di  regresso  e  la  linea  di  contano  comprendono  un 
angolo,  il  quale  è  complemento  di  u»-  £  poi  facile  concludere 
la  nota  proprietà  che  queste  due  linee  scmo  a  langenli  con- 
jugate,  perocché  la  snpcrGcic  svilappabile  tangente  alla  su- 
perficie de' centri  lungo  la  seconda  ha  )e  caratteristiche  tan- 
genti alla  prima. 

Se  si  fosse  considerala  la  superficie,  in  cui  si  IrflTano  i 
centri  delle  sfere  di  raggi  L%,  sarebbero  risultate 

12.      X.  =  L%,     .'%  =  A'\-4-(l-^)VV"; 

ove  X.  esprime  il  valore  di  X  per  quella  superficie,  f,  l'arco 
d'una  linea  qualunque  tracciala  nella  medesima.  Si  avrebbe 
concluso  che  gli  spigoli  di  regresso  delle  superficie  sviluppabili 
/.i^cost.  sono  geodetiche  per  la  superficie  de'  centri;  e  che  le 
superficie  sviluppabili  v^cost.  sono  tangenti  alla  stessa.  In- 
fine, allribaendo  a'cosenì  i  debiti  segni  ed  osservando  che 

"•  ^.  =  -^v--(l--)«y<ang«.  . 

si  avrebbe  trovato  che  gli  spigoli  di  regresso  e  le  linee  di 
contatto  comprendono  un  angolo  il  quale  è  complemento  di 
o„  e  che  queste  due  linee  sono  a  tangenti  conjugate. 

Mediante  le  11,  13  esprimo  i  valori  di  V^,  «',  con  le  due 
stesse  coordinale  curvilinee  ft,,  v,  ed  ottengo 


,,         /dL",\»    ,,       „dL",  /.        L',\     „  ,  , 

'■=(•*-)''   -2— (l-->l.«g».,^' 
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(  151  ) 

3.  Determino  cìù  che  risgoarda  l'incorTamenlo  delle  due 
linee  d'archi  t^,  $,. 

Osservo' dapprima  che  le  (15),  qaando  le  superficie  della 
famiglia  ]l  =  cosI.  sono  parallele,  diventano 

fi' 

1  (/«  V*        1  dm  fi' 

m  d[x  ^       n  dv  il 

1    dn*  u*        1    dm"  ft' 
m°   dji  ?        n"   dv    «' 
Ora  considero  la  linea  qualunque  d'arco  «^,  e  denomino  ;;„ 
l'angolo  formalo  da  essa  con  l'asse  delle  X  cioè  con  la  tan- 
gente allo  spigolo  di  regresso,  q^  l'angolo  formato  dalla  nor- 
male alla  superficie  in  cai  essa  linea  è  tracciata.  Avvertendo 
cbe  «^  =  0,  le  relazioni  tra  coseni  danno  facilmente 
«ì.  ^  cosp^  ,    «,  ^  senp^  ,   |3^  -=  cosj/, ,    y^  =  seni/^  , 
pi  =  aenp^nj^  ,    jS,  ss  —  cosp^senj/,  , 
Yi  ^  —  senji^cos^y,  y,  =  eospfiCùsq^. 

Mediante  qnesti  valori  le  (21),  (22)  dopo  alcune  riduzioni 
diveolano 

f'^  =  9en5^(^  —/»/) 

[m'u.'  iv'   dn'        u'  dm"\T 

co,,,  -n  ^  ,e„,,  (_____  )J  , 

0  =  cosy^  ^—  -  ;>/  | 
dalle  quali  si  deducono 
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(  152  ) 
/    ,  lu!  dm"         1/   dn'\  m'u' 

J    ,  n'v'         , 

fu  dinota  il  complesso  deg^i  angoli  di  contingenza  per  la  linea 
d'arco  >„.  Per  mezzo  degli  stessi  valori  la  (24)  diviene  dopo 
le  riduzioni 

ut     wt        I  tu.' dm*         y'   dn'\  m'ft' 

T^  dinota  il  complesso  degli  angoli  di  torsione  per  la  linea 
d'arco  t/,.  Queste  equazioni  fanno  conoscere  le  quantità 
f/a  ^ft  ìli',  perciò  servono  a  determinare  compie tamen le 
tutto  ciò  cbe  concerne  l'incurvamento  della  linea  qualunque 
silnata  nella  superficie  luogo  de' centri  de' raggi  L°^. 

Passando  ora  a  considerare  la  linea  d'arco  «„  sì  chiamino 
ordinatamente  p„  q^  gli  angoli  che  la  tangente  ad  essa  fa 
con  l'asse  delle  X  e  che  la  normale  ordinaria  della  mede- 
sima fa  con  l'asse  curvilineo  delle  v.  Siccome  a,  =  0,  cosi 
saranno 


Sì  =  cosp, ,  a^  =  senp, ,  p,  ^  cosj, ,  y,  =  senj, , 

^>  =  —  anop^nq,,   j9^  ^  cosp^en;, , 

yi  ^  senp,cos}, ,  y^  =  —  cospicos;. 

Denominando  f,  il  complesso  degli  angoli  di  contingenza,  si 
troveranno 


18. 


'    ,  /■/  dn'       a  dm'\  nV 

,  »  ,cosff,  =  sen»,  ( ; —  -r)  -~  coy».-=— » 

\  '    \m'  rff*       «•   dv  /  L% 


[  f  ,S6nf ,  ; 


m*ft' 

"1=7' 
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e  denominando  ^,  il  complesso  degli  an^^oli  di  torsione  .si 
ollerrA 

.„,                 /  v'  dn°        u'  dm'x  n'v' 

19.        q',—  M",  =  coso,  — f~  -T-)  -^-  senp^  -^  . 

Queste  equazioni  valgono  a  determinare  completamente 
tutto  ciò  che  concerne  rincorTamento  della  linea  qualun- 
que d'arco  s,. 

4'.  Determino  tutto  ciò  che  risguarda  l' incurvamento 
delle  due  superficie  luoghi  de'  centri  di  curvatura  della 
data  qualunque. 

L'incurvamento  in  un  punto  qualsivoglia  della  superfi- 
cie ,  in  cui  si  trovano  i  centri  de'  raggi  L% ,  sarà  noto  , 
quando  si  conosceranno  le  due  linee  di  curvatura  passanti 
per  esso  punto  ed  i  valori  de' due  raggi  di  curvatura  sfe- 
rica nei  medesimo  punto.  A  determinare  queste  linee  e 
questi  raggi  valgono  le  16  ,  17  modificate  nel  seguente 
modo.  Dividendo  ciascun  termine  della  11  per  »'^ ,  essa 
può  scrìversi 

d/X     i  ^  C0S3)^  ' 

quindi  la  prima  16,  dopo  aver  diviso  ogni  suo  termine  per 
i^  e  dopo  avere  eseguite  alcune  riduzioni,  diventa 

^'/iCOiqft  tango,        ,  "*'       cos'(p^ — w^) 

*V  L"^— L",        '^'^     j^,     ■^°.«      cos'i)/. 

"     dfj. 

Denomino  k^  il  raggio  della  sfera  tangente  la  superficie 
ed  avente  nn  contatto  del  second'ordine  con  la  linea  v=cosl. 
ovvero  con  la  linea  p^=0}  questo  raggio,  essendo  la  linea 
geodetica,  é  pure  raggio  osculatore  della  medesima,  ed  ha 
per  valore  l'unità  divisa  pel  secondo  membro  dell'equazione 
antecedente  postovi  p^i^O;  perciò 
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21.  i= =1- 

'  *r 

Deooinino  i^  il  raggio  delta  sfera  Ungente  la  saperfìcic  ed 
arenle  an  contiKto  del  second'ordine  con  la  linea  jU^cosl. 
OTvero  con  la  linea  p^  =  ì  rr  -*-  «/,;  si  dedurrà  dalla  stessa 
equazione  SDlecedente 

OQ  t  langaincos'aja 

Mediante  qaestì  valorì  l'equazione  •operiore  può  scriversi 
come  segue 

23  t-'^^^h  =       '^      /sen'p„  _^  cos'lp^— 6i;.}\  , 

»V  cos*«^  '    Jfc,i  h^         ' 

e  parimcnli  la  17  dopo  alcune  riduzioni  dÌTÌene 

V^-~q'/t  __      l      ,seQpaCosp^      sen(p^— Ci)y)cos(p^ — au|\ 

Ora,  le  linee  di  carvatura  passanti  pel  punto  di    coor- 
dinale curvilinee  jx,  v  faranno  con  l'asse- delle  X  un  angolo 

,  ,  1  .        ?  juCOSffu 

Pf,  tale  che  renda  massima  o  minima  la  quantità  —j * 

ovvero  (ale  che  renda  ,  com'  é  noto  ,  nulla  la  differenta 
^/t~  ì'ni  nell'uà  modo  o  nell'altro  si  trova  l'equazione 

25  senp^cosp^  _  aen(p^  -  6>^)cos{p^— ia^)._Q 

dalia  quale  si  deduce 

"°«''''-s;l;;(*Ì-™'*''')'"°o''-*="'  ■ 


„Googlè 


(155) 
0  quindi 

ma»,  b. 


V^k 


sen2u/, 
;^  -2  J^  cos2o^-^l  )]  . 


Questa  equazione  contiene  le  due,  che  servono  a  delerroi- 
narc  te  linee  di  curvatura.  Si  dinoli  con  pu  l'angolo  cor- 
risponderne al  segno  -t-  conlenalo  nel  secondo  membro  della 
26j  e  si  chiamino  ordìnalameute  u^,  «^  i  raggi  di  curva- 
tura corrispondenti  agli  angoli  p^,  p^-t-  i  n  ;  la  '23  per 
mezzo  della  25  fornisce  dopo  alcune  riduzioni 


-  (l-t-tanga^langp^), 


27.  J  «"  " 

)  1  1  /.  \ 

f  —  =  —  (1  —  tangu^cotj)^)  . 

Queste  equazioni  fanno  conoscere  i  valori  de'  due  raggi  di 
curvatura. 

Passiamo  alla  superficie  luogo  de'  centri  de'  raggi  L*.. 
La  13  può  scriversi 

„„                                 Jt'.  v'            C0s(f,-4-M,) 
lo.  —, -j-  =  [ , 

dv   f-,  COSO), 

quindi  la  prima  18  diviene  dopo  le  riduzioni 

y',cos7,  __     tangOji.         ,  n'       cos'(p,-4-6>i,ì 

»,  LV  —  1"%  r,  "L".      cos'è», 

■-■■*" 

Si  chiamino  ordinatamente  K^^  k,  i  raggi  delle  sfere  tan- 
genti la  superficie  ed  aventi  un  contatto  del  second'ordine 
Gou  le  linee  fi:=cost,  v=cost,  ovvero  con  le  lìnee  p,=^, 
p,^in—  M, ;  saranno 
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A."  JL-,   '     *.  L-,-1-'.     ' 

■-■"ir 

Per  consegnenta  l'equazione  antecedente  si  potrà  scrivere 

.  f'tcosq,  __       i        tsea^p,         cos'(fv-»-B,)\ 

»',  cos^Q,  \    k.  A,         /  * 

e  la  19  diventerà 

„,    y'.— Y't  1      f  scDp.cosf ,       •en{}),H-a,)cos(p,-i-s),) i 

<*,  cos'a,  >       i.  A,  ' 

In  segnilo  per  le  lìnee  di  curvatura  sarà 

„_               senp^cosp,        sen(f  ,-t-a>Jcos(p.-t-(».)  _. 
^^'  —J, k. =**' 


e  quindi 


33.  taugn,  =  — —-  I  cos2«,—    ~ 

sen2tt,  L  *, 

S'indichi  con  j>«  l'angolo  corrispondente  al  segno  -4-;  e  si 
chiamino  ordinatamente  u«,  v,  i  raggi  di  cnrvalura  corri- 
spondenti agli  angoli  pn  Pr-*-i^',  si  troveranno 

34. 


—  '=  r-  (»  -^  tang<i>,colp,  1  . 


Le  33  ,  34  fanno  conoscere  le  linee  ed  i  raggi  di  curva- 
tura della  superficie  nella  quale  esistono  i  centri  de'raggi  L",. 


ly  Google 


(157) 
Si  chiamino  S^ ,  S,  le  aree  di  queste    dne    superficie.   Si 
deducono  dalle  10,  12  evidentemente 


35. 


quando  si  rìgnardino  come  variabili  ÌDdipendeati  nel  primo 
caso  V I  V|  e  net  secondo  caso  Xy^me  quindi 

36.  l 

quando  si  rigoardino  come  variabili  indipendenti    in    en- 
trambi i  casi  IX,  V. 

Le  equazioni  delle  due  superficie  de'  centri  espresse  con 
le  sole  coordinale  rettangole  saranno  eTÌdentemente  le  ri- 
sultanti della  eliminazione  delle  p.,  v  tra  le 

37.  as=x°-t-aiL'^ ,  y=y''-t-4iL"^  ,  »=i«°-»-c;L'^  j 
OTTero  le  risnitanli  della  eliminazione    delle  slesse  varia- 
bill  tra  le 

38.  x^°H-aiL%,  y=y*-^-ii.L%,  j(=x"-«-CìL%; 

le  qaali  s'ottengono  ponendo  nelle  1  invece  di  À  prima  L'^ , 
poi  L",  . 

5°.  Per  fare  qualche  applicazione  delle  formole  anlece- 
denli,  considero  dapprima  brevemente  i  dne  casi  partico- 
lari trattali  da  Honge  (■)  ;  quello  cioè  nel  quale  nna  delle 
due  superficie  de'  centri  sia  sferica,  e  quello  nel  quale  essa 
sia  sviluppabile. 

(')  V.  jéppUratlm  de  CAnalfie  à  la  Géomitrit,  S  ^3  «  SS. 
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Se  la  saperlìcie,  in  cui  si  (rovaoo  i  contri  4e'  raggi  L*/,, 
é  sferica  di  raggio  eguale  ed  r,  saranno 

1         1  ^fiCOsq^       1 

A;.       */i  <V  '  ' 

perciò  la  23  darà 

cos'ù)^  =  sen'pB  -4-  cos'(p/.  —  tìu) , 
la  quale  dovfiudo  sussistere  qualunque  sia  p^  fornisce,  poslfl 

sen'u^  -^  0  ,         a^  i=  0  j 
ne  segue,  osservando  le  7 , 

''£=0; 

e  potrà  porsi  m'=\.  Dunque  le  linee  di  curvatura  v— cosi, 
situale  nella  superfìcie  da  de  ter  minarsi  sono  gcodeticbe;  di 
consegoenza  piane  ,  ed  i  L",,  saranno  i  raggi  loro  oscula- 
tori. La  prima  6  somministra 

dv 

la  qaale  insegna  che  le  stesse  linee  sono  costanti  di  forma 
perchè  rimangono  inalterati  passando  dall'una  all'altra  i  raggi 
loro  osculatori;  il  valore  di  questi  si  deduce  dalla  21,  che 
di  viene 

S'ottengono  i  valori  delle  quantità  L% ,  n"  integrando  le 
equazioni 

rf-llS»^-!'  1»        IMI.  ,.,rflog»°_.„     dL%_ 

che  si  desumono  facilmente  dalla  22  e  dalla  seconda  6.  Se 
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ora  passiamo  all'altra  superGcie  ie'  ccQlrì  siccome  U  seconda 
29  diveata 

^«. 

cosi  coDclndlamo  che  essa  è  sviluppabile  ed  ha  le  caratte- 
ristiche inclinate  d'  un  angolo  eguale  ad  in  —  a,  rispetto 
air  asse  delle  X.  I  raggi  di  curvatura  di  questa  saperlicie 
saranno  espressi,  come  insegna  la  30,  da 


di',      , 
,  — — cos'i), 
dv 


Se  la  superficie,  in  eoi  si  trovano  i  centri  de'  raggi  L%, 
è  sviluppabilB  la  10  insegna  che  si  n"  che  L",  devono  es- 
sere indipendenti  da  X^  ,  quindi  da  fi;  (*)  adunque  in  que- 
sto caso 

dfi  dp. 

la  seconda  6  insegna  che  data  l'una  di  queste  equazioni , 
l'altra  consegne.  Ora  le  linee  di  curvatura  (t  ^  cost,  trac- 
ciale nella  superficie  da  determinarsi  saranno  geodetiche  , 
piane  e  di  forma  costante  ;  inoltre  i  raggi  di  curvatura 
L*/,  saranno  costanti  lungo  una  lìnea  dell'altra  curvatura. 
In  seguito,  la  32  é  soddisfatta  sia  coll'attribuire  a  ;>„  i  due 
valori  O.ìn,  sia  cui  porre  A,  =  A,  Nell'un  caso,  ritenuto 
^,  =  0  ,  la  prima  34  dà  u,  =  &■  *  e  la  prima  29  insegna 
essere  u,-indipendente  da  fJi;  perciò  la  superficie,  in  cui 
esistono  i  centri  de'  raggi  L%,  è  sottoposta  alla  stessa  de- 
finizione della  superficie ,  alla  quale  appartengono  le  duo 
de'  centri'  Nell'altro  caso  abbiamo  come  insegna  la  30,  una 
superficie  sferica,  e  ricadiamo  nel  caso  antecedente. 

{')  V.  la  Nota. 
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6.  Per  fare  nn'altra  ap^licaiìone  delle  forinole  anlecedeDli 
considero  la  famìglia  delle  superficie  d'area  minima.  È  nolo 
che  per  queste  superficie  ha  luogo  l'equazione 

L%  =  -  L%  ; 
per  cai  le  6  diventano 

dlogLV  _  gi!^?^  rflogLV  _  o  Jlogn* 

dv                 dv      '  dfx                ''f* 
Ne  segue 

d'Iogm"  d'ìogn" 

dndv  (Ifirfv 


P^^)      Q .)  ' 

ove  P(^) ,  Q(,)  sono  due  funzioni  arbitrarie  delle  variabili 
notate  tra  parentesi.  Si  riflella  che  le  m",  n*  sono  le  deri- 
vate di  due  archi  prese  l'una  rispello  a  /x,  l'altra  rispello 
a  v;  ora  se  si  riguardano  come  variabili  novelle  invece  delle 

|X,  V  le  I  P(/t)  dfi.,  I  Q(,)  dv ,  e  si  denotano  con  m'  ,  n'  le 

derivate  degli  slessi  archi  prese  rispello  a  queste  1'  equa- 
zione antecedente  si  muta  in  quest'altra  più  semplice 

(a)  «1°  =  n*. 

Ciò  torna  lo  slesso  che  dire:  i  parametri  p,,  v,  che  fino  ad 
ora  erano  indeterminati,  s'inlenderanno  tali  per  cai  abbia 
Inogo  l'equazione  (a).  Quest'equazione  insegna  che  ogni  su- 
perficie appartenente  alla  famìglia  d'  area  mìnima  pud  es- 
sere divisa  in  rettangoli  infinitesimi  simili  Ira  di  loro.  In 
seguilo  sì  troiano,  indicando  con  C  una  costante  arbitraria, 
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ora  si  possono  soatitaire  le  Tn-iabìlì  jx,  v  alle  C^,  C„  nel 
qaale  caso  l'equazioDe  {a)  si  verifica  tattora  ;  qaiadi  por- 
remo 

(A)  L%  :=  m''  ,    L»,  =  —  nr". 

Mediante  questi  ralorì  le  7  diventano 

(.)  tango,  =  -  —  ,     l,ngu.___. 

Si  osservi  che  m*  non  è  funsione  al  tatto  arbitraria,  ma 
deve  soddisfare  ad  una  equazione  alle  derivate  parziali  del 
second'ordioe;  difado,  chiamando  t  l'arco  d'una  linea  qua- 
lunque situala  in  una  superficie  della  famiglia  d'area  minima, 
sarà 

»"  =  «"'(fi"  -*-  v")  , 
ed  applicando  a  questo  valore  di  i"  la  formola  di  Gauss  si 
troverà 

1 1_  fd'ìogm*       d*logm*» 

li'/th",  m'*  V     d|i  rfv      ' 

ovvero  sostitnendo  e  ridacendo 

Ora,  per  la  superficie  in  cui  sono  gli  estremi  de*  raggi  L%, 
la  derivata  dell'arco  d'una  lìnea  qualsivoglia  ha  per  valore 

e  l'area  é  data  da 

della  quale  espressione  si  trova  immediatamente    un  inte- 
grale primo.  Qnanto  all'incnrvamenlo ,  si  haano  dapprima 
1  11         langSi),cos'a^  _ 

hfi       ^m^'laugu,  '  i^  2m"         * 

AtmaU  di  ScM»i«  Mot.  a  FU.  T.  Vili-  Magaio  1S57.  It 


ly  Google 


(  «2  ) 

in  seghilo  la  direzione  delle  )ìaee  di  eurTatnn  ò  data  d« 

tangy^  ma  Jcolu^[UDg'«^  -t-  Ung'a»  —  1 

=fc  l^tllang'w,.  -^  lang*«,  -+■  1)'  —  4taiig'u,)]  ; 

od  i  raggi  di  curvatura  sono  sominìoislrali  da 

. H_  ^  i»ng'»^  -+-  lang  a, 

H-  1  -*-  i/"  [(laag'iii^  +  lapgV  -*-  1)'  —  4Ung'«^]  , 

— . 2_  =  tang'a»^  -*-  taog  «, 

.H- 1  —  v/"  [(tang^fii;,  '-*-  tangV  -4-  1)'  —  4tangV]  ; 
le  quali  espressioni  insegnano  che  la  superficie    de'  centri 
ba  i  raggi  di  curvatura,  direni  nello  stesso  senso.  Si  con- 
clude dalle  medesime 

l/-Kr,)  =  2i^(-Lvl'.); 

la  quale  equazione  insegna  che  il  raggio  di  media  curva- 
tura della  superficie  de'  centri  é  doppio  di  quello  della  iUf 
periicie  d'area  mÌQima.  Quanto  alla  dijrezione  del  piano  tan- 
gente, le  (3^1,  (4)  somministrano 

dO/t  dlogm'    di;, dlogtn*    de^  dlogm" 

<iv  "*"   '     dfi     '  di»         *     d/t     '  du         '     dft 

dtt/t dlogm"     di, (flogm*     de, dlogm" 

dv  dv     '  d/i         ''  "    di»      '  d/x        ''     dv     ' 

individuata  la  m",  ftintione  delle  (i,  v,  queste  equazioni  fa* 
ranno  conoscere  mediante  l'integrazione  ì  valori  delle  a^, 
i/»  C/i»  coseni  degli  angoli  formali  dalla  normale  alla  su- 
perficie de'centri  co  tre  assi  rettilinei. 

In  modo  analogo  si  può  determinare  tutto  eia  che  con- 
cerne la  quadratura,  riocurvamento  e  la  direzione  della  su- 
perficie in  cui  si  trovano  gli  estremi  de'  raggi  L%'. 
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7.  Per  fare  an'ulUma  «pplicazionc,  coDsidero  le  tre  note 
famiglie  di  superfìcie  ortogonali  del  second'ordine  espresse 
con  le  equazioni 

»'  ,    »'     ;    ''    _,]   t_^_f_ 'l——\ 

p       p— D'-      f  —  E*     ■     ' 'j«       fi  — D'       E*  — fi       ' 


--i :-— =  1  ; 


«vft^p,  [t;  y.sono  ordinalaloeale  i  tre  paiametri  della  fa^ 
■ùglia  dfelliuoidi»  d' iperboloidi  ad  Boa  hJda  e  d' iperbo- 
loidi a  dne  falde;  quindi  abbiamo  sempre  . 

D'<E'<f.,    D'<f«<E',     0<v<I)". 

Se  dnddsono  4a  qneste-eilaazieni,  com'ò  noto, 

'  -py(D'-») 

'"'  i         ■         ^Hp^Ey(E^-(l)^^(E■-^) 
(  ''~   I      .        Ék(E"— D') 

Perciò  le  (1),  aTvertendo  che  qnl  s'è  posto  p  ìnrece  di  X,  ^ 
danno  mediante  le  relazioni  tra  coseni 


<,=2Kpl^(,.-D1l^(p-E-),V=2K(il^(pi-I)")l^(E"-(<), 

.<.  =  2Kvi/(D'  -  v)l/  (E'  —  V). 
Le  stesse  (1).  Torniscono  i  ceienì  degli  angoli,  che  la  nor- 
male all'ellissoide  qualunque  p  =s  cost.  fa  co'lre  assi  ret- 
tilinei, esprèssi  oame  aegne 
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'~2i    DE    t/>' 

1  l/(;.-D')l/^|D'-v)         1 
'      'U       D/(E'-D')       VÌP-B')' 

_1  t^(E'-(i)l/^(E--»)        1 
'~a(        El^(E"-D-)        t/(f-E") 

JaGne  dalle  (7}  eì  dedocont»  i  VRlorì  de*  dne  raggi  di  carra- 
tani  LV,  L°,  retativi  ad  qd  ponto  qualsivoglia  dello  stesao 
ellissoide,  i  quali  sono 

(d)        V, = -  n?  -  /i) ,  L".  =  -  a(p  - ,). 

Ora,  si  chianaÌDo  x„  y^,  s^  te  coordinate  rettangole  della 
superficie,  in  cui  si  trovano  gli  estremi  de'  raggi  V^;  x„ 
y,  ,  Xr  qijelle  della  sapcrficie  in  cui  esistono  gli  estremi 
de'  raggi  LV  Le  equazioni  di  qaeste  due  superficie  in  ter- 
mini  finiti  si  deducono  dalle  37,38,  scriveodo  inrece  delle 
quantità  a;",  y",  i' ,  ai,  iji,  «> ,  L%,  L",  i  valori  sommi- 
nistrati dalle  (a),  [ò),  (e),  {4y,  s'ottengono  io  tal  modo,  fatte 
le  riduzioni, 

'^'^    DE    l/p'    """^         Dt^(E*  — D')        i/{p-D")' 

*"  E|/{E'-D"}         l/(^-E*)' 

KM  ^         _       1/  0*  -  D')K(P'  -  v)     D'-w 
"""^    DE    i/p"   ^'       "^         Di/(E'— D')         l/(p-D')* 

_       t/-(E'  —  jn)K(E'  -  v)     E*  -  y 
*•  Ei/(E'-D')         K(/'-E')' 

Da  queste  equazioni  si  traggono  te  proporzioni  seguenti 
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r  :  »-  :  y.  «=  f  —  D*  1  fi  —  D'  :  —  (W  —  v) 
m'  :  x^  :  s.s=  f,~-E'  :  —  (E"  —  fi):  —  (E»— »); 
chiamando  gl'iperboloidi  di  parametri  fi,  v  omonimi  rispelti- 
TSmenle  alle  due  saperficìti  luoghi  de' centri  deVaggi  L^jL",, 
«bbiamo  U  proprietà  che  le  coordinate  rettangole  deit'ellif- 
soide  e  delle  due  superficie  di>'  centri,  nel  senso  di  eiascnn 
asse,  sono  proporxioiiali  a'qnadrali  de'  semiassi  dell'ellissoide 
e  degli  iperboloidi  omonimi  alle  medesime  superficie  del 
centri. 

La  determinazione  di  tutto  ciò  che  risguarda  la  direzione 
e  riocurvamento  di  qnesli  due  luoghi  de'  centri  non  pre- 
senta difficoltà  vernoa,  eccettaata  la  langhessa  de'  calcoli. 
Pavia  1857. 

lUTOSnO   AD   unA   LINEA   StTUATA   IR   DNA   SWlnrKH 
sriLUPPABILE. 

NOTA 

BEL  pmov.  DELBinra  codazzi. 

Siano  X,  1/.  z  ed  f  le  coordinate  rettangole  e  l'arco  d'una 
linea,  la  quale  incontri  sotto  aSf^U  retti  le  caratteristiche 
d'una  superficie  sviluppabile  3  X,  Y,  Z,  le  coordinate  ret- 
tangole d'un  punto  qualunque  della  caratteristica  passante 
per  l'estremo  dell'arco  *;  a,  A,  e  i  coseni  degli  angoli,  che 
questa  fa  co'tre  assi  coordinati;  X  la  parte  della  medesiua 
compresa  tra  la  linea  ortogonale  ed  il  punto  qualunque. 
Le  quantità  x,  y,  s,  s,  a,  b,  e  saranno  funtioni  d'una  stessa 
Tariabile}  sia  questa  la  ».  Avremo 

inoltre 
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dx        ,  <ty  dz        ^ 

di  OS  dt 

Sì  dcDomiii  S  l'arco  d'nna  linee  qualsivoglia  litoata  Della 
superficie,  e  s'indichino  con  apici  le  derivate  telali  prese  ri- 
Bpelto  ad  una  variabile  qualunque;  sarà 

ovvero  . 


=r^  1-^2x1 


/dx  da       ^  <tt       dsdc\ 

Ad»  S"^  di  Si  *^  5  a' 


■^■\&)-ù'<n\- 


ErideiileiDeate,  p*r  nn  punto  qnalanqve  dello  spigolo  di 
regresso  della  superficie  sviluppabile  vari^anno  x,  y,  z,  a, 
h,  e  seuza  che  varìino  X,  Y,  Z,  X;  perciò,  denominando  X' 
la  funzione  di  >  valore  di  X  relativo  ad  esso  jpi^lo  dt  re- 
gresso, si  avranno 

da        dt  ds        dt  di        dt 

da  cui  si  traggono 

(sr)  "^  uù  '^  \w  "^  p  ' 

dx  da       dy  di       dx  de  1 

dt  dt        dt  da        da  d»  X" 

SoBtitne&do  questi  valori  neirespressione  aalccedente  di  S" 
e  rìdocendo,  si  troverà 

la  qaale  é  l'equazione  generale  della  dsrivata  d'uó  arco  si- 
tuato in  Qua  superficie  sviluppabile  ed  espresso  con  le  eoor- 
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dìnale  curvilinee  X,s.  È  chiaro  che  l'eqnaiione  rimane  ìnal- 
lerala,  quando  le  superficie  subisce  una  deformazione;  al- 
lora le  coordinate  X  cesseruino  d'essere  caratteristiche  ma 
resteranno  geodetiche. 

Reciprocamente,  l'equazione 

ove  X'  é  funzione  di  >  soltanto,  è  speciale  per  ani  linea 
esistente  in  una  superficie  sviluppabile.  Difatto  l'unità  di- 
visa pel  prodotto  de' raggi  di  curvatura  della  superficie  re- 
lativi  al  punto  di  coordinale  curvilinee  A,  4  ha  per  Talora, 
applicando  la  formola  di  Gauss 


'•(•->-.). 


Il  quale  quantità  è  manifestamente  zero. 
Pavia,  1857. 
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SUR   l'iITDUGTIOII   ÉLECTROSTATtQUE 

NOTE 
PAB  m.  A.  WE  LA  KITE 

Tai  en  le  plaisir,  pendant  mon  séjoar  h  Bomc,  de  Toir 
toules  Ics  expériences  dont  M.  Volpicetlì  parie  dans  son  mé- 
moire  (1),  et  qae  ce  savant  distingue  a  bien  touIu  me  mon- 
trer.  J'ai  pu  constaler  la  parraite  exaclitude  de  lotis  le» 
faits  décrils,  ainsi  qoe  le  mode  d'expèrimentalion  aussi  in- 
génieux  que  délicat  du  pfaysicien  ilalienr  Les  conclasions 
que  H.  Volpicelli  lire  de  toates  ces  expériences  sembtent 
inconteslables;  cepeodant  le  principe  qn'il  établit  de  l'exi- 
Blence  d'une  éleclrìcilé  dissimalée,  a  élé  combatlu  déjà  pré- 
eédcmment  par  divers  savants  lorsqn'  il  a  ét6  mis  en  avant 
par  qoelqnes  physiciens  et  derniéremcnt  par  Melloni;  H. 
Biess,  en  particulier,  a  cbcrché  à  dt^monlrer  soit  Ihéoriqnc- 
ment,  soit  expérimentalement  à  l'occasion  du  condensateur, 
qae  ce  principe  ne  pent  étre  admis  ;  il  est  Trai  qn'  il  ne 
eoDnaissait  pas  alors  les  derniers  Iravanx  de  M.  Volpicelli. 
Je  dois  avoncr  que  ces  recbercbes ,  et  en  particulier  les 
expériences  avec  le  pian  d'épreuve,  on  fait  sur  mon  esprit 
Hue  grande  impressioa;  mais  il  faut  reconnattre  que  le  sajet 
dont  il  s'agit  doil  itre  cxamioè  de  très-près  et  d'une  ma- 
nière approfondic  avant  qu'on  puisse  émeltre  une  opiaion 
bien  prononcée;  c'est  cel  examen  que  j'espère  faire  plas 
lard  k  téle  reposée;  aussi,  pour  le  moment,  je  me  home  h 
reodre  jnstice  à  l'exactitude  et  à  l'ingùnieuse  manière  d'o- 
pérer  de  M.  Volpicelli. 

Romg,  le  14  arril  1837. 

(1]  V.  Bibliothèque  noivcrMllo  di  Genève,  archi*»  ie*  tcience*  pfay. 
et  n»(.  T.  XXXV,  mai  1837,  pag.  30-ComplM  Rendut.  T.  XLIV,  «^auce 
•ìa  4  mai  18S7,  p^[.  917. 
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PORUtlLE    GENEBALI    PEL    MANOIIETHO 
AD   AKIA   COKPHESSA,    E    PER    LO    STEREOMETRO. 

NOTA 
BEL  FBOV.  P.  vai.riCELLI. 

Fra  le  molle  applicazioni  della  legge  di  Bojle  e  Mariolle, 
si  annoTera  il  manometro  ad  aria  compressa  ,  e  lo  stereo- 
metro. In  qaesta  nota  daremo  alcane  formale  pia  generali 
di  quelle  già  conosciate,  relative  agl'ìndicati  dac  stumenti: 
tralasceremo  poi  le  fignre  che  ai  medesimi  si  riferiscono  , 
perchè  abbastanza  cognite,  mollo  facili  ad  immaginare,  oltre 
ad  essere  nei  primari  corsi  dì  fisica  riportate.  Chiameremo 
gas  premuto  quello  che  ,  sempre  chiaso  fra  il  vertice  del 
tubo  manometrico  ed  il  mercario,  cangia  continuamente  vo- 
larne; e  gas  premente  l'altro  che  tali  effetti  produce  colla 
sua  pressione.  Dicasi  ; 

fi  il  coeflSciente,  pel  qoale  deve  moltiplicarsi  la  pressione 
atmosferica  media  Of'"^ò,  per  misurare  l'azione  qualunque, 
o  forza  elastica,  esercitata  da  un  gas  o  vapore,  contro  l'aria 
chiosa  nel  manometro. 

a  la  differenza  fra  i  due  lÌTellì,  corrispondenti  all'equi- 
librio iniziale. 

/  la  distanza  fra  il  livello  a  contatto  del  gas  premuto, 
ed  il  vertice  del  manometro,  nel  caso  della  pressione  iniziale. 

X  la  distanza  fra  il  livello  del  mercurio  in  contatto  del 
gas  premente,  ed  il  vertice  del  manometro. 

p  te  reazione  iniziale  del  gas  premuto  ,  cui  corrisponde 
nel  gas  premente  un  azione  o  pressione,  che  pure  chiame- 
remo iniziale,  cioè  da  cui  parte  il  ragionamento. 

l'  la  distanza  fra  il  livello  in  contatto  del  gas  premulo, 
ed  il  vertice  indicalo. 

p'  la  reazione ,  o  forza  elattica  corrispóndente  nel  gas 
premuto. 
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,  y  la  disianza  fra  i  dae    livelli,  a   contatto  ambedae  del 
gas  premuto ,  ma  corrispondenti  ano  alla  reazione  iniziale 
pf  l'altro  alla  reazione  qualunque  p'  del  gas  medesimo. 

X  la  distanza  fra  i  due  livelli ,  a  contatto  ambedue  del 
gas  premente,  ma  corrispondenti  uno  all'azione  iniziale,  l'al- 
tro all'azione  qaalanqne  del  gas  medesimo. 

B  ,  r  sieno  i  due  raggi  dei  livelli  circolari  del  merca- 
rio»  uno  in  contatto  del  gas  premente,  l'altro  del  gas  premuto. 

Ciò  premesso,  egli  A  chiaro  che,  ritenendo  Q,"16  per  al- 
tezza normale  del  barometro,  avremo  il  seguente  sistema  di 
equazioni. 

(n.0-,'76  =^  j)'-+-  a  =fc  (y-t-s)  ,    nr^y  =  jrR'«, 

(r=fcpy,    p'=t    >_r==<.±(j,-H^)i 

nelle  quali  valeranno  i  segni  superiori  od  inferiori,  sec<»ido 
che  nel  tubo  chiuso  del  manometro,  il  mercario  debba  salire 
o  ■c«ndeie,  per  passare  dall'equilibrio  iniziale,  a  quello  do- 
vuto alla  presnone  fl.0,'"76.  Mediante  te  (1)  arriveremo  alla 

in  cui  per  compendio  si  é  fatto 

H=  («.0,76  —  o)R"-.-  l(S"-i-  r')  ,     K  =  «.0,76  —  p  -  a  ; 

e  perciò  sarà 

„,,  ±  H  ^  >/(H--  4(B--,-  r-)m-K] 

P'     '= W^^ì 

In  questa  formula  valeranno  i  segni  superiori  od  infe- 
riori ,  secondo  che  il  molo  per  passare  dall'equlìbrio  ini- 
ziale all'attuale,  sarà  o  ascendente,  o  discendente  nel  ramo 
chiuso  del  manometro;  giacché  in  ambo  i  casi  posto 

p  :^  n.0,76  ,    e  perciò    a  ^  0  , 
deve  ottenersi  da  essa,  come  realmente  si  ottiene»  y  ;=  0. 
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La  formula  stessa  è  gcDeralissims,  risponde  colle  precedenti 
a  quslaaqae  possibile  ricerca  sul  manometro  a^i  aria  coni- 
pressa,  e  colla  terza  delle  (1)  serve  alla  graduaiione  teoretica 
del  InbochiuM)  nelt^aate  dcvecooiprìnersi  l'aria.  Dalla  nw- 
desina  (2)  n  ottengono  come  corollari  le  altre  fbrniule  meno 
generali,  ma  più  pratiche,  relative  ali'  indicalo  stromento, 
come  ora  vedremo..  Perciò  sari  utile  cbe  la  stessa  (2)  venga 
introdotta  nei  corsi  di  fisica. 

Dando  saccesfiivamente  ad  n  i  valori  1,  3«.  3,  ...  ,  quei 
corrispondenti  della  y ,  ottenuti  dalla  (2t ,  e  della  x  otte- 
nuti dalla  seconda  delle  (1),  posti  nel  trinomio  a:izyAxj 
daranno  le  altezze  corrispondenti  del  mercurio,  nel  ramo 
chiuso  dal  manometro  ,  contate  dal  livello  corrispondente 
alle  pressioni  rispettive  di  1,  2,  3^...  atmosfere.  La  somma 
poi  az^y  dark  le  altezze  del  mercorìo,  contate  sempre  dal 
livello  inizislet  per  te  j^essioni  di  1,  ìi,  3^...  atmosfere- 

Quindi  risnUa,  che  potrà,  in  un  modo  o  in  un  altro,  fa- 
cilmente ottenersi,  e  con  ogni  esattezza,  la  graduazione  teo- 
retica del  manometro)  purché  l'aria  chiusa  nel  medesimo 
siasi  bene  pargata  dalla  umidità  ,  e  corretta  dagli  eBelli 
della  temperatura.  l.c  formule  precedenti  possono  servire  a 
tante  ricerche  manometriche,  quante  sono  le  quantità  con* 
tenute  in  esse. 

Posto  p  =1  0,76,  dalla  (2)  avremo 

*^*        "= W^^) • 

essendosi  fatto  per  compendio 

K'  =  {n  —  1)  0,76  -  a  } 

e  perciò  la  (3)  si  riferisce  al  caso,  in  cui  alla  pressione  ini* 
ziale  corrisponde  la  barometrica   normale. 
Posto  Della  (3)  a  =  0,  avremo  la 

^'      ^  2(B'-^r') 
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H'=  n.  0,76  R'-f-  1{R^-^  r'}  ,     K"=  (n    -  1).  0,76  . 

Ciò  equivale  a  supporre,  che  alla  prussionc  iniiiale  prece- 
deotc  ,  i  due  livelli  coincidano  ;  perciò  la  (4)  valere  per 
questo  caso. 

Nella  (4)  suppongasi  R  grande  tanto,  da  potersi  r  trascu- 
rare; avremo 

.       _±  (n.  0.76  -t-  f)  q=v/[(yi.0,76  -  ?)'->-  4.i.0,76] 
\  )  y  2  ■ 

Questa  supposizione  corrisponde  a  ritenere  inoltre,  che  il  li- 
vello io  contatto  col  gas  premente  sia  sensibilmente  fisso  ; 
perciò  la  stessa  (5)  valerà  in  tal  caso. 
Nella  (4)  poniamo  R  ^s  r,  avremo  la 

=i=(n.Q,38  -H f)qii/ \l'-^^  0,38[:0.38n'-  2f(«-2)j{ 
(b,  »=  2 

Ciò  corrisponde  a  supporre,  che  di  più  il  manometro  sia  fog- 
giato a  sifone,  avente  per  tutto  lo  stesso  calibro;  dunque  la  (6) 
giustamente  corrisponde  a  qaesto  caso. 

Volendo  poi  mediante  la  (6)  determinare  il  valore  di  l't  cioè 
la  distanza  fra  il  vertice  del  tubo,  ed  il  livello  a  contatto 
del  gas  premuto,  facilmente  vedremo,  che  pel  caso  mede- 
simo dalla  prima,  dalla  penultima,  e  dell'  ultima  delle  (1) 
abbiamo  :  '        . 

«.  0,76  =  ,'  =t  (y  --  .) ,  ,'=  ^    i-r=±(j-^i), 

donde 

r-.-  (n.  0,76  -  X)  i'-  0,76.  i  =  0  i 

ed  in  ambo  i  casi 

,      X-  n.0,76  -,-  |/-[[>-«.0,76)'-»-<.0,76r| 
(  )  =  jj 

nella  qaale  si  è  ritenuto  il  segno  -+-  innaaii  al  radicale  , 
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perchè  quando  X  =  I,  ed  n  =  1,  deve  Irovarsì  l'ssi  I,  come 
realmente  sì  trova  nella  (7). 

Si  possono  esegaire  a  priori  te  divisioni,  sa  quella  parte 
del  tobo  di  calibro  costante,  nella  quale  si  conlieoe  il  gas 
premuto  ,  ed  a  contare  dalla  coincidenza  dei  due  lÌTelli  , 
fini  corrisponde  la  pressione  iniziale,  e  normale  0"f76.  A 
questo  fine  presa  la  disianza  l[=  A  £),  si  guidino  per  gli 
estremi  A  ed  E  di  essa  due  parallelle,  uoa  superiore  l'altra 
inferiore;  poi  dall'  estremo  superiore  A ,  corrispondente  al 
vertice  del  tubo ,  si  prenda  sulta  parallela  superiore  una 
distanza  qualunque  A  T,  quindi  partendo  dall'estremo  infe- 
riore E,  si  ripeta  questa  distanza  n  volte  sulla  parallela  in- 
feriore, la  quale  perciò  sarà  divìsa  in  ti  parti  uguali  fra 
loro.  Quindi  se  dal  ponto  Tsi  guidino  tante  rette  alle  di- 
visioni  praticate  sulla  parallela  inferiore,  le  rette  medesime 
divideranno  I  in  altretlante  partì,  delle  quali  una  qualunque 
AX,  sarà  espressa  da 

(8)  AX=--i^, 

e  ponendo  successivamente  n  =  1,  2,  3,...,  otterremo  le  di- 

i      '        L 

2'    3'     4'  ■  ■  ■ 

Siccome  poi,  per  la  legge  di  Mariotte,  à  volumi  nei  quali  si 
restringe  no  gas,  di  massa  e  temperatura  costante,  per  le 
pressioni  esercitate  sul  medesimo,  sono  in  ragione  inversa  di 
queste;  cosi  chiaro  apparisce  che  l'aria  contenuta  nel  cilin- 
dro di  altezza  2(=  AE),  e  di  raggio  costante,  saccessiva- 
menle  restringendosi  nelle  divisioni,  praticale  sulT  altezra 
medesima,  subirà  in  corrispondenza  una  pressione  doppia, 
tripla,  quadrupla,  ecc.  di  quella  che  premeva  la  stess'aria, 
mentre  occupava  l'intero  cilindro  di  allezia  l.  Ciò  significa 
che  la  divisione  ora  indicata,  potrà  ottimamente  servire  alle 
muure  manometriche. 
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Dividendo  un  membro  e  l'altro  della  (5)  per  l,   avreiiM 

*^*1'"  '         2   ' """     ' 

nella  quale ,  bcwido  r^1,3ì3 *i  Tahni  del 

rapporto  j  indicfaeranno  le  altezze  ,  cui  dovrà  sulla    scala 

8cri¥«rsi  i  alaos.,-daUno9.,  ecc.;  giacché  in  q'aqsto  caio  y 
xappreaeaU  la  Ungherza  della  colonna  di-  mercùrio  ,  ed  ì 
quella  di  tntto  il  tubo,  a  contare  sempre  datla  coincidens* 
in  livelli. 

O4IU  (6),  {Hrendendo  i  segni  iaferiori,  ottarremo  la 

-jl  ^  n.0,38HV[:(i-«-0.38}'-^  4X0,38]    : 
(10)  /     quindi,  per  n  ^  0,  sarà 

Onestò  formule  fanno  conoscere,  quale  lunghezza  debbano 
avere  ì  due  rami  del  manometro,  al  disotto  della  coincidenza 
dei  livelli ,  affinché  l' aria.  chi.usa  nel  medesimo  non  possa 
escire,  comunque  diminuisca!  la  pressione,  che  potrebbe  pure 
divenir  nulla.  • 

t  manometri  tanto  ad  ari,»  libera  ,  qaknto  ad  arìa  coDa- 
ptessa,  pussoeo  ambedue  gradsarsi,  o  pralìcameate,o  teorica^ 
mente:  noi  ci  occuperemo  soltanto  dalla,  graduazione  teore- 
tica; perà  facendo  rifleUere  non  essere  cosa  facile  procurarsi 
eoa  ogni  esattezza  gli  elementi  per  questa  graduazione  ; 
cosicché  in  generale  riesco  più  aicoro  graduare  sitTalii  atro- 
qienli  per  via  di  sperienza.  In  fatti  net  mariométri  ad  aria 
compressa,  dei  quali  solo  intendiamo  parlare,  la  graduar 
zione  pratica  offre  i  seguenti  vantaggi  sulla  teoretica;  cioéc 
1*  permette  l'impiego  di  tubi  più  lunghi,  e  perciò  più  seo- 
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sìbili}  2*  non  esige  cbe  ì  iiuilesiaii  sieno  ctlindricì;  3*  essi 
possono  foggitrsi  eonìci  pia  o  meno,  e  ristretti  verso  ta  som- 
puti  chiasBr  0D<1«  U  gradaseioae  sii  più  marcata  jwr  te  alte 
presaioai. 

I  manometri  ad  aria  conpressa  vengono  foggiati  altri  a 
tabo  retto  ,  altri  a  dne  rami ,  od  a  sifone.  Qaetl!  a  tubo 
rett»  batiDo  FinconTenieBte,  che  quando  siano  applicati  ad 
Dia  caldàia  a  vapore,  se  il  rubìoetlo,  per  dimenticanza,  sì 
lasci  aperto  dopo  eessato  il  faoco,  accade  pel  raffreddamento 
che  il  vuoto  formasi  al  di  sopra  dell'  acqua  della  caldaia. 
Perciò  l'aria  del  maDometro,  pel  ano  eccesso  di  elasticità 
BSOB  dal  ttibo ,  e  le  divisioiiì  della  scala  non  banoo  più  il 
givsto  loro  valore.  Il  manometro  a  eìfoDef  quando  abbia  di- 
meuìoni  e  forme  coDTeaienti,  non  va  soggetto  all'indicato 
pertqrbaméalo. 

Nelle  caddaie  ad  alta  pressione,  s'impiegano  Boveile  i  ma- 
nometri ad  aria  compressa^  i  quali  comuotcaao  col  vapore 
delta  caldaia  mediante  un  tubo  metallico.  Ma  siffatti  slro- 
menli,  dopo  qualche  tempo  foraiscoBO  indicazioni  erronee; 
perchè  H  mercurie  riscaldalo,  si  combina  in  parte  coll'ossi- 
geno  dell'aria  compressa  nel  manonetro.  Inoltre  l'ossido  mer- 
cueìoso,  fermato  a  questo  modo,  si  deposita  tal  tubo,  ed  in- 
pediaoa  di  soorgare  il  livello  del  ascrcnrio.  Viene  perfelta- 
nwnU  rimediate  a  questi  dne  difetti,  sostitoendo  il  nitro- 
geno all'aria  contenuta  acll'ìstromeuto.  Ha  potrebbe  anche. 
SQocedcEe,  che  dininnendo  rapidamente  la  pressione ,  ona 
parte,  del  gas  escisse  dal  tubo,  ed  anche  in  questo  caso  la 
sua  gradnaiione  diverrel^e  ìaeaatta.  Finalmente  le  indica- 
tàoni  Ad  manometro  ad  aria  compressa,  vengono  atfetle  dalla 
temperatura,  la  qaale  accrescendo  la  tensione  od  elasticità 
dell'  aria  chiusa,  fa  variare  ie  indicsaiooi  stesse  fra  limiti 
assai  distanti  fra  loro,  in  vieinanea  delia  caldaia,  ed  indipen- 
dentemente dalla  tensione  sviluppata  dal  vapore  nella  me^ 
desima.  Da  tutto  ciò  risulta,  che  per  le  caldaie  a  vapore  sono 
da  preferire  i  manometri  ad  aria  libera,  nei  quali  non  avrà 
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luogo  altra  correzioDe,  da  quella  in  faori  che  riferisce  alla 
dilatazione  del  mercurio,  e  che  facile  riesce  a  praticarsi. 

Per  passare  all'applicazione  seconda,  osserviamo  che  il  ùg. 
Say  nel  1797  ,  a  determinare  il  volume  apparente  di  un 
corpo,  inventò  un  istromento,  coi  diede  il  nome  di  Stereo- 
metro. Tralasciamo  la  minuta  descrizione  del  medesimo,  e 
per  amore  di  brevità,  e  perchè  facilmente  pud  da  quanto' 
siegue  dedursi  ;  ma  svilupperemo  invece  maggiormente  la 
teorica,  dando  alcune  generali  formule  non  ancora  pubbli- 
cate. 

Abbiansi  due  cilindri  uno  maggiore  dell'altro,  ed  in- 
sieme uniti ,  cosicché  facciano  lutto  on  tubo  ;  il  minore, 
che  non  dovrà  essere  capillare,  sia  sottoposto  all'altro,  ed 
abbia  dae  scale,  ona  in  parli  di  egoal  capacità  te;  l'altra  in 
parti  di  eguale  lunghezza;  queste  coincideranno  insieme,  se 
il  cilindro  sia  perfetlamonle  calibrato.  Nel  cilindro  maggiore 
si  colloca  quel  corpo,  di  cai  si  vuole  determinare  il  volarne 
X.  Il  lobo,  aperto  in  ambo  gli  estremi  suoi,  facciasi,  pel 
cilindro  minore  ,  immergere  verticalmente  net  mercurio , 
contenuto  in  un  recipiente  cilindrico,  abbastanza  profondo; 
in  gatsa  che  ì  due  livelli  del  mercnrio,  l'ano  interno  l'al- 
tro esterno  al  tubo  stesso,  corrispondano  allo  zero  delle  indi- 
cate due  scale.  In  tale  stato  si  chioda  l'estremo  saperiore  del 
cilindro  maggiore,  per  mozzo  di  una  lastra  di  vetro  smeraglìa- 
ta,  e  spalmata  di  sevo.  L'aria  contenuta  nel  volume  v,  com- 
preso  fra  il  livello  del  mercurio  e  la  detta  chiasara,  sarà  pre- 
muta dalla  pressione  attuale  atmosferica  p,  ed  occuperà  il  vo- 
lume ti  —x.  Sollevando  poscia  il  (ubo  ad  arbitrio,  senza  punto 
variare  la  saa  temperatura,  salirà  il  mercurio  nel  cilindro 
minore,  all'altezza  d,  contata  dal  primitivo  livello;  ed  il  vo- 
lume occupalo  dall'aria  io  questo  nuovo  stato,  sarìi  cresciuto 
di  n  IO,  e  sopporterà  una  pressione  rappresentata  da  p  —  d. 
Quindi,  per  la  legge  di  Mariotte,  avremo 

p:  p  — d=t»  —  jr-i-Bio:  t»  —  X  , 
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donde 

In  questa  formula  le  quantità  d,  n,  p  generalmente  variano 
per  ogni  caso,  e  si  ottengono  dalla  osservazione.  La  quantità 
^  si  ottiene  direttamente  dal  barometro;  però  possiamo  an- 
«he  ottenerla  senza  valerci  di  questo  istromenlo,  e  ciò  sol- 
levando il  tubo  due  volte,  ma  sempre  dì  una  quantità  di- 
versa. In  fatti,  per  questi  due  sollevamenti,  dalla  (a,)  abbia- 
mo la 

X  (?=  (?(«-+-  n'w)  —  p  n'v>, 

X  <f '=  d"  (o  -+■  «"«))  —  p  n"«,        • 

dalle  quali  sì  ottiene 

,,,        ,=!^^, 

valore  da  sostituire,  se  vogliasi,  nella  (a,). 

In  quanto  poi  alle  quantità  v,»,  essendo  queste  costanti, 
si  debb<mo  determinare  per  ogni  caso.  A  questo  fine  si  fac- 
ciano due  simili  sperienze,  mettendo  nel  cilindro  maggioro 
no  corpo  di  volume  cognito,  e  diverso  in  ognuna  delle  me- 
desime. Rappresentino  x,,  x^  i  volumi  diversi  e  cogniti  di 
questi  corpi;  avremo  dalla  {a,} 

d,Xj-=  di  (tj  -^-  n,w)  —  p,n,w, 
dtX,^^  df  (v  -»-  »,«))  —  pi*»!  w; 
e  mediante  la  eliminazione  sarà 

(j>a-i-dj)»,d,ac, — {p,~d,)n,djXj 
(n, — »»i)d|di-»-^a»i<',— p,fl,d,  ' 


N 


{x,—x,)d,d. 


(ni — n,lii,dj-*-pjnjdi — p,n,d^ 
Atmati  di  5ewni«  H<U.  e  Fit.  T.  Vili  maggio  1857. 
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Ottenuti  Domerìci  qnesti  valori  ,  che  potrebbero  mediante 
qualche  pratica  modificazione  divenire  più  semplici,  e  sosti- 
tuiti nella  (a,),  la  ridnrranno  colle  sole  quantità  d,  n,  p;  ov- 
vero, se  vogliasi,  mediante  il  valor  numerico  della  (a,),  colle 
fole  quantità  d,  a.  Preparala  in  tal  guisa  la  (a,),  potrà  colla 
medesima  ottenersi  facilmente  il  cercato  volume  -x. 

Ora  cade  in  acconcio  l'osservare,  che  la  gravità  specifica 
estendo  il  peso  della  unità  di  volume^  la  (a,)  sarà  molto  utile, 
per  determinare  quella  di  qne'  corpi  ,  come  la  polvere  da 
guerra,  le  sostanze  filamentose,  la  fecola,  il  legno,  eccelera, 
nei  quali  la  densità  cangia,  od  a  causa  della  compressione, 
o  dell'inzuppamento,  in  essi  prodotto  dal  liquido,  nel  quale 
debbono  idlmergersì,  per  determinare  idrostaticamente  ìIto- 
lume  loro. 


ly  Google 


(179) 


APPLICAZIONE    DELLA    TEORICA  DEI  DETERHINAtlTI. 

NOTA 
Bl  R.  avBii». 


La  teorica  de'  delerminanti  si  é,  ormai,  rendala  talmente 
ìmporUate,  per  la  sua  maniera  coscìsa,  con  la  qualesi  rag- 
giongono  namerosi  e  difficili  risaltamenti,  che  egli  è  affatto 
impossibile  poterla  più  trasandare  in  un  corso  ordinario  di 
Algebra.  Ed  ei  conviene  professarsi  immensamente  obbligati 
all'illiulre  prof.  Briosehi,  che  primo  affatto  in  Italia,  e  un 
de'  primi  in  Europa,  abbia  si  maestrevolmente  esposti  i  prin- 
cipali e  più  importanti  teoremi  di  si  classica  teorica,  in  guisa 
da  potersene  avvalere  come  complemento  al  corso  algebrico; 
il  quale  per  virtù  de'  determinanti  cangerà  cerio  di  forma 
più  cbe  non  gli  avvenne  con  l'uso  delle  fanzioni.  Nella  pre- 
sente nota,  pertanto,  ci  proponiamo  mostrare  con  qualcfae 
esempio,  come  l'algoritmo  de'  determinanti  possa  valere  nella 
esposizione  della  teorica  delle  equazioni,  e  come  facilmente 
conduca  a  talune  formole,  cbe  sarebbe  assai  malagevole  al- 
trimenti dedurre,  senza  però  aver  nulla  a  pretendere  sulla 
novità  dell'alimento. 

1.  Sia  dato  il  determinante 


(i)p  = 


, -.- A„,o,„ -^  4,„ 


. -^i., 


-^- Art,,«(i,i-t-Art„      .  0/iiit-+-An» 

e  svolgendolo  in  delerminante  ad  elementi  semplici  secondo 
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la  nota  regola  ('),  avremo  : 

(2)      P  =  Mw-2M,  -t-2M,-H...H-2M„. 


a 

..«I»   • 

•        •        SlXJ 

«j 

«laati      ■ 

■   ■  ««„ 

On 

>■««)>    • 

.      .      anta 

o  rappresetttaDdo,  in  generale  IH,  ona  somma  de'  determi- 
naoli ,  ciascano  de'  quali  si  ricava  dal  precedente  M ,  eoi 
mutare  m  quetto  i  colonne  di  a  in  altrettante  corrispondenti 
di  b.  Cosi  qaesti  nnevi  determinanli  che  entrano  in  ZMi  e 
che  generalmente  parlando  sono  dell'ordine  nesimo  ,  come 
quello  H,  sono,  anche  in  generale,  in  numero 

«f»  —  !)(«  -  2)    .     .     .     {n~i-*-i} 
1.2.3.    .    .     .    t  • 
Da  ciò  ne  viene  che  l'oltimo  termine  lìia  è  d'nn  sol  de- 
terminante, cioè 


K 

.».,.    • 

.     .     A..„ 

*. 

.*.,.    • 

■     A«n 

h„ 

,Bn»2 

■     ■    A»»* 

La  formola  (2)  è  di  somma  importanza ,  come  saremo  per 

(')  Brioieki  ...  La  teorica  dei  determinanti  e  le  sne  applicationii 
I»8-  O- 

Spoltitteoode-  —  Elementar;  ifaeoreou  rclaling  lo  dvternitnanU;  pag. 
13ì  leor.  I. 
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vedere;  ed  ei  basta  formare  lo  sviluppo  algebrico  del  solo 
primo  delerminaale  M,  per  ottener  subito  gli  altri  contenuti 
ne'  termini  sommitori.  E  coroecbè  essa  è  tratta  dalle  prime 
BOiiooi  de'  determinanti ,  devesi  tenere  come  una  formola 
fondamentale  di  questo  uooto  algoritmo. 

2.  Per  venire  a  qualche  applicazione,  sapponiamo  prima- 
mente che  sia  io  (1) 

o^,  =  1  j  h,„  s=  0  ;  fl„.  =  a„,  =1  ;  k„,  =  A„,  =  0: 

io  questo  caso  tutti  i  termini  precedenti  il  penultimo  s'an- 
Dullano,  percb6  I  determinanti  che  entrano  in  essi,  per  aver, 
almeno  due  colonne  idenlicfae,  svaniscono;  nullo  ancora  di- 
viene l'ultimo  termine,  per  avere  una  colonna  ed  una  linea 
di  zeri;  e  Gnalmente  dei  determinanti  cbe  entrano  in  iHn-, 
non  ne  resta  che  un  solo,  e  preprìamenle  il  seguente  : 

1     0    0.  .  .( 


(5) 


1    0    0 .  .  . A„« 
Laonde  si  avrà. 

11  1  ...  1 

^6j  1   1-A.,.l..   1 


=  A.,.*3. 


Supponendo  in  secondo  luogo  che  fosse  A,,,  ^  1,  e  tutto 
il  resto  come  nel  caso  precedente,  allora  componendo  i  ter- 
mini della  formola  ('i),  giusta  l'ipoleai  ammessa,  e  con  la 
regola  superiormente  data,  lutti  quelli  ehe  precedono  2Ma-, 
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(182) 
svaDÌranno,  per  ragioni  analoghe  a  quelle  indicate  nel  esso 
precedente,  e  resteranno  solo  i  delerminaiti  di  questo  nì- 
tiiDO  lermìne  e  l'ultimo  XM^.  Ciascun  determinante  di  SUn-i 
sarà  della  forma  (5)  e  IMa  urà  il  (4)  ridotto  ai  soli  elementi 
principali. 
Laonde  avremo  : 


U-h„,  1  1 ...  1 

1  1-^A,.,1...  1 


1-^  ^SììHfi    • 


hn.n 


È  da  notare  che  in  questa  fermola  il  solo  ultimo  termine 
contiene  lotti  gli  n  elementi  &■,,,  ec:  ciascun  altro  lermìne 
contiene  sempre  un  elemento  di  meno. 

Le  due  formole  (6)  e  (7)  Iroransi  altramente  dimostrate 
dal  prof.  Ferrerei  nel  Quarterlìf  Journal  (  Marzo  1856  ) 
pag.  364. 

3.  Se  si  muli  A^.^  in  x,  te  medesime  formole  daranno  t 
1     1  ...  1 


(8) 


(9) 


1-+-»  1  ...  1 


^  nx'-^  "+-  x"i 


1        1  .  .  .  l-«r , 
(■}  L'indice  n —  1  meMO  (o(Fo  il  deienniawte  Mrve  [ler  iniliGU'e 
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(183) 
o  maundo  in  qneste  1  -h-  £  in  x,  e  qnindì  «  in  d)  -^  1.  verrà. 


(10) 


(11) 


1 1 1  .  .  .  1 
1 1 1 . . .  1 


11.  .  .« 

1 1 ...  1 

1  »  1 . . .  1 


=(1-1)-.= 


111...» 


=--»(*-l)--+-(»-l)-. 


Ponendo  fioalmente  l-^k„r=  ct^rt  e  quindi  h„r  ^=3  «e  —  1, 
h  (6)  dari  : 

1      1  1  ...  1 


(12) 


1    «...1  ...  1 


1      1  1  ...  «„, 
e  la  (7)  darà  : 


=  («...  -  1)(«>.J  -  «)..■  («.,.  -  Di 


(13) 


a„,l    1...1 
1     a.„l...l 


(a„,-l)(oij„-l)...(«.„-l) 

H«3,!  —  1)(«W  —  1)  ...  («i>i  —  1) 


1     1     !....,„     V-Ma„,-lK.„,-lì...(«,.„^-l)(«,.-l). 
CoDviene  tener  presente  nelt'appUeaciouA  di  questa  Tormola, 

cbe  gli  elflmenti  principali  contenenti  x  «  quindi  le  ttcMe  x  «ano  solunto 
n  —  1.  B  però  il  dt^eminante  (B)  b  detTordÌBe  netìam^  eonw  il  (9). 
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(184) 
che  solo  l'altimo  lerinine  contieDe  n  fattori;  ciascon  altro- 
ne  coDlicne  soltanto  »  —  1. 
Secondo  la  (10)  abbiamo  : 

\x    l["|a:    11"     \x    Ij™-™ 

Il     l|   [1     ti      il     l| 

e  dal  paragone  delle  (11)  e  <10)  risulta 


(14) 


(15) 


ili...  1 
111...  1 

HI...» 

= 

IH  ...  1 
111...  1 

IH...» 

n 

1  1  1  ...  1 
1  »  1  ...  1 

111...» 

4.  Se  nel  proposto  determinante  (1)  si  suppongono  le  h^,, 
mutate  in  i  hr.,ri  essendo  «  l'immagìnarìo  (/^  —  1,  allora  la 
formola  (2)  essa  pare  verrà  a  dividersi  in  dne  parti,  Tana 
del  lotto  reale,  l'altra  moltiplicata  per  t.  Cosi,  nel  caso  di  n 
pari,  avremo: 


(16)P.,= 


M  — 2Mj-t-2M4  .  .  .        SHji 

rf:(2M,-2M3-^2M5  ...-*- l'St„.,)i. 
e  quando  n  è  impari,  sì  ha; 

ìi  ^  2Hi  -*-  2H(  .  .  .  ±  SUn-i 
=  (2M,~2M3-^ai5  .  .  .  ^2M„)t. 


.,.,±rt,.,  a,.  *.■*,„  . 
<■„,  ±. TI,,,  o...±. ■*..,. 

■  .  «,.„=t.Vi,., 

«■..±'»..i«,..±il,..  . 

:  .«„.±.».., 

(17)P, 


(=t(: 


in  cui  H  ha  il  significato  (3)  e  SM„  il  significato  (4). 
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(185) 
5.  Secondo  le  Tormole  (5)  e  (6)  un  prodotto  di  n  fattori 
Linoitiii  della  forma  x—ar,^  paò  essere  scritto  sotto  forma 
di  delenninaote  cosi: 


(18)     (»  — o,,,)(«r- 

10         0  0 
1  »— o,.,0  0 


«...)(*  — "3,j)    ■ 
1    1 
1  l-*-x—a. 


-<•.„}  = 


1...1 
1..1 


10  0  »— o„.„  ,11  l...l-«c— o„.„  , 

ciascano  di  questi  determinanti  essendo  dell'ordine  (iM-1) 
esimo. 

Ora  a  qoalanqne  di  essi  vogliasi  applicare  la  formola  (2) 
e  la  regola  superiormente  prescritta,  si  trova  subito  lo  svi- 
luppo del  proposto  prodotto.  Anzi,  per  pili  semplicili  pos- 
siamo considerare  il  determinante  di  nesimo  ordine, 
a,,,  0  0  0 

x—a,,,  0  0 


0  0  x-a.,, 

equivalente  a  ciascuno  dei  precedenti.  E  formando  il  primo 
termine  H  della  nominata  formola,  abbiamo 

»  0  0    0 


0  irO    0 


.  X  =  X-} 


0  0  0...X 
e  quindi  seguendo  la  regola  aimnnziala,  avremo  subito  il 
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(  «86  ) 
termine  SU,,  cangiando  mceemtamentt  nel  pneedeute  prò- 
dotto  XXX  ...  Xy  il  primo  x  m  —  ai,t  e  il  secoodo  ìd  —  a,,, 
ec.,Vn€timo  in  —  a^,^.  Siniilmente s'avrà  il  secòodo tenniae 
2Ui  cangiando  meeettivamente  in  detto  prodotto  due  x  in  du9 
corrispondenti  a,  e  cosi  appresso.  Laonde  s'arri: 

l(x— o,.,)(a;  — o,,,)(x  — oj.j)  .  .  .  (a:  —  o„,„) 

f=  ic"  -H  A.«-'  -t-  A,»--*  -*-...-.-  A^,»  H-  Afl  , 

essendo: 

f  Al  =  —  («i.i  -*-  a..>  -*-  «3,3  -^  •  •  ■  -^-  «A.») 

1^ -•- («i.iOj.i -+-   ■    ■    ■    '»i,i'»«,i»-*-«i,«'*3.3 -*"   ■    •    ■ 

(20)^A3  =  — («,.,o,,ja3,3-i-a,.,aj,ja(,i-+-  .  .  • 

-•"  "l.iOn-Kn-iOn,»-»-   ■   ■    •  -*- <*n-na-%aa-„n-iai),n) 


^A,  =  (— l)"a,,,a,.3aì,3  .  .  .  an.n  ì 

il  che  già  si  sapeva. 

Questo  modo  di  dimostrar  la  forinola  (19)  ci  sembra  da 
preferirsi  a  quelli  ordinariamente  adoperati  in  Algebra.  Ed 
è  pure  da  notare  che  la  formola  del  binomio  la  si  dednce 
direttamente  dalla  formola  (2)  senza  passare  per  la  ^19),  e 
solo  che  sia  premessa  la  teoria  delle  combinazionL 

6.  Siccome  il  primo  membro  (19)  s'annulla  per  ciascun 
valore  x  =  a,,,  x  s=  a,„  ...  x=^  a  ^,„,  né  per  altri ,  ed  é 
divbibile  per  ciascuno  dei  fattori  x — a,,,  ...  x— a„,„,  cosi 
pare  avrcrrà  del  secondo  membro.  La  proposizione  reci- 
proca, cioè,  che  ogni  polinomio  di  grado  n  sia  scomponi- 
bile in  n  fattori  del  primo  grado  é  già  nota  in  Algebra. 

Pertanto  un  equazione  del  grado  n  possiamo  rappresen- 
tarla con  una  qualunque  dèlie  tre  formole  leguetati: 
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(187) 
x—a,  0        0  ...  0 


-t-  A«.,a;  -+-  An 


0       0        0  . . .  i-o„., 

la  prima  ed  oltima  delle  quali  essendo  soltanto  simboliche 

Posto  ciò,  consideriamo  separatamente  il  polinomio, 

fl»)  =  «"  -i-  A.i"-'  -t-  A.I"-"  -t-  .  .  .  -^  k^,x  ■*■  A, 

»— o,  0        0...  0 

0         I— o.  0...  0 


0         0...  *— «, 
e  poniamo  in  esso  x-^^\n  loogo  di  x;  avremo; 
-»,-»-«  0  0 ...  0 


/(i-^,)  = 


0  0  0  ...  j: — »/,-»-y 

Il  primo  termine  dejlosrìlnppo,  secondo  la  formola  (2),  sari; 
»— o,  0        0  ...  0 


0       «— o.O  ...  0 


=  fl«) 


0       0        0  ...  X— o, 
e  s'avran  gli  altri  termini ,  operando  qaivi  ,  come  si  fece 
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(188) 
per  lo  sTÌloppo  della  formola  (t9);  o  più  semplicemente  cod 
la  regola  del  n.  5.  Cosi  s'avrà  subilo: 


,       («-«.Kl-aj). 

.   .   {«-«,) 

!*(« -<.,)(« -...1  . 

.  (»  -  oj 

i-^(;. -.,!(« -a.).. 

.  (X  -  a,.,) 

(i-.jKi-o,)  .  . 

.(x-a.)J 

*(«-.,)(»-.(). 

■  i'-'J 

r 

[  H-  (a:  —  a,){x  — o,)  .  .     {x  —  «»«_.)  ) 


2M„  =  jr- 

Ora  per  avere  gli  svilappì  dei  coefficienti  delle  varie  po- 
tenze di  y,  racchiusi  nei  precedenti  termini,  consideriamo 
primamente  qaello  or*  entrs  y  a  primo  grado.  E  siccome 
ogni  termine  di  qnel  coefficiente  è  an  prodotto  di  n  —  l 
fattori,  si  potrà  intenderlo  sviloppato  secondo  la  (19)  e  darà 
per  sviluppo  un  polimonio  di  grado  n  —  1.  Consideriamo 
il  prodotto  che  forma  il  termine  résimo  ;  e  poiché  il  coeffi- 
ciente di  X,  nel  lermine  di  posto  i  -+- 1,  dev'essere  la  somma 
dei  prodotti  dei  secondi  termini  presi  ad  t  ad  i;  cosi,  man- 
cando in  qnel  prodotto  il  fattore  x  —  a^,  quel  coefficiente 
sarà  eguale  alta  somma  dei  prodotti  contenni!  nel  coeffi- 
ciente Aj  del  proposto  polinomio  ,  meno  i  prodotti  dì  a^ 
per  tatti  i  rimanenti  termini  a,  .  .  .  a^  presi  ad  t  —  t,  ad 
*  —  1.  E  comecché  inoltre  lutti  i  termini  contenuti  in  IM, 
sono  R  (o.*  1),  cosi  nello  sviluppo  totale  di  lutti  i  prodotti 
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(  189  I 
di  2H,  il  coeDìcienlc  dì  x  nel  termine  {•  -«- 1)  esìmo  dello 
sviluppo  sarà: 

(24)  A\  =  (nA,  -  lAJ  =  («  —  t)A, , 

Pertanto,  dinotando  con  f{x)  il  nominalo  coefficiente  di  y, 
avremo: 

(        2M,  =  f{x)  =  fix--'  -f-  (»  —  l)A.x'-" 
(25) 

/      -H.  («  -  2)Aaa:*-'  -*-...  -i-  A^,«  -^  A„., 

Per  aver  lo  sviluppo  di  2 Mi,  si  osservi,  che  se  dalla 
prima  linea  di  2  H,  si  tolga  un  fattore  per  rotta,  noi  avre- 
mo n  —  1  prodotti  di  quelli  che  entrano  io  2  M„  e  però 
la  somma  di  questi  prodotti  sviluppali  avrebbe,  secondo  la 
formola  (24)  per  coefficiente  del  termine  (i  ->-  l)esimo  : 
(26)    A",  :«(«-.  1  -  OA'.  =s  (n  —  1  —  i)(«  _  1)A, . 

Ora  se  si  facesse  lo  stesso  con  ciascuna  delle  seguenti  linee 
di  2  M,  ,  avremmo  tutti  gli  altri  prodotti  che  entrano  in 
2  M, ,  ma  però  riunendo  tutti  i  prodotti  formati  al  modo 
indicato  ,  ciascuno  di  quelli  coutenuto  in  7,  H,  si  troverà 
raddoppiato  ;  e  però  nello  sviluppo  totale ,  il  coefficiente 
(26)  dovrà  essere  ridotto  a  metà,  e  sarà; 

A"  _  («-l)[»-f«-t-l)3   . 
' 1.2  *'  • 

Pertanto  dinotando  con  f  (x)  il  polimonio  in  x  che  risulta 

\ 
dallo  sviluppo,  ad  eccezione  del  coefficiente  r-r  ,  avremo: 


(87) 


a».  =  ^  rw=  ^  W"  - 1)»-- 


l-i-(n-l)(ii-2)A,*-'-+-(»— 2)(«-3)A,i"-l-i-...]. 
Continuando  il  ragionamento  si  giunge  alla  noia  formola: 
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<28) 


(190) 

1 

1.2.3'  '  "  -^  ■  ■  ■  -<-y  ■ 


M- 


Deduceodo  la  formola  (28)  nel  modo  qai  ÌDnanzi  dichia- 
rato si  ha  il  TaDtaggio  di  avere  ad  aa  tratto  le  espressioni 
delle  fanrtoni  derivate  srolte  in  prodotti  di  fattori  di  pri- 
mo grado.  Cosi  dinotando  con  a„  a„  03,  ...  Oa  lo  n  radici 
della  equazione 

(29)    /!«)=*•— A,»— -i-A.»—-^...  -+-A,.,i-^A„=0 
ai  ha: 

I(»  —  ».)(«  —  03)  .  .  .  (»  —  oj  i 
-i-(a!— o,)(«  — 03)  .  .  .  (i  — o„)| 
-.-(*  —  o,)(x  —  o.)  ...  (st  -  «„.,)  \ 

(»—  «jK  *  —  «l)  •■■  (*  —  »/I)^ 
(i  — o,)(«  — 04)  ...  (i  —  a„)| 

in«)=< 

(i  —  o,)(  «  —  o.) ...  (l  —  0„-,)  ] 
donde    snbito  si  deducono  le   note    espressioni  di 

r(«,)>r(».).  -ri'.);  m».),  ir(«j  -  ir(«»)i  ««. 

7.  Anche,  con  molla  semplicità  si  deduce  la  regola  per 
fare  sparire  da  an  equazione  il  secondo  termine.  Imperoc- 
ché se  nella  (29),  messa  sotto  la  forma; 
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(191) 
i-o,  0           0 . 

0         »-a,0. 

.0 
.0 

ODO. 

.X 

sì  ponga  X  ^  y  -4-  A,  Il  formota  fODdamentale  (2),  0  meglio 
aocora  la  regola  del  n.  5  ,  dà  immediatamente  per  coeffi- 
ciente del  secondo  termine. 


i  -.-  o,  -.-  *  - 


,  -.-*- 


=  «*- 


il  qnale  sì  fa  svanire  ponendo  A  = ■ ,  come  si  sapeva. 

8.  Passiamo  ora  ad  nn  altro  genere  di  applicazione  dei 
determinanti  ,  e  perciò  riprendiamo  le  formolo  (16),  (17) 


(30)  P„ 


1  —  •*.. 


.  —  ih,.. 


i>  — i»„, 


-l 


O/i.,  -t-  iltn,,a„,t  -*-  iha,i  •    •    •  ««.1  -+-  »i«,n 
M  -  2M.  -^  2M4  .   .  .  =t  JM„ 

-.-  (2M,  —  2M3  -1-  JMs ...  =p  IM..,)i 
M  —  ZM.  -<-  ZMj  .  .  .  ±  2M„ 

—  (2M,  —  JMj  -f-  IMs  ...  5:  2M„.,)i 
quando  n  è  pari;  e 

M  —  2M,  -i-IM,  .  .  .  ±  2M,.,)1 
(2M,  —  2Mj  -^  2Mj  ...  i:  ZM,)i  i 


(31)P„.= 


(32)  P. 


-l 
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(193) 

—  (2M,  -  2Mj  H-  2Ms  ...  =t  2M„)i  ) 
quando  n  è  impari. 

Laonde,  molliplicando  (30)  per  (31)  e  (32)  per  (33),  avrc- 
mo,  per  R  pari: 

I     (M  — ai.-^JM,  .  .  .  ±2M,)"    ) 

(34)  P.^.P.-,.  =  }; 

(-1- (IM,  —  aij -I- IMs  ...  :^:JM^,)'| 

e  quando  n  è  impari,  sarà: 

,      (M  —  2B. -^  IM(  .  .  .±ai„.,)'| 

(35)  P.^.P..,.  = 

i-*-(2M, -JM,-^2M5  ...  ±ai„)'    I 

D'  altra  parte  si  sa  che  il  prodotto  de'  doe  determinanti 
(30),  (31)  è  un  terzo  determinante 


«)  Q  = 


*..,*.. 


*/...*».. 


i  cui  elementi  si  traggono  ,  come  si  sa  (")  moltiplicando 
quelli  di  (30)  e  (31)  sia  per  linee  o  per  colonne,  sia  pure 
per  linee  e  colonne. 

9.  Effettuando  la  moltiplicazione  per  linee,  si  trova  age- 
volmente su  gli  elementi  principali 


(37) 


»r,-=S<°"'-'*-'''-''='' 


1*1  Briofcbì  -  Oper.  cit.;  pag.  S3. 
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(193) 
c,  se  r  ed  j  sono  due  iodici  differenti: 

(38)     K,.  =  CL,.-i^„.,    k„,  =  a,,,^ii 

essendo: 


(39) 


„,  =  ^  («„;«..,'-^»r,.'*„;)i 


Ed  è  da  notare  che,  secondo  queste  formolc,  i  valori  di  ^ 
si  traggono  da  quelli    dì  a  cangiando  io  questi  il  secondo 
a  in  &,  il  secondo  A  in  a,  e  il  segno  -4-  io  —  nel  secondo 
termine. 
Pertanto  il  determinante  (36)  sarà  4ella  forma 


(40)  Q  = 


e  si  potrà,  svilupparlo,  secondo  le  stesse  formole  (30)  e  se- 
guenti; per  [a  qaai  cosa  giova  notare,  come  oello  sviluppo 
l'ultimo  termine  essendo  della  forma  seguente: 


iC»!            «Ili 

....    «,„— i/3„. 

'.„--iP„ 

.-H0.„    . 

.    .                 »«■» 

(«) 


ÀnnaU  A  Stitat  Mal.  a  Fii.  T.  Vili  maggio  1857. 
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(  ìm  ) 

Btrà  un  delerminante  gobbo  limnulrico,  e  però  eguale  a  zero 
0  ad  un  quadrato,  secondo  che  n  è  impari  o  |>ar(  (*) 
ponendo: 


(42)  A  = 


So,!      9a,ì      -      • 

sarà,  se  n  é  pari 

A  -  2A. 


(43)  Q 


-L. 


(44)Qs>{ 


-2A,    .    .    .    ±IA, 
-p\. -IAj-^IAs    .    .    .    a:A..,)ij 
e  se  »  é  ìmpari,  Mri 

-M. -•-ÌA4    .    .    .    S:JA,H, 
'l-^pA.-Ma-^Ms    .    .     .    *A.)* 
nelle  quali  forinole  il  termine  2A„  rappresenta  il  determi- 
nante (41)  e  per6  sarà  un  quadrato  o  pure  sarà  nullo,  se- 
condo che  n  è  pari  o  impari. 
Ora  poiclié,  per  la  teorica  dei  determinanti,  è 

P»»,.  P.-,«  =  Q, 
avremo  se  n  è  pari: 

1         (M  — JM.-<-JM4    .    .    .    d=ÌM,)'i 

(-.-(ai, -a«s-»-aij  .  .  .  d:i„-,)"i 

=  A  — JA,--iA(     .    .    .    ±ZA„  ; 
(46)        ÌA,  -JAj  — lAi    .     .     .    =i=2A,-,  =  0 
e  quando  n  è  impari,  sarà: 

(')  Briosch,  -  Oper-  ci  I.  pag.  K  e  S7 


(45) 
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m\ 

(¥.- 

-2M, 

*ai4 

.(2M.- 

-ZM, 

*ZMs 

A- 

-lA. 

-Hai, 

(48) 

M, - 

-Mi 

-lA, 

Quando 

*  SM„)" 
a:  21I„,)' 
de  SA„  ; 


^ 


(49)      ^  (»,,;*„/-*,..' »..')=» 

il  deteminanl*  (40)  si  rìdoce  «I  solo  detenninaale  (42); 
fi  che  in  questo  caso  non  reslerà  De'secondi  membri  delle 
<45)  e  (47)  che  solo  il  primo  lermine  A.  — 

10.  Se  la  moltiplicazione  de'  diu  determinanti  V,^ii,. 
P,^4  si  effettua  per  linee  e  colonne,  agevolmente  si  trova, 
che  un  elemento  qualonque  k^,,  del  prodotto  è  della  forma 

(50)  Ku^f^ru  —  i^ru, 


m 


r..==^(<ir.'v.- A..; -;.,). 


Anche  qui  jS  si  deduce  da  a,  eome  nelle  formole  (89), 
e  le  eondìzioni  perché  dal  prodotto  Q  STanisca  da  se  stessa 
la  parte  imma^naria  sono  date  dalla  formola: 

(52)         ^(•„,'*,',-*„,'»,',.)-0 
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dando  ad  r  tatti  i  valori  interi  da  1  ad  n,  e  però  codeste 
condizioni  sono  qnelle  medcsjme  dedotte  dalla  (49),  come 
doveva  essere.  — 

il.  Passiamo  ora  a  fare  l'appticazionp  delle  fonnole  pre- 
cedenti a  qualche  caso  particolare,  e  sia  primamente: 

101  ,  -*-  iA,,,  0(,i  -♦-  ih,,t\ 
\. 

(53) 

1*1,1 — ^'^i.i  «i.»  —  »A,  ,) 

e  secondo  la  formota  (34)  e  la  regola  del  n.  1  sarà: 
(54)  P.«.  .P.-,.= 

01, il     lAi.i     '^i.ill*  ||Ai,i     a,,,|     la,,,     A,,. 


01,31      |A|,,      Aa,a||      IIA),!      aa,i|       lli.i      A,,^ 

Ì{»i,i«».a  —  ai,i«i.t  -*"  Ai.iAj.i  —  A,,,Ai,j)' 
-+"  (A,,i«i.a  —  ■Ii,aAi,,  H-  di.iAa.a  —  Ai.iOj.i)*- 

Nel  tempo  stesso  le  formolo  (37),  (38)  e  (39)  danno: 
«i.i  =  «»%.i  -*-  AS.i  -^  a'i.a  -^  A'i.a  i   /Si.i  =  0  ; 
«1.1  ^  «*i,i  -^  A%..  -^  a'a.i  -^  A',.,  ;   fia.a  =  0  ; 
Ot,,,  ^  «i,iOa,i  ->-  A,.,Ai,,  -4-  o,,jOj,,  -*-  A,,aAi,i  =>  a»,, 

^„jt=s:a,„Aj„  — A„,aa„-l~fl„jA„a-^A„aaa,,™--/3j„; 

quindi  per  la  (42)  ■ 

(a'„. -H- A",„  H- o",„ -I- A"„a) 
a\u  -+■  A'a,,  -+-  o\,i  -t-  A%„) 
-(«ni''iii-^A,„A,,,-+-a„iOi,j-i-A„,A,,J'i 
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|/3„,     a„,|     |«,„     ^,J 

1/3...    «.>.!     I«...     ft.-l 

lft„  ol 

e  qnÌDdi  per  la  (43) 

/(a',,,-«-A*„j-+-a',„-»-A*,M){a*„,-H-A*„i-<-«*i,i-t-A'j„) 

(55)  Q  =)-  («,„«,„  -4-  fc,„A„.  -^-  «.««»,  -^  A„A»)' 
( —  {«i)iAm  —  Ai„aj„  H-  ai,iA„t  —  A,„Ai,a)* 
Dal  paragone  delle  (54)  e  (55)  risulta  sobìto  la  formola 
segneDle: 

/       ('''m-«-A*ni-*-'»*ni-^A'i»»)(»'an-*-'^'«<-*-**"sia-^A'jti)= 

(56)  ; 

j-*-  {**ui«Mi  —  «iijOiii  -^-  A,,jAi,,  —  A,,|Ai,i) 
Vm-  (a,„Aj„  —  A,„03,i  -^  Oi)iAj„  —  AdjOi»,}'  ; 
la  quale  costituisce  la  proposizione  foodamenUle  per  la  di- 
moslrazioae  del  teorema:  ogni  numero  é  la  somma  di  quat- 
tro qtMdrati.  (") 

La  medesima  formola  contiene  come  caso  particolare  l'altra 
giji  BOU  del  sig.  CAUCHY. 

(     («S-^^.-H7%)(a%-Hj3S-^\)-(«.a,-^/3.j9,^7,y.)" 
(57)  J 

la  qaale  si  trae  dalla  (55),  ponendo: 

A,„  =  A„,  =  0  ;    a„.  =  Oi  ,  A,„  =  /3,  ; 

D  LEGEHDRE.  Tbéorìe  des  nombrm  To.  1."  pag.  S13. 
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12.  É  notevole  come  la  slessa  (56)  o  aDcke  più  sempH- 
cemeDle    la   (57)  coDdaca  ad  on  elegante  teorema  geome- 
trico. In  effetti,  ponendo 

a,  es  ar ,  /Sa  =  y  ,  7»  =  X  » 

la  (57)  può  esser  messa  sotto  la  forma  seguente 

/   <x,x^^,y  ■*-■{, X   v'      /        u,%—-ja        \' 

(58)  {_^  /       ^>'  —  7>y       Y  ,  /       a.y  —  ff.a'       \» 

;  a'  -•-  y'  -V-  «*. 

Ora  i  termini  del  primo  membro  rappresentano  ordiotf- 
tamente  i  quadrati  delle  distanze 

d'un  pnnto    ìt{x,yyx)  da  nn  pia»  (P),aia:'->-  j9,y'-)-  y,x'=0, 
»         n       NVAj!)        »     »  {n'i,— 7,ie'-^/3,y'-+^,*'=0, 
fl         »      N'iO,y,«)         »     »     (nV.a:'— 7,y'-*-/3,»'  =  0, 
»         n       H{j!,y,f))        »     »    (n),— j3,x'-*-a,y'-t-7.x'=0, 
questi  uTlimi  tre  punti,  com'è  chiaro  sono  le  proietioni  del 
punto  M  {x,  y,  x)  sa  i  tre  piani  delle  coordinate;  e  il  se- 
condo' membro  (57)  dinota  il  quadralo  della  disfania  dello> 
stesso  punto  M  dall'origine. 

Inoltre,  supponendo  essere  rettangolari  gli  assi,  si  ba; 

co»!P,n')  =  -^ — 2j' —  =cm'[p,(iV)i 

«  i-^P  ■-•-7  . 

co.(P,n")  =    ,  ' -r  =  cm'[P,(j'»')] 

Laonde  ;  le  pel  verliee  0  d'  un  paratUlepiptdo  reltango- 
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Io,  t  cui  lati  adiacenti  sitno  a  ,  b  ,  e  ,  n  eondnea  ad  w 
bitrio  Kf)  piano  (P) ,  e  quindi  per  lo  rteiso  verltee  ri  con- 
ducano tre  altri  piani  (TI),  (II'}  (0"),  inciinaii  talmente  da 
euere 

C03(P,n)  =  C09'tP.(«A)]   ì 

eos(P,n')  =  co»'[P,(m)];  cofl(P,n")  =  cos*[P^c)l , 
Ma*$ando  dal  vertice  M  (oppoEto  ad  0)  e  dai  tre  rertici 
N,  N',  N",  adiacenti  ad  H,  le  perpendicolari,  rispettivamente 
m  i  piani  (P),  (n),  (n'),  (n"),  »ard  la  tomma  dei  quadrati 
di  quetle  perpendicolari  eguale  al  quadralo  della  diagonale 
0  M. 

13.  Applicbiamo  ai  delerminanli  (54)  le  formole  (51),  ed 
avremo: 

/      (»'i.i  -^  *'iti  -*-  a„,a„,  -+■  A,„A„.) 

\-  [«.«(a.,,  -^  «.„)  -*-  A.„(A,„  -»-  h„,n 
A  -2A,=  /  X  Co«.(ai.i  -^  o.»)  -+-  *«.(*.,.  -»-  A.„)] 

)-  £«,,.(*>,.  -  h„,)  -  A,..(a,„  -  «„,)] 
,59)  Xt-...!»,,. -»...)-».„(«„. -a.,.)] 

\->-  (o,„*,„  -  *,„a,„)'  i 

Ì—  [«,o(«,.,  —  «.,.)  -^  *„.(»,„  --  ».„)] 
X  t«.„(*,„  -  *.,.)  -  A.„(o„,  -  a,,.)] 
—  Co.,.(«.,.  -^  »..J  -t-  ».„(*■„  -^  ».,.)] 
X  [»„■(<■„,  -<>„.)  -«„.(»,„  -  ».,J] 
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Laonde  egaagltaodo  (59)  a  (54)  o  (55)  avremo  due  altre 
forinole  dì  trasformazione  namerica,  che  facciamo  a  meno 
dì  scrivere  per  esteso;  contentandoci  solo  di  fare  osservare 
che  nel  caso  io  cui  si  supponesse 

a,,,s=(i3,3}  A,,i  ^  A],]  }  <i|-ia  =  lui  9  A|,3  ^  A„,  , 
il  paragone  della  ^9)  con  la    (54)   eudace  alla  seguente 
fbrfflola 

i(ffl*„i-»-*"iM-w»'Mi-^A*,„)'=(«'."-*'i"-^*"."-«'i»r 

(         H-  [2(ó,„a„,-.-A,„A,„}]'— t2(fl,„A„,-a,„A,„)]'  ; 

la  quale  si  ricava  egualmente  dalla  (56),  e  indica  che  «il 
a  quadrato  d'un  nutaero,  è  sempre  la  simma  di  tre  soli  qua- 
«  drati.   M 

Similmente,  secondo  la  (48),  dovendo  essere  la  (60)  eguale 
a  zero,  avremo: 

Co,„(a„,  -*-  a„,)  -y  Ò,„(A„.  -^  A„.)] 

tA.„(«„.  -  «.,.)  -  ««.  {A,,.  -  K>.)ì 

(62)      -  [a„,(a„.  -^  a,„)  -^  A„,(A„,  -^  A.„)3 

CA,„(«."  -  «=..)  -  «uAm  -  A„,)3 

=  ("iijAa,!  —  Ai,jai,i)(a',,,  -t-  A',,,  —  o'ats  —  A*.,»)  . 

CoD  l'uso  delle  formolo  da  noi  messe,  e  senza  il  bisogno 
di  eseguire  moltiplicazioni,  prendendo  a  considerare  deter- 
mÌDanti  il'un  maggiore  numero  di  elementi,  si  giunge  ad 
altre  formole  di  ridazione  e  trasformazione  numerica  ,  e 
quindi  ad  altri  teoremi. 
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SUR    UN    THBOREVE    D  ABRL 

NOTE 
nm  U.  A.  CATLET. 


Il  y  a  UD  petit  mémoire  d'Abel  qui  porle  le  litre  «  Ueber 
die  functìonen  welcbe  der  GleicliaDg 

genaglhuD  (Creile  tom.  II,  pag.  386-394, 1827).  U  solution 
do  probléme  est  cooteoue  dans  les  èqnations  qae  voici  , 
satoir  f\x)  est  une  foDctioa  definie  par  t'éqoalion 

«■■=(fl»)-,»)-«(«»)_M)-^, 

et  on  a  alo» 

1 

%t  (  en  redaisiDl  qd  pea  1'  expressìon  donne  dans  le  mé- 
moire) 

On  a  aassi  poor  f(x)  celte  autre  expression  en  forine  d'in- 
tegrai indefinie, 

J'    ite 

Car  le  factcar  ocr  par  leqnel  daos  le  mémoire  l'expression 
à  coté  droit  est  moltiplié,  se  reduit  (commc  on  voit  san» 
peine)  k  l'unite.  Ed  comparant  les  dens  expressìon  Aei^)r 
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Od  TOit,  qo'il  est  permis  de  prendre  l'integrale  depais  X'=^0, 
pourvu  qu'oD  ecrit  c^ì,  cela  donne 


l? 


-=__;l0g(/(l)-«lx). 


»  f{x)-t-a!x  n-+-a' 
Fonunle  tres  simple  ponr  l'integration  d'un  expression  al- 
gebriqae  la  quelle  ne  peut  pas  a'  exprimer  è  taojea  dea 
radlcales. 

On  obtient  une  aotre  proprielé  de  cette  fonetica  f[x)  en 
sabslìtaant  les  valeurs  des  fonctions  f  et  ^  dans  I'  eqoa- 
tion  originale  ' 

cela  donne  d'abord 

1 

?  ÌogC'{f{x)  -»-rtx)  (/H*)  —  nx) 

«_1_  ,„g  c'«  [f  ('M^)  ^  nj^M^)-j 

et  de  là  en  reduisant,  I'  éqnation  fonctionelle  trés  siinple 


rt*)Ay)-^"'«y=a/(  — 


Je  rematane  que  l'on  pent  sans  perle  de  generatile  écrire 
et^sì  ,  et  n  :=  1  :  je  mets  j3  an  lìea  de  a*,  etj'écris  ansai 
ponr  plus  de  simplicité  f(x)  =  X  ,  fly)  ■■=  Y.  On  a  «lors 
ponr  rèqnstioD  qni  determine  la  fonction' 

(x  —  xy-*i>(x-^ty-p=ì 

éqnation  dans  la  quelle  on  pourrait    reniplac«r  les  expo- 
sants  1  -4-  ^  ,  1  —  j3  par  'deux  quantitéa  qnelconques. 
La  formale  d'integration  devieat 
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fonnule  qael  oa  peat  véri6er  saas  peiae  à  mojen  de  celle-ci 

qae  l'oo  oblient  en  differentiant  l'équatioo  poor  X.  L'èqua* 
tìon  foDctionelIe  seì-a        • 

Cesi  à  dire  eD  ecrÌTanl  »Y-h  yX  ^  z  ,  XY  -»-  j;y  ^  Z  od 
dont  avoir 

(Z  -  *)'*^  (Z  -*-  j)-^  =  1 

ce  qui  se  Terifie  toat  de  Buil  è  moyta  des  éqnations 

Z-xs=(X-x)(Y-y),  Z-*-«  =  (X-^x)(Y-Hy). 
Je  remarqae  aussi  qo'en  prenant  le  quotient  dea  derivées 
do  celle  éqaalioD  par  rapport  a  «  et  y  od  obtient 
X_Y 
X'— Y'  __  i        y 
XT=1~X     Y_^ 
X    '  y 
la  quelle  est  une  proprielé  de  la  ronetion  X  et  de  la  de- 
rivée  X'. 

Londres  17  Juillet  1857 
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BICERCBE    RtGUiRDANTI   Li    RISOLUZIONE    PER    SERIE 
DI    QUALUNQUE    EQUAZIONE 

BEI.  rm^r.  emuuvele  veb««i.a 


Signore 

Le  trasmetto  nn  sunto  di  alcone  mie  ricerche  rìguar' 
danti  la  risolazione  per  serie  di  qualunque  equazione,  spe- 
rando che  Ella  vorrà  essere  compiacente  pubblicarlo  nei 
suoi  pregevoli  Annali  di  matematica. 

1-  Sia  fx^Q  un'equazione  qualunque,  ed  x,  una  sua 
radice.  Rappresento  con  Fx  una  funzione  arbitraria  ,  con 
s,  nn  numero  positivo  qualunque  ,  e  eoo  x,  una  radice 
dell'equazione 

x^fx  -t-Fx)=sFxi 

indico  fioalmenle  con  Za\  '»"t  '"'t  ■■•  le  derivate  successivo 

tx 
dì ^—  per  rapporto  ad  x^  Sarà 


dove 


m=i  1.2.3...*, 


(-1)  ■  n(p.  - 1) 

UnTìp^Upi  ...  Up^ 
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estendere  a  latte  le  soluiioni  in- 


lere  e  positive  (inclaso  zero)  dell'equazione 

f,  -*~  2pì  -*-  3p4  -f-  ...  -+-  (n  —  l)p«  =  «  —  1  . 

La  condizione  per  la  conrergeiiza  della  sene  (1)  é,  che  fra 
i  due  nameri  1  e  22,  —  1  non  si  trovi  compreso  alcono  dei 

moduli  dei  valori  che  assume   ; —   per  i  diversi  ra- 

fx  -*-  rx 

lori  di  X  che  verìGcano  l'equazione  fxF'sp  —  ¥xfx  =c  0. 

¥x 
2.  Se  i  moduli  dei  detti  valori  di — -   fossero  tutti 

maggiori  di  1,  sarebbe  lecito  supporre  «,=  0,  e  si  avrebbe 
la  formula: 


{2)    x,^,-^"^  5)  (-ire 


—ire  ^na/  Vns'  -A  Unf 


la  quale  esprime  una  radice  x,  dell'equazione  fx  =  0,  me- 
diante la  radice  Xa  dell'altra  equazione  ¥x=0, 

3.  Se  nell'equazione  (2)  si   faccia    Fa:  =  /j;, — fx  ,   ri- 
sulterà 

(3)  !,=«.-+.  y  ifx.)~  y  e  ^2/  Ina/  ■Anni 

"■       rr  {rx.f. 

Qui  Xg  è  una  quantità  arbitraria. 
4-  Supponendo  che  l'equazione  proposta  sia 
amX"  -+-  «»-,«"-'  -*-  a^tx"-''  .  .  .  -t-  o,«  -1-  «o  =  0  , 

la  formala  (3)  darà  (assumendovi  x^  =  0) 
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di  maniera  che  una    radice   della  proposta  rieae  espressa 
in  Tanzione  immediala  dei  suoi  coefficieQlì. 
5.  Supponendo  ancora  l'equazione 

a,^  -t-  o,,-,;?*"'  ^-  ,  .  .  Tt-  a,x  -i-  a,  ^  0 , 
e  facendo 

fx  =  ò»'"  —  a„x^  —  a^-iaT-'  .  .  ,  —  a,x 

si  trova 

n-W  P    »  P,  3        ■     p     * 

<"       '■=?|f  — ^7^ — " 

dove  i  valori  di  P, ,  P,  ...  Pa  sano  ricavali  dalla  formoU 

Se  nell'equazione  (5}  si  sappone  (com'è  permesso  i  ^  0 , 
si  perviene'di  nuovo  alla  formola  (4). 

6-  È  da  osservare  che  in  tutte  queste  formule  i  valori 
di  Pi,  pi  .  .  .  pat  ^  del  coefficiente  G  sono  indipendenti 
dalla  forma  deircquazìone  proposta,  siccbé  il  calcolo  di  que- 
ste quantità  può  farsi  una  volta  per  tutte  ,  per  quei  va- 
lori dì  n  che  si  vorrà.  La  tavola  seguente  di  i  valori  de- 
gli esponenti  f  ,  e  del  coefficienti  C  per  i  valori  di  n  da 
1  «7. 
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«     G 

?■ 

P. 

ptUPi  rtp, 

«     e     ).,  y. 

K  f »  K  K 

!>• 

1  —  1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6-781 
6-170 

0 
0 

0 
0 

.1    0 
0   1 

0 

0 

2  —  1- 

3 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

6-28   9  1 
6-*-    7   80 

2 

1 

0 

1 

0  0 
0   0 

0 

3  —  3 

5 
4 

2 
0 

0 

1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 

3  —  1 

7  -132  13  6 
7—33012  4 

0 
1 

0 
0 

0   0 
0   0 

0 

4-5 

7 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4  —  5 

6 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

7-12011  3 

0 

1 

0   0 

0 

4  —  1 

5 

0 

0 

1 

0 

0 

0 
0 

7^  3610  2 
7—891 
7^    1   8  0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

1    0 
0    1 
0   0 

0 
0 

5  -14 

9 

4 

0 

0 

0 

0 

1 

5  —21 

8 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

7-18011  a 

2 

0 

0   0 

0 

5—6 

7 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

7-  7210  1 

1 

1 

0   0 

0 

5-1 

6 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

7-890 

1 

0 

1    0 

0 

5  —  3 

7 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

7  H-  12  10  0 
7-4  90 

3 
0 

0 

2 

0   0 
0   0 

0 

0 

6  -42  11 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

6-8410 

3 

1 

0 

0 

0 

0 

6  -28 

9 

2 

0 

1 

0 

0 

0 
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(  208  ) 
Per  dare  dd  esempio,  sappongo  l'equazione 

x5 -^  ir' -I- 1" -^  10» -^  1  =  0  ; 
la  formala  (4)  dar& 

ì__i_       ^_1__^_^ 

''  ~      10      10'  ~  Vfi      10;      10»      W" 


132 
"IO"' 


2 
10» 

5.2 
■^10» 

21.2 

""ir 

84.2 
""lO" 

330.2 
^lO" 

- 

1 

"io!  - 

7 
*-  105 

36 
■^10^ 

3.2" 

28.2' 
109    ■ 

180.2' 
10" 
8.2 

~  iS 

12.2! 
""  10" 

==  -  0,10081033  . 
Napoli  30  Agosto  1857. 


„  Google 


(209  ) 


SULLA    TR&SFOBIAZIOHE    DELLE    PUNZIORI    ELLITTKBE. 

MESfORIA 
BEh  ««TT.  VELIGE  GiS«BATI 

1.  —  La  Nota  —  pubblicata  in  questi  Annali  dal  Sig.  Prof. 
Brìoschi,  nella  prima  parte  della  qnale  applica  il  metodo, 
esposto  dal  Sìg.  Uermite  per  la  trasfortnasìone  delle  funziooi 
abeliane,  alla  Irasfbrmaiione  ^''"^■■le  disparì  delle  funzioni 
elliuiche,  e  nella  seconda,  a  completa»  la  questione,  offre  on 
metodo  semplicissimo  per  ladetermioaùone  dei  coefficienli 
nelle  forme  ottenute  nella  prima,  arrivando  per  tal  modo  con 
somma  speditezza  alle  formole  di  Jacob!  —  porse  occasione 
a  questo  breve  Uvoro,  nel  qnale  si  applica  lo  staaso  metodo 
alla  trasformaziotke  delle  funzioni  ellittiche  d'ordine  qualsi- 
voglia e  si  cercano  tntte  le  trasformazioni  alle  quali  il  me- 
todo atesso  naturalmente  conduca,  avuto  rìgnarda  anche  a 
quelle  formole  irrazionali  per  la  trasformazione,  che  spon- 
taneamente si  presentano,  partendo  in  tale  ricerca,  come 
qui  appunto  si  fa,  dalla  considerazione  delle  serie  doppia- 
mente ìnGnite,  da  rapporti  delle  quali  le  fanzioni  ellittiche 
vengono  rappresentate. 

Il  paragone  poi  delle  formole  per  quella  trasformazione 
d'ordine  pari,  data  da  Abel,  che  costituisce  il  teorema  XI  del 
suo  Kprécit  d'une  Ihéorie  dei  fonctioni  elliptiquei  (')»,  alle 
formole  corrispondenti  che  qui  si  otterranno,  fornirà  occa- 
sione dì  fare  qualche  osservazione  sul  metodo  usato  nel 
Précis  per  ottenerle. 

(■)  Creile*  JoarDil  fUr  dia  Hatheoulik.  IV.  Baad.  J.  329  —  OEuf  rM 
CompUUi,  tom.  !«.  p^.  3SB. 

annali  di  ScUnzt  Mal.  t  Fii.  Giugno  1857.  14 
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(M0| 
II.  —  Rappresenti  y  nna  foniione  della  x  (ale  che  sia: 

,,,    iy  _  <fa 

9  si  Toglia  delerminarQp.U  iorpi^  «apponendo  cl)e  : 

(2)  j ,  ^'(l  -  ,-) ,  1/(1  -  xy) 

sieno  fandODÌ  razionali  delle  : 

m      -■    ■•■       »,K(»-»").   l^ll^tV) 
Si  poQja  : 

X'        -ite  — g  f ifal  ^„„ 

i/a-»V(i:-iV)    u.  i/(i^-)t/n-i-.",.  :/  ■' 

$ì  hanno,  avuto  rlgnardo  alla  (Ì)  i 
(4)    ^  ~=  spoam(2Ki't  k)  ,    y^»cTMV^^^{av-*~b),  X) 
d»v«.  i\  nppreuMta  i«  fosiìoD*  oomptote  corràpoodeatn  «1 
podalaX  e  6  la  eoslante  introdotta  dnll'iirtegrazìone  d^Jla^l^ 
Si  poDga  indhae  : 


<5) 


e(«)=/(-ll 

nelle  quali  il  simbolo  /  esprime  cbo  la  m  deve  assamere 
talli  i  valori  namerici  interi  da  —  oo  q  -i-  «  e  le  quan-^ 
lità  7  p  e  s.o.no,  definite  dalle  :         ■ 

(6)  ,  =  ,.j,c  =  .^, 

intendendo  con  K',  A'  le  funzioni  complete  corrispoodenti 
ai  modali  i',  X'  complementi  dei  moduli  )t,  X. 
Indicando  con 

P)  9»,  9,W.  ».(•).  «jW  , 
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le  qnatlra  funiionì  che  sì  olleogono  dalla  0{n)  pooemdo  sue- 
cessivamente  : 

q^i,    1,     0,    0, 

vsl,    0,     1,0, 
Ira  «sse  e  le  funzioni  8(t>),  H(v)  dì  J«cobl  hanno  luogo  le 
relaiìoDi  : 

Ì«ir    .1        *    H(2K»1_.  1    9.(t.) 
..n«m(2K., J)  »  -  ^-j^j^  ^^S:^^- 
„.,    ,.       lAi' H(2Kb -^  K)       V/^t'9,(t.) 
co,o»(3K.,*)  =  j^       é(2K,)     =  i7*  «H  • 

Similmente  sì  distinguaDO  fra  loro  le  quattro  funzioni  9(«^ 
per  le  quali  avranno  pure  luogo,  cambiando  k  in  X,  le  ul- 
Urne  relazioni. 

Dalle  (5)  si  ottengono  : 

.S(i.-i-l)«{™l)'Sji;) ,    ${^^y)={-ìfr"i»'*>ì  S(„) 

e  tre  altre  corrispondenti  alle  Q(v),  le  quali  mostrano  che 
!  rapporti  fra  questo  ultime  funzioni  ammettono  siccome 
indici  o  semiindici  di  peridiocìlà  le  quantità:  l,c.e  quindi 

i  rapporti  fra  le  Q{sv  -*-  6)  le  :  -,  -  ;  perciò  volendo  che 

le  (2)  ossia  che  i  rapporti  fra  le  Q{so  -t-  b),  ove  ; 

(«)  '^'T' 

a 
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sieno  espressi  razionalmente  colle  (3)  ossia  coi  rapporti  fra 
le  $(v),  si  dovranno  stabilire  le  relaziooi  : 

I  a  ti 

nelle  qnali  le  d,  ,  I, ,  ti,  ,  I,  rappresentano  numeri  interi 
Da  qneste  si  hanno  : 

(  y  =  -i ,   I,  :=  4^c  -*-  It ,    »,  =  d,e  H-  /,  , 

(11)  \e  =  - ,   r  =  -  d,7  -I-  d,  ,  r.  =  /,y  _  I,  , 

=  ne  ,    «r  »=  n  ,    rs,  =  ny  , 
ove  : 

(12)  n  =  d^h  —  dj,. 

in.  —  D'ora  innanzi  si  riterrA  &  =  0;  si  mostrerà  in  s»- 
gnito  come  dalle  formolo  che  si  otterranno  in  tale  ipotesi 
si  dedncano  le  altre.  Avato  rignardo  alle  ultime  relazioni, 
si  ottengono  facilmente  la  segoenli  : 


nelle  qnali 

(14)        J  =  pdi  -^  /xIj-4-  d^l^ ,  A  =  pd,->-nl,-^-  dj,  . 

Ciò  posto,  avendosi  una  funzione  Tl{v)  definita  dalle  equa- 
zioni, della  forma  delle  (13)  ; 

(n(tM-i)=( -i)'n(D) ,  n(iw-7)=  (— i)*  e-'«-('"^wn(o) , 


(15)  i 

»  n(-e)=(-i)m{i.), 


IV  Google 


(213  ) 
si  cerchi  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  che  ponno  en- 
trare nella  medesima. 

In  forza  della  prima  fra  qneste  equazioni  la  funzione  ri(v), 
sapponendola  di  quelle  sviluppabili  secondo  le  potenze  in- 
tere e  positive  dei  loro  argomenti  in  serie  sempre  conrer- 
genti  f  potrà  essere  rappresentata  con  tutta  la  geaeralitA 
dalla  serie  doppiamente  infioita  {')  : 

ossia,  per  essere  nulla  la  seconda  parte  io  virtù  della  stessa 
prima  delle  (15)  e  ponendo  : 

A.^=(-l)    A.  .<•        '      • 
dalla  serie  : 

/(-1)"'a.  .'""■""*£""■"'"'  • 

Am  essendo  un  coefficiente  indeterminato.  Per  la  seconda 
però  e  per  la  tenta  delle  (15)  si  banco  le  :. 

(16)    A.„  =  (-l)i-)«A.,   (-1)"A..,=  (-1)'A^ 

ed  anche  : 

(-1)»  A..i  =  (-l)-H-l«  A^    , 

delle  quali  la  prima  mostra  che  tutti  i  coefficienti  A.  sono 
esprimibili  mediante  n  tra  essi  che  si  ponno  ritenere  i  se- 
guenti : 

A, ,  A,  ,     .     .     .     .     A^,  , 

la  lena  somministra. fra  questi  le  relazioni  t 

i~ì)'*X,.s=^-ìyK„.,  ,  (-1»  A.  =  (—1)^*  Xn-S  , 

(-l)MA..s=(-l)'A>,., ,  OTvero  (-1)«A, =(-!)'** A,,^., 


(')  Wicr'lraM.  Tbéorìe   der   Abel'wben   FaiMtiooeii;  Crellv'i 
n  Band.  $.  305. 
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(_1}WA„.,    ={-y  X„^, ,   i-l)''- k„     =(— 1)»**A„  , 

Becondocbé  sìa  n  dispari  o  pari. 

Sapposto  ti  dispari  e  r  ^  dA  (mod.  2),  il  aamero  dei  coef- 
ficienti che  rimangoDu  indipendenti  risulta,  qualunque  sia 

i ,  eguale  ad  -5—  .  ^• 

Supposto  n  pari  e  3  ^  1  (mod.  2),  il  namero  dei  coef- 
ficienti indipendenti  riducesi  ad  ^  .  Se  inraoe ,  essendo  » 

pari ,  si  suppone  3^0  (mod.  2) ,  avendosi  dalla  prima 
delle  relazioni  precedenti  combinata  colla  prima  delle  (16) 
e  dall'ultima  : 

A,  =  (-1)^  A„ ,    A„  =  (-1)^*  A„  , 


fie  segue  che  il  numero  dei  cofficienli  isdipendenti  non  sart 

superiore  ad  -  1  ove  non  sieno  contemporaneamente  3=A^0 

(mod,  2) ,  perché  risulterà  allora  l'uno  o  l'altra  dei  coef- 
ficienti A,  ,  A„  ,  od  anche  entrambi,  eguale  a  zero;  e  sarA 

inrece  il  detto  numero   eguale   ad  ^  -«-  1  quando    sieno 

ì^h^ì  (mod.  2).  Riassumendo  pertanto  si  conchiude  che: 

L'espressione  più  generale  della  funzione  n(t<) ,  deSnilii 

dalle  equazioni  (t5)  e  della  natura  supposta,  contiene  un 

numero  di  coefRcienti  indipendenti  eguale  ad  — —  per  n 


pari ,  secondochè  non  siano  orrero  siano  contemporanea- 
meule  d  =  A  =  0  (mod.  2). 
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Si  indichino  con  d^(e)  «  9,(v)  dae  fca  le  qaittli<o  Tunzidni 
S{v)  b  con  v^ ,  q^,  v, ,  q,  i  valori  c&rrispondenti  delle  t , 
2  e  si  consideri  una  funzione  omogenea  del  grado  n  date 
nie4Ìc8Ìaie:.aetla  fórma  : 

.;  2„»B,.,5%fi*.  =  P(uì,      ,.  ,      ; 

a  ,  6  essendo  aumeri  intieri  sempre  pari  6  disparì  la  somma 
Alai  '^óftfì'  iriti  «gtiat«  à^  n.  'Per  'essa  t'òssérV^olio  W  (9)  t 
Hvranno  luogo  le  proprieli  .  "  . 

F(.-^l).=(^l)" 

><    «  F(«),  Tf-t-M-l)    "■     ^'FW   ,      , 

Ì>er  eai  sdra  deBniia  dalle  equazioni  (15)^  <iv8  si  rilengi^oi 

e  siccome  la  medesima  cdnliene  — —  coemcienli  fi^,^  indi-. 


n  sia  pari ,  secondochè  ifon  si  suppongano  ovrero  si  sup- 
pongano contempAraneamente  a^ò^O  {nói.  3)^  cosila 
detta  funzione  F^)  j. essendo  anche  della  natura  sapposta 
alla  jn(n)i  potrà  assumersi  siccome  espressi|OQa  generale  di 
qoesl'allima,  ove  Steno  soddisfatte  le  cOngmenze  superiori^ 
Ora  fnnzioni  della  nalnra  delia  n(v)  e  similmente  dafr> 
bile  senoy  oslertabdo  le  (5)y  (i3),  Ut        -j^ 

quindi  si  pj)trJi  stabilire  la  1%  2*  o  3*  delle  seguenti  egna-* 

glianze  : 


ly  Google 


(  216  ) 
''•'""  eM=B.9,"  -^B,8,'"'9,V...-J-B^,  8,5,"', 

(I7){    <'"''"'eM=B.9,""9,-.-B,9,'"'s,'-^-...-<-B„__  «,«/"  , 

""■'"   e(<i))=B.9/  -i-B.e/"'?,' H hB«S,'  , 

seceudochè,  avuto  rigaardo  alte  congruenze  superiori,  avran- 
no luogo  le  1°,  2^  o  3*  dello 

(mod.  2| 

IV.  —  Si  noti  la  scgaenle  proprìetè  delle  fuRzioni  B.  • 
Posto  : 


(19) 


,^M^.^-.^ 


nelTe  quali  d  ed  I  rappresentano  interi,  dalla  seconda  delle 
(5).  cambiando  b  m  in  m —  1(^,  — fL,~^d),  si  ottiene  : 

Da  questa  relazione,  ponendo  successivamente 
d  =  J,  -ni, ,        i  =  I.  -^  ij  , 
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osservando  le  (11)  e  cambiando  ]a  o  in  » ,   si  ottengono 
queste  altre  : 

(21)  J    '."'  ^ "  ''  e,[.  (.  ^  1)]  =  6,„  /"'■"'  9.M  , 

I  _ur«     (  H-  M       iKd  ir' 

\  Xe         \       Uè'       e,(n). 


dii,  (Xf  —  w.  -*-  di  'i 

=-j —  fr  — -^ e.  ^  , 


fissati  gli  indici  r  ,  le  seconde  frs  le  reisiioni  (19)  determi- 
nano gì'  indici  (.  Una  relazione  simile  alla  (20)  ba  luogo 
evidentemente  fra  le  9(v);  si  notino,  siccome  casi  partico- 
lari di  essa,  le  segaenti  : 
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(  218  ) 
ftlle  qnsli  corrispondono  ordinatamente  le:   ' 

jX^  —  (1,  -H  1  ^  0    ,      Pr  —  P*  S  0    , 

(24)  it-r  —  p-,  =0,  pr— p,-*-l  =  0,  (mod,  2.) 
fi,  — /x,-^l=0  ,  |i,_p,-i-1^0  , 
V.  —  Ciò  premesso,  la  forma  da  asìnmeni  qnàle  espres- 
sione di  aaa  fonzione  e  *  6(ti)  e  le  B{v)  che  debbono 
enirarTi,  dipendendo  per  le  (iS)  dalla  forma  pari  o  dispari 
dei  numeri  d,  ,  /,  ,  d,  ,  {, ,  si  distinguono  i  vari  sistemi 
di  questi  numeri  slessi.  Ora  questi  essendo  legali  fra  I*ro 
dalla  relazione  (12) ,  nella  quale  n  rappresenta  il  nam^ro 
cbe  segna  l'ordine  della  trasformazione ,  a  tale  relazione  « 
prendendo  a  considerare  in  primo  luogo  la  trasformazipne 
d'ordine  pari ,  si  soddisfa ,  lasciando  ad  n  la  massima  ge^ 
neralilà,  coi  nove  sistemi  di  numeri  seguenti  :  ' 
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d,  =  1,1,  =  0,  d^  =  !,(,  =  0,  (1), 

(25)  /  d,=Q,l,=0,  d,  =  l,/,sO,  (iBod.2)(2),{f^l„2,3 

d.  =  IW.  s  0,  d,  =  0,  /»  s  0,  (3), 

<Ì,=0,  (.=1,  d,=0, /.  =  0, 
disdilli  in  tre  classi  (1)^  >  (2)^ ,  (3)^  »  Belle  quali  riescono 
ordina  lamente  i 

Ìmd, —  mali  =  i  ,    tnJi —  mda  ^  1  , 
md,  —  m,l,  =  1  ,    mj^—  md,  ^  0  ,        (mod.  2) 
md, —  W,  ^0  t    Wéla — mda^l  » 

qualora  con  m,  ma  s'intendano  due  Dumeri  interi  scelti  io 
modo  ebe,  neHa  espressione  : 

mr  -t-  m,r,  =  (md, —  m„*,}  -4-  {mJt —  md,)^  ,' 

non  riescano  coolemporancamente  pari  il  coefficiente  di  y 
e  il  termine'  che  non  la  coaliene  : 

Per  le  (21)  e  (19)  si  vede  che  una  funzione  t  '  ^(f) 
si  cambia  in  una  delle  altre  tre,  moltiplicata  per  aa  fai' 
tore  della  forma  i  • 

Sr„  e        \      '  oTverO'  bf,,  ovvero  c,„  «        \      *■, 
cambiando  in  essa  la  v  nei  sistemi  di  numeri  d, ,  I, ,  d^ ,  I, 
segnati  : 
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(I)r  in  »  ^-^       oTvero 

1 

(2),  .«-.1 

(3),.—'^     . 

-\ 

ie  per  brerità  si  rappresentano  cogl'  indici  0,  1,  2,  3  le 

rispettive  fnnzioni  e  '  ^m],  l'ordine  con  Èaì  si  cam- 
biano le  une  nelle  altre,  cambiando  la  t>  cdme  si  é  detto, 
viene  indicalo  dalla  tabella  : 

ÌO      1      2      3 
(j),     3      2      10 
(.),    1      0      3      2        {-  =  1,2,3  . 
(()3    2      3      0      1 

VI.  —  Si  prendano  a  considerare  in  special  mfdo  i  si- 
stemi {l)r  ossia  della  I*  classe.  Avendosi  in  tal  caso  : 

P,<*i-+-/*.^-wi.^»sl  .    p.d.-^fi„/i-^-rf,I.=l       (mod.  2) 

ed  essendo  jxji,  =  1,  dalle  seconde  delle  (18)  si  ricava: 

V,  =  1  ,  3^  =  1  ;    V.  =  0  ,  y,  =  0  , 

o  viciversa,  quindi  : 

(27)  t"*"^  e,M=flA'"'^j-^iV"'^j'-*---^«ji   sa'"- 

Per  dclenninare  i  coefficienti  a.,  a„  .  .  .  si  osservi  che 
iodicaudo  §,  m  mg  tre  nomeri  interi,  per  le  (11)  e  per  le 
relazioni  fra  le  6  analoghe  alle  (9)|  sì  ba  : 
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per  cui,  poDeodo  nella  (27)  OTTero  Della  : 

On  -I 

i^àuf  e./S.—    o,  e."-«  '    • 

(28),   ■    e-(>'ì  =  «-e3-g(57:j--57^*-— ;r, 

in  luogo  della  d  la  §» ,  dove  : 
(29)  »  = 2_l, 


n  olliene,  ore  dod  riesca: 
la  seguente  equazione  : 

''"'L^mJ  -^."iLsiwJ "-"' 

dalla  quale  se  ne  ricavano  Isnle  fra  i  rapporti  dei  coeffi- 
cienti ,  qoanlo  sono  i  valori  diversi  fra  loro  e  dallo  zero 
e  dall'  00  che  la  fanzione  : 

può  assumere  attrìbaendo  a  f  tutti  i  valori  numerici  in- 
teri da  — 00  a  H- co.  Per  trovare  il  numero  di  questi  va- 
lori .differenti  fra  loro,  si  osservi  che,  indicando  con  a,  J3 
due  nómeri  interi,  per  le  (9)  si  ba  : 

dalla  quale,  ponendo  : 

a  -4-  py  ^  nic  =  mr  -•-  mj-^ 
e  cambiando  la  r  in  —  v,  si  otliene  la  : 
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(  ììì  ) 
,32,  |-9,(.»-.)-|-      rWO-i. 

Questa  equazione  mostra  che  ì  Talori  di  §*  ai  qaali  cor* 

rispondono  valori  differenti  fra  loro  della  funiione   (31) , 

,.    n        , 
wno  gli  ^  -^  1  seguenti  : 

0,1.2,...?, 

qualora  non  si  possa  supporre  a-i-/3y  eguale  al  prodotto  di  w 
per  un  numero  intero  minore  di  n,  cioà  qualora  n,  il  coeffi- 
ciente di  7  e  il  termine  che  non  la  contiene  nella  espressiono 
nwnon  ammettano  fattore  comune. Siccome  poi  degli  antidelti 
-  H-  1  valori  di  §  il  primo  annulla  la  funiioiie  S,(  |u],  e 
l'ultimo,  per  la  forma  della  io  : 

(33)  »= -^ ", 

dove  h,  h'  rappresentauo  numeri  interi,  il  che  risulta  dallo 
(29)  e  (251) ,  e  per  la  terza  delle  (23)  annulla  la  OjÌ^)  , 
cosi  si  attribuiranno  a  ^  nella  (32)  i  rimanenti  -  —1  va- 
lori ;  quindi ,  i  valori  corrispondenti  della  (31)  polendosi 
considerare  quali  radici  della  equatione  : 


la  (28)  potrà  porsi  sollo  la  forma  : 
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VII.  —  Prendeado  ora  a  considenre  in  particolar  modo 
ODO  dei  sistemi  della  1.*  classe,  per  esempio  quello  segna- 
to |1), ,  se  Della  (87)  ovvero  nella  precedente  eqaazione 

si  cambia  la  t>  io  o  -h  ^  e  si  osservano  le  (23)  e  (26),  si 


,  -/iti*  /!■"  r         9,   S.  (ton 

.,,3.     .    e,H=-«.9-.[l-j|-.s7};^] 


(35) 


M- 


2 


M- 


2 


6(sii)  si  osBervi  che,  nel 


Per  le  altre  dne .  funzioni  e 
gislema  (4),  ,  si  banno  : 

l),li.-i-H,!,-<-(ti.=0,  |l,(l,-e-H,I,-*-J,(,=0, 

(nio<l.2je 

per  cui  te  medesime  ai  ponno  esprimere  mediante  la  terza 
delle  (17),  6,  e  5,  essendo  due  qualsirogliano  fra  le  $,  Si 
ponga: 


(36). 


e,|«>)  =  S.S.'-^»,6.— 9",-^  .  .  .  -*-»»9."i 
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Per  determinare  i  coefficienti  &,,&,,...  mediante  la 
prima  delle  due  ultime  equazioni  si  osservi  ebe,  per  le  re- 
lazioni analoghe  alle  (23)  fra  le  6  si  b«  : 

dalla  quale  ponendo  per  «  il  valore  —  dato  dalle  (11)  ed 

in  luogo  della  v  la  quaDlltà  : 

(r  -•-  *,r. 


(,  t«  essendo  numeri  interi,  e  rammentando  la  (27Ì},  si  ot- 
tiene : 

ed  anche,  ponendo 

l=f(2|-l)  ,    l.-i=(f.*J)(25-l) , 
^,  p,  e  I  rappresentano  numeri  interi,  la  seguente  : 

Dei  numeri  tn,  m,,  che  entrano  nella  (29),  il  primo  si  ri* 
tenga  pari  il  secondo  dispari  ovvero  si  supponga  : 


(37) 


„=!e^d!6.:ti)^  =  o 


i  coefficienti  nelle  (34),  (35),  (36)  e  (36Ì)  verrano  cosi  ad 
essere  espressi  per  funzioni  ellittiche  di    argomenti  mul- 
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lipli  dì  un  solo.  Ponendo  pertanto  (|  —  i)ti>  io  laogo  dalla 
V  nella  (36),  si  ottiene  ; 


».[(i-|)»], 


'#-M 


4(1-1).] 


nella  quale,  osservando  la  {32),  sì  attribuiranno  a  |  i  valori 

1,2, 

la  forma  ; 


e,(..)=i.8-,   „-3=- 


(39)1 


'■•(i)) 
■■(i)l 

9% 
9", 

■•r-i 

-•») 

■■("-i 

i.) 

l«i..«   ■    e.H  =  J.9- 


(39)  < 


X  <  1  -  y-'- 


'ni) 
.(=^-), 


■■(=^-y 


Ora  le  (8),  (4)  e  (10),  ponendo  : 
(40) 


annali  di  Scinte  Mot.  e  Fii.  T.  Vili  Giugno  18&7. 
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Somminisb-aDO  : 

'  ^M  =  HTh  $emm(u,k)  =  i\/^(k.x)  . 

el,{ti) 

1  ?*!!?  =  , VX »ei.ai»("j-,  l)=(l/X.y, 

I  e,w  VM       ' 

per  cui,  ponendo,  avuto  rigaardo  alle  (33),  (6): 

(S*  *  IjK-.- (2*' ->-!)«' 
(42)  a  =  K.=  ;; 

e  ponendo  inoltre  : 

f„^t^(l-«')(l-*'a!VJ(l-JV.'4)-l»-*V.",-.), 

P3,,  =  (l  —  i*xV,)(l  —  AV(r"3)...(l  -  *V<%.J  , 
dove,  per  breviiàt 

3  seiwua^iaUiA)  ed  anche  : 
(^*=s  co3at»(fliu,A)  , 
(W)  /àm  =  Aam(m«,A)  , 

igm  ^  tangam(t?U),A)  , 
ij„  =  sencDS>n(mu,A)  , 
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m 


(827  ) 
le  equazioni  {H) ,  (39) ,  (35)  divise  per  la  (38)  ed   osser- 
vate le  (8,  danno  le  seguenti: 

f,vT.u=-- [.^1  .  ■ .  .^.  r... 

I  "^  •'    s.i/-**'  [4.4, . . .  4„-,]'[<,«j . . .  .„-,:■  f... 


(«)( 


*"  Ci   •   ■   •  '«-.]"  ' 

«.,3p^,|A(l-X  ,  )=-r.   ,^       [A....4^.]-C.......-,r 


Nells  due  ultime  fra  queste  tre  equazioni  ,    ponendo  x  =s  0 
e  quindi  per  la  prima  y  ^  0,  si  hanno  i 


">.j 

\/i.' 

'    '    a 

(46) 

«..3 

1 

' 

1 

».    ^        [4. 

...4 

-.]"[■, .. 

.«-,]■ 

i"  1^*' 

e,  dalla 

prima  delle  medesime,  si 

ha: 

(a.. 

a 

1         1 

[>. - 

. .  >^,r 

1/X   l^(U')    [4..  . 

.  4„. 

.1*C>.  ■  ■ 

•  •«-.]■ 

ma,  per  le 

1),  (10).  e  (40),  risulta: 

(♦ 

) 

<IL=«= 

1 

daaque: 
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(48)  i  -  1-  J-  -L.  ['■  •   ■  •  •"-■]' 

Per  qaesU  equazione  e  per  le  (46),  le  (45)  direngoDo: 

i/-(i->y)  =  ?ii", 

inoltre  si  hanno,  per  U  prima  delle  (46): 
>  =  ±.-T7i — K—r-..    »'  =  ± 


t^(l*a<,..,<.)'  ■■V(l  *  ««...j'J  ' 

»  _  _1 

e  per  la  seconda  delle  medesime  e  la  (48)  e  le  prime  due 
di  queste  ultime  tre: 


1 

[  valori  precedenti  di  X,  ...  —  ,   osservando  che  nel  siste- 
ma (1)„  per  le  (22),  (25),  si  hanno: 
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o",,.  =  ±  1 

(  22S 

-1 

Si  pODno  scrirere 

come  segue: 

(51)»=±:1-,J 

,^^,, 

.  X 

'v' 

t —  ,  —      ^'l  c_  t'a  , 
?%    M  y„ 

1  coefficienti  £.,  &„  ...  nelle  (36),  (361)  si  ponno  anche 
determinare  mediante  quest'ultima  osservando  che  : 

9.(.-i)  =  .e.(.) 

e  quindi,  analogamente  a  qnello  che  si  é  già  fatto ,   che  ; 

l\(2(j-.-lV-i-2 


e^ 


{'{^-T^T'n-"' 


per  cni  ritenendo  nella  (29)  m  dispari  ed  m,  pari  e  coo- 
aerTsado  le  deoomÌDazioni  (43) ,  (44) ,  (50)  e  (42),  a  non 
cambiando  di  forma  rispetto  ai  coefficienti  dì  k ,  ti',  si 
trovano  queste  altre  formole  per  la  trasformazione  : 

,  =  i  ?=:.",  1^(1  -  V-)  ='-  ,  1^(1-  i.Vì=  ^'  ■ 

M  93.it  f3.a  ?3,« 

t'c.  '  t'»  '      ^'  M  y,     "  " 

vili.  —  Considerando  gli  altri  dae  sistemi  di  numeri  (l),, 
(1)3,  ottengonsi  immediatamente  altri  quattro  sistemi  di  for* 
mole  di  trasformazione;  osservando,  se  vuoisi,  cbe,  passando 
da  un  sistema  di  numeri  d„  f,, ...  ad  un  altro  della  medesima 
classe,  non  yaria.  nelle  (35),  (36)  e  (37),  ovvero  (38),  (39),  se 

non  l'ordine  con  cai  sono  disposte  le  funzioni  «     '  6(m) 

ed  i  fattori  s^,, ,  A,,,,  c,^,  che  insieme  alle  medesime  n,e 
coslìluiscono  i  primi  membri,  e  l'ordine  secondo  il  qnale 
le  funzioni  suddette,  come  anche  i  fattori  a^,,, .  •  ■  cam- 
biansi  le  une  nelle  altre ,  viene  rappresentato   dalla   (26). 
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K.  —  Prendendo  a  coasiderarc  i  sistemi  (2)^ ,  (31,  , 
della  2%  3'  classe,  troransi  per  ciascuna  sei  sistemi  di  for- 
inole di  trasformazione. 

Posto: 

„.„=«(l-£)... (!--£), 

[  ,„j=l^(l-.-)  l/(l-iV)  (l  _  J^)  .  .  .  (l  -  -^)  , 

-={»-x-)-('-£)' 

Ipf  =ik'  '  [Ij,  .  .  .  «j«^]", 

|j»  =  *'"  [<»■•  •   •  'jo-iJ*. 

I         2JK-H2Ì'-.-  IKK' 

l  6H= i '  '  ■    , 

\  " 

A,  A'  essendo  namerì  interi,  do  sistema  di  forinole  di  tra- 
sfonnazioae  ,  corrispondente  al  sbtema  di  numeri  (2)a  y  i 
il  segnenle  ; 

M  fitfi  <f„f  fu? 

ossia,  per  essere  io  i{uesto  caso  : 
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S-.„=d=l,    ^'  =  ±1. 


m^i  = 


1- 


Ck>sl  pure,  posto  : 

|,,„  =  ^'(l-tv)(l-sv.■.) .  .  .  (i-ivivj  , 

(53)  <!,>3„=  (1  -  tv.'.)  .  .  .  (1  -tW„..) , 

/py  —  *  *  t'»  •   -   •  *n->3"  » 
[  J,  =  A  "   Ci   •   •    •   '»-il  » 

J2A -t-l)K-H2VtK' 
'."  '     »  * 

uà  sistema  di  formole  di  trasformàtianè,  corrispondente  si 
Bbtema  (3)3,  Tiene  dato  dalle:-  - 

U     ip„y  f3,y  9"1 

1  «O.l    PS- 

"  n  «1,3   7y 

ed  anche  : 

A  =:±:  j  y  ,    «  —  —  *  r^' 
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X.   —  Dalle  (23)  si  otlieoe  facilmente  la  notissima  rcla* 
zione  : 

1 


(54)        seaam(u-^iK',    k)  ■• 


kseaam{u,k) 

nel  primo  membro  della  quale  cambiando  la  u  in 

y  H-  ««  -  K  —  ìK' 

supposto  cbe  a  abbia  la  forma  (42)  e  cambiando  poscia  an- 
cora la  H  in  K  —  u  si  ottiene  : 

1 

(541)  8enam(««  —  «)  ^  d:   . 


Se  »  si  suppone  della  forma  (52)  allora,  cambiala  nel  primo 
membro  della  (54)  la  u  in  no  —  tK'  —  u,  si  ha  : 


f^*i) 


y)  scna»i(na  -—  t»)  =  =t -. —  . 

4/  xsenomu 


Se  finalmente  a  aresse  la  forma  (53)  allora,  dalla  : 

senam(K  -,-  u)  i=  sencoomu  , 
sì  otterrebbe  : 

senam(nu  —  «)  =  ±  sencoamu  . 

Mediante  queste  tre  relazioni,  ponendo  successivamente  in 
luogo  della  u  le:  26>,  4o,  ..•  (n— 2)uì  a.  Su, ...  (n— 1)»,  si 
ponno  presentare  sotto  altra  forma  i  coefficienti  nelle  fun- 
zioni fa,  7,,  fi,  <p3,  e  le  quantità  y,  j>j  funzióni  e  quantità 
definite  dalle  (43)  e  (50)  ovvero  (52)  ovvero  (53),  secondocbè 
sì  considerano  come  apparlenenti  alla  1*  o  2'  o  3'  classe. 
Se  si  indicano  con  A^,  k^,  (r  =  1,2,3),  i  sei  sistemi  di  for- 
mole  dì  trasformazione  corrispondenti  per  ciascuna  classe 
ordinatamente  ai  sistemi  di  numeri  (r),,  (r)„  (r)],  la  fun- 
zione y  ed  il  modulo  X  per  quei  sistemi  vengono  espressi 
ordinatamente  come  segue  : 
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'  1     i 


(55), 


£    b 
5    ». 


T 

1 


Le  funzioni  [/"(l  —  y»),  t/*!!  —  X*y')  Tengono  pure  espresse 
da  rapporti  fra  le  f,  senta  fattori  costaoti,  perchè  ridu- 
coosì  all'umtè  per  x  =  Q. 

La  forma  d  ella  w,  (29),  rispetto  alle  r,  r.,  secondo  i  varj 
sistemi,  Tiene  rappresentata  dalla  : 


*,,  »--i 


-  l)f  -^  (am.  -.-  l)r. 


(56)  Aj ,   *, ,   «.  = 


2iiir  1-  (2m.  --  l|r. 


(2i«-i-l)r-t2in.r, 


la  forma  della  a  ^  Kie,  rispetto  alia  y,  non  cambia,  come 
ai  è  detto,  se  noo  passando  da  ana  ad  altra  classe. 

XI.  —  Si  tratti  ora  del  caso  in  cui  non  sia  la  b,  cioè  la 
costante  introdotta  dall'integrazione  della  (t),  nulla. 

Per  determinare  la  forma  della  i,  si  osservi  cbe,  avendo 
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(234) 
rigaardo,  siccome  espreisiooì  dei  rapporti  fra  le  Q(n-*~b), 

60    a,    $, 

soltaato  a  quelle  fanzioni  dei   rapporti  ^  ,   — ,  ^    Delle 

»i      $1     °i 
quali,  come  in  quelle  finora  preseotaleai,  i  due  ultimi  rap- 
porti, ossia  le  |/(1  —  ir'),  1/"{1  —  *'«'),  non  entrano  linear- 
mente se  non  come  fattori  delle  medesime,  cioè  alle  fnn- 
tioni  della  forma  : 

U,ir)J  b,(t.)J    u.(v)  '  e,'H  '  $,'{v)A  ' 

dove  F  è  simbolo  di  funtìone  rationale  ed  a  e  /3  tengono 
luogo  dello  zero  0  dell'ooità,  tali  funzioni  non  ponno  cam- 
biare che  di  segno,  cambiando  la  o  in  1  — 1> ,  ciò  che  è 
chiaro  per  le  (9)i  laonde  b  dere  essere  tale  che  : 

ovvero  : 


•^['(-i-^tO 


la  quale  esprime  che  la  quantità  1  -<-  2  - 

somma  di  multipli  interi  degl'indici  0  semiindici  di  perio- 
dicità delle  funzioni  : 

e,(»)  ■ 
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Ciò  poato  ,   si  riflella  che  le  funzioni  e     '        ^[sv),  a- 
Toto  rigaardo  ai  vari  ■istemi  di  Dameri  d,,  l,,  d,,  !,)  "oo 

cambiaosi  sempre  in  altre  cambiando  la  f  io  o  -«-  -   j  v-^Ì, 

t>-4- 1— —  j  ma  rimangono  le  stesse,  cambiando  ordinata- 
mènte  nei  sistemi  delle  classi  1%  2*,  3',  la  v  io 

perché  ordinatamente  si  hanno  le  : 

Ìd, —  d,  =  0  ,        l,-hh  =  0  , 
d,  =  0  ,  Il  =  0  ,         (mod.  2). 

d,  =  0  ,  i.  =  0  , 

Per  trovare  la  più  grande  potenza  intera  e  posiliva  del  nn- 
fflero  2   per    la   quale ,  aameotando    la  v  Jielle  funzioni 

e     '       @(»)    ordinatamente  nelle  classi  1*,  2',  3*  delle 
quantità  7  -v-  1,  7,  1,  divise  per  2  elevato  a  quella  potenza, 
le  funzioni  suddette  non  cambiaosi  peranco  in  altre,  si  ponga 
n  sotto  la  forma  : 
(59)  n  =  (2m-+-l)2«, 

m  ed  a  essendo  numeri  interi  positivi,  e  sì  indichino  con 
e* ,  I  due  numeri  eguali  ordinatamente  nelle  classi  nomir 
naie  a  : 

t'—ì,        (  =  1  , 

|'  =  1,  fi=:0, 

e'=0,        1  =  1; 

te  (58)  equivalgono  alle  : 

t'd,  -^  «da  s  0  ,    l'i.  -*-  g/,  =  0  ,         (mod.  2J. 
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Si  pónga  : 

(60)  { 

{  (7,  -.-  ti,  =  (2Ì3  -.-  X)2"  , 

'^M  hi  di  X  esseado  Domeri  inleri,  dei  qnali  i  due  ollimi 
dispari.  Col  mezzo  di  queste  due  relazioni,  eliminaDdo  dalla 
espressione  (12)  di  n  dne  fra  i  quattro  nnmeri  d„  l„  di,  I, 
che  saranno  necessariamenle  i  due  primi  per  la  classe  2* 
i  due  ullimì  per  la  3',  si  ottiene  ; 

n  =  =!:  C2(d^3  -  dji^)  -^d^-  d/.]2«  , 

la  quale  coincide  colla  (59),  ponendo  : 

(6t)  dA— Jlr  =  l         («nod-  2). 

Ora  dalle  relazioni  fra  le  6  analoghe  alle  (9),  si  ha  : 

e(t.  -*-  de->- 1)  =  (—  lfd*,^e^^{>d,^'ci  e(e)  , 

dei  l  rappresentando  numeri  inleri,  dalla  quale,  se  sì  cam- 
bia la  t>  in  ft>  e  si  pone  : 

(62)  d=|.(i'J,-.-A),      i=l(s'!,H-sy, 
per  cui,  osservate  le  (11),  risulta  : 

(63)  J.-^i=i(t'7-H-<) 
si  ottiene  : 

(64)  ~ r^ ^=±?!Ìf!l. 

Inoltre,  richiamando  il  teorema  espresso  dalle  (19),  (20)  e 
ritenendo  d,  l  determinate  dalle  (62),  si  ha  : 
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le  secoode  dae  delle  (19)  per  le  (62)  e  (60),  somministrano: 

(66)  I  (mod.  2) 

e  siccome,  per  la  (61),  B  e  X  non  poQno  essere  pari  con- 
lemporaDeamente,  cosi  non  potranno  essere  gl'indici  r,  ,  *■ 
eguali  rispettivamente  agl'iodici  r,  «. 

Richiamata  pertanto  la  (57)  ed  osservale  le  (13)  e  (21), 
(64)  e  (65),  si  ricava  dover  essere  : 

^\  %  e  p  rappresentando  nameri  interi.  Si  ottiene  dunque, 
ponendo  ^-*~l  in  luogo  di  |,  per  h  la  seguente  espressione: 

XII.  —  Avendo  b  tale  forma,  la  questione,  di  trovare  le 
funtioni  dei  rapporti    fra    le  9  valori  dei  rapporti  fra  le 

6  I  (  (v-i--)  I  ,  nelle  quali  la  i  non  sia  nnlla,  ridncesi, 

per  le  (21)  ovvero  (26)  e  per  la  (65) ,  alla  analoga  que- 
stione già  risoluta,  in  cui  si  supponga  &^0. 

L'ordine,  col  quale  i  rapporti  fra  le  6(50)  cambiansi  gli 
uni  negli  altri,  cambiando  la  v  in  : 

a  seconda  dei  valori  di  d  e  X,  viene  rappresentato,  osser- 
vando le  (66),  analogamente  alla  tabella  (26),  dalla  : 
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Ìo     1  2    a 

»^l,X^l     3      2  10 

)sl,A  =  0     10  3      2        (nod.  2) 

J  =  0,)l  =  l     2      3  0      1 

Le  d,  ed  l, ,  cbe  entrano  nella  (61),  sono  tali  che,  nei  si- 
stemi : 

(.),,    d,  =  l  ,       (,=  I  , 

(i).,    (I,  =  l  ,      i,  =  0,        (mod.  2),  (.=1,2,3; 

(»),,    J,  =  0,      !,  =  1  , 
quindi,  per  la  (61)  stessa,  risultano  nei  sifitemi  ; 

a>)„  i=l,  Jl=0  orvero  isO,  Jlsl   , 
(69)  <(.)„  S^O,  1=1       »       J^l,  )sl  ,        (mod.  2) 

'(»)3,  J=I,  1=1       »        J=l,  l^S  , 

Le  (26),  (68),  (69),  mostrano  pertanto  che,  da  ogni  sì- 
stema  di  formole  di  trasformazione  ottenuto,  se  ne  ponno 
dedarre  altri  tre,  mediante  le  relazioni  : 

e,(TC-i-})        ej        e,       e. 
^1  =  ■■'§;•   ''¥.'  "%• 


e,(ia 

~^i) 

e,(» 

-,-») 

e,(» 

-^4) 

e.*» 

-*) 

^    ^         ®:        ^ 

dove  si  è  poslo  6  iu  luogo  di  Q[sv)  e  -rappresenta espres- 
sioni della  forma  : 
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gy-^-g     e'y-^g     g'7-Hg   ^   E'7-^g 
2       •     2"-*-'   '  2       "^    2*+' 

e  le  «1  *  ii  t  Ci  i  0,  ec.  (eogono  loogo  dei  rapporti  : 

/!.>»1  fitti         fqtft 

Tali  relazioni,  ove  sì  pon^^a  : 

[<==senuiffl(2A(*i)-t-Ì),X)=»eoain|—  -»-  2M,X  1 

(")   I 

/y£ssenani(2Am>,A)=senafn  f  —  ,    >\ 
eqniTalgODo  eTideDlemeate  alle  : 

[^H^(l->y)  _^^  ^  |/^(l-y') 

^-iK(i_y')'       -X,'       =^i/-(i-xy) 

1/(1— •)= 

*        »  l/(l-y-)    -  X         y         '      *  l/(l-Xy) 
l/'(l-XV)= 

'     V(i-y')'    ~        y      '        i/(i-xy) 

CoDgiderasdo  p.  e.  la  irasformazione  Ai   corrìspondeale 

* 
al  sistema  (1),  ed  attrìbaendo  a  -  saccessi  vameate  i  valori  : 

2  '    2«*'^ 
si  ottengoDO  due  sistemi  di  forinole  di  Irasformazione,  osan- 
do, fra  le  relazioni  (70)  o  (72),  di  quelle  della  prima  co- 
lonna, poi  della  seconda  o  della  terza,  tecondo  cbe  si  sup- 
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pooe  : 

3  =  1,   A  =  0  OTvero  3  =  0,    X  =  1 ,         (mod.  2); 
le  relaziODÌ  della  lena  o  seconda  colonpa  si  preseolano  quin- 
di combinando  i  dae  sistemi  oUenuli  fra  loro  od  alle  me- 


Ritcaoto  p.  e.  -  =^  ossia  per  le  (11)  : 

dalle  (71)  e  dalla  prima  relazione  della  prinoa  colonna  delle 
(70)  0  (72),  si  ha: 

'  cenami ^  ^  l,A  ^  dM  =  =t:  \  4?==^ 

ovvero  : 


senam 


;^^,,.-......)=*__L 


equazione  ideoUca  alla  (541),  d,  ed  I,  easendo  nnmeri  in- 
teri dispari.  Si  osserrì,  se  vaolai,  per  qaello  elle  Terrà  detto 
fra  poco,  che  : 

r» dy f  dy 

J.  t^{l-s'V{i  -ì-V)  ~J .  i/'(i-y')i^(i-»"j') 

_.r « 

'J.  i^(l-C")|/'(»-VT) 


_d3_ 


l^(t-y')i/-(1-*V)' 


r 
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(341) 
XIII.  —  La  6)  avendo  la  stessa  forma  per  Inlli  i  sistemi 
dì  Tormole  di  trasformazione  corrispoDdenli  ad  ana  mede- 
sima classe,  se  tali  sistemi  si  paragonano  fra  loro,  si  tro- 
vano, siccome  espressiooi  delle  relazioni  che  hanno  luogo 
fra  i  medesimi,  formole  semplicissime,  le  qaall  rappresen- 
tano te  1.2.9.4  ossia  ventiquattro  maniere  colle  quali  si 
può  soddisfare  alla  equazione  : 

{  di ^M  dy 


dx 


(73)  I 

qualora  per  e  non  vogliaosi  assumere  se  non  funzioni  della 
y  che  siano  rapporti  fra  due  delle  espressioni  ; 

(74)  A.y,  A,.  A^|/(l  ^  ,'),  A3l^(l  -  \Y) 

A.  ',  Ai  ,  '  a,  ,  A3  essendo  quantità  costanti;  per  cai  da  rap- 
porti fra  le  medesime  vengono  esj^resse  anche  le  : 

.    .       ;l^(l-V).,-,;,K(l-,IV) 

fta.  i  ventiquattro  valori  ideila  t  quelli  che  si  annullano 
colla  y  i  moduli  ed  i  rapporti  corrispondenti  dei  moltipli- 
catori sono  : 


Annaii  ài  Scitnu  Mot.  4  Fu.  Giugno  1857. 
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^''•^-».''''  :      ." 


:(»— ^St 


dai  quali  faM  dfella's'«  il8tc6rrtip(ÌD6en(fdétteV(l-'0* 

^(1— /V)  4Ì  ot^^gQqQ  ^erideolemenie  .gli,' altri,  diciptt»  i^ 
quella  e  d»  queste  applicf^o^a  à  c.iasciiao  |dei  iqpàéunti  le 
forinole  (72);  ed  é  roanuesto  che  i  valori  della  costante  ^i 
corrispondenli  ai  v^ri'sMetbì  di  fomole' diitrasrormazione, 
6i  Donno  anche  ottenere  imniedialaniente  dqlle  (72)  e  (75): 
(alt  valori  essendo  le  «fiiant'ìtà  <ia  aggiungersi  all'ani  ^e* 
àa0  integrati  ollittici,  dei  quali  !sl  paragonano  i  lìorìli  va- 
riabili, perobé  quelli  possano  entrambi  essere  presi  a  par- 
tire dal  liinile  zero  ;  quantità  che  non  riescono  nulle  se 
non  quando  i  limiti  anzidetti  sieuo  legati  fra  loro  da  una 
delle  relazioni  (75). 

Fra  i  ventiquattro  valori  di  t  quelli  razionali  sono  i  primi 
quattro  dati  da  Abel  —  Précis  ^—  uno  dei  quali  viene  rap^ 
presentalo  dalla  equazione  i 

dalla  pag.  70  dei  Fundamenta  Kova-j  nella  stessa  opera  alla 
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pRg.  7i  o  90  troTKM  Mtata  U  reluùma  : 

sensm  (x  ^ .  *  -^cwcoam  (^  ,    V) 

cli£,  cambiata  la  »  in  lu,  si  mnta  nellx  : 


senttm 


s<X 


(s.^) 


e,  alle  pag.  90  o  91  Teor.'  I.*  P.  I.%  91  Teor."  !.•  P.  2.', 
queste  altre  : 

senam/^  ,     ì) 
Xg,  ji)  =  cosco™.(g,     X)=l— — -—  , 

■       "«™(-V|-^A,^)=c<»»»(^,    *). 
le  quali  tre  ultime  relaiioni  rappresentano  i  valori  di  z  : 

Le  notissime    relazioni  della  pag.  34  rappresentano  il  se- 
condo dei  valori  (75)  di  x. 

XIV.  —  Si  passi  ora  a  considerare  la  Irasrormazione  d'or- 
dine dispari.  Ossorvata.la  relazione  (12)t  si  banno  i  seguenti 
sistemi  di  numeri  : 

d,  =  l,  i.  =  l,  d.  =  1,(.  =  0, 

J,sl,i,  =  l,  d.sO,i.3l, 

J  J,=1,i,=0,  J.  =  0,i.  =  l, 
(76)  /  (mod.  8). 

>  d,  =  l,l,=0,  J.  =  1,!,  =  I, 

ii,  =  0,  i,  =1,  d.  =  l,!.  =  0, 

d,  =  0,  l,  =  l,  ii.  =  l,  !,  =  1, 
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Dalle    (21)    si    ricava   che  ,    cambiaDdo    oelle  faazioni 

'Trrf  ti' 
e     "       Slsv)  la  f  iD  : 

le  medesime  si  cambiano  le  ane  nelle  altre  ,  moltiplicale 
per  fattori  della  forma  : 


coll'ordioe  indicalo  dalla  ; 


(78)  < 


1  7-^1 

„^.     r^        _         0         12         3 

JlSS"     4-,  6"      3%  5'  3         2        10 

,  4-     1",  5*      2%  6»  10        3        2 

\  5",  6"    3%  2'      1-,  4*  2        3        0        1, 

dove,  come  precedentemente,  gì'  indici  0,  1,  2,  3  rappre- 

sentano  le  rispettive  funzioni  t     ^      Q[av)  ed  i  namerì  1*, 
2",  ec.  i  sistemi  di  nnmeri  (76). 

Si  supponga,  qui  pare  in  primo  luogo,  A=:0.  Avendosi 
per  tutti  i  sistemi  (76)  ; 

p^,-t-fjij,-+-d,i,=l  ,  pod.-+-fl„^-^-d,^,=l  ,        (mod.  2) 

ed  essendo  /x.pd  =  1 ,  dalle  (  18)  e  (17),  supposto  $,  =  d,  , 
si  ha  : 


(79) 


e.(«))=a,5."-Ho,e,"-"fi,*-^  ...  -^-  ffl,.,  $,5,' 


dalla  quale  si  ottengono  immediatamente  le  espressioni  delle 

altre  funzioni    «     '      8((c) ,    cambiando  la  v  successiva- 
mente nelle  (77)  ed  osservando  la  (78)  e  le  relazioni  (23). 
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(  2«) 
Per  determinare  i  coefficienti  a.»  a„  ...,  si  ponga  nella 
equazione  superiore  ^to  in  luogo  di  v,  <o  essendo  definita 
dalla  (29),  dove  m,  m,  ed  n  si  sappongono  nàii  ammettere 
fattore  cornane,  e  §  numero  intero;  osservata  la  (27Ì),  sì 
ottiene  : 


=  0, 


nella  quale,  per  la  (32)  e  per  essere  9,(0}  =  0,  si  attribaU 
raeno  a  §  ì  valori  : 

quindi  la  (79)  sì  Gambiera  nella  : 

mi 


Si  prenda  a  considerare  qualcnno  dei  sìslemi  (76)  in  par- 
ticolare. Il  3°,  essendo  quello  adottalo  dal  Sig.  Brioschi, 
conduce,  come  l'illnstre  Geometra  ha  mostrato,  alle  formole 
di  Jacobi.  Assumendo  il  1*  e  cambiando  nella  (79)  ed  (80) 
la  t>  successivamente  nella  (77)  si  trovano  ordinatamente  le: 

Hi 
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DÌTÌdendo  la  (80),  l*u[timar  «  la  prima  Tra  qaesle  tre  per 
la  seconda,  si  ottengono  tre  eqaaiioni,  le  qaali,  rammea- 
taado  le  (8)  e  (41)  e  ponendo  ; 


(81) 


=  Kiii  » 


(md,  —  m^,)K  -4-  (»,f,  —  md:,\iK' 


espressione  cbe  per  valori  opportuni  di  m  ed  m,  può  assu- 
mere Dna  qualsivoglia  delie  forine  (42),  (52)^  (53),  e  p»- 
neado  inoltra  : 
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(UH) 
^,..^,(l-^)(.;-^)..,(.-iÌ;),, 

I  f„j  =  (1  -  *V.'J(1  -  *'*"''4)  ■■■('  —  *^<'VJ  » 
(fj,<=l^(l-tV)(l-J"iV.)(l-i'i-a-4)...(l-*Vo'^,) 

jprf  ^  *  *  r*,s4 . . .  «o-ii* 

"■t;4;Av.;v.r   ;.  ■  ;' 


■    ■■■■'jL-,v5„:=viì"^?^'^  '      ■■■■ 

eqtrèsie,  posto  J 

a  pesto  «fsO,  y  =  Q  mille  "lu«  ijIliBe,  per  cai,! 
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M  y,w  ?i„rf.  9„rf 

e  per  X,  X',  M  dalle  relazioni  superiori,   osservando  che  : 

di  d  t  i  l  *d  ì 

sì  ricaTano  i  seguenti  valori  : 

Dai  sei  sislemi  di  formole  di  Irasformadone  corrispcm- 
denti  ai  sei  sistemi  di  numeri  (76)  e  pei  quali  la  i  é  nulla, 
se  ne  ottengono  altri  diciolto,  corrispondenti  a  valori  della 
b  dirersi  dallo  zero,  osservando  che,  nel  caso  dì  n  dispari, 

Ind  »"* 

lefnniionie     *      ^v)>  quindi  anche  i  rapporti  fra  esse, 
si  cambiano  sempre  in  altre,  cambiando  la  v  in  una  qua- 
lunque delle  (77),  per  cai  b,  per  la  (57\  avrà  la  forma: 
Avi 

I',  I  essendo  numeri  interi:  e  giovandosi  della  (7S).  Fra  i 
sbtemi  di  formole  di  trasformazione  che  per  tal  modo  si 
ottengono  hanno  luogo  evidentemente  tutte  le  relazioni  no- 
tate fra  i  sistemi  di  una  medesima  classe  corrispondenti  alla 
forma  pari  di  n. 

XV.  —  La  idea  delle  trasformazioni  supplemeolarie  alia 
moltiplicazione  si  oITre  spontanea  ,  osservando  le  relazioni 
(11) ,    (12).  Nello  slesso  modo  con  cui  furono  espresse  le 


ly  Google 


(249) 

tftd  *r» 

funzioDÌ  e     '      6(«ti)  mediante  le  0(v),  si  ponno  cspnmere 

-iltd  riA 

le  e  *  6(m)  od  i  loro  ripporli  fflcdiaole  le  8(v)  o 
loro  rapporti  ed  anche  i  rapporti  fra  le  6(r»v)  col  mezzo 
dei  rapporti  fra  le  6fsc)  e  quindi  Gnalmenle  i  rapporti  fra 
le  $(rio)  =xx:  $(nv)  in  funiione  dei  rapporti  fra  le  ^9).  Le 
forinole  per  la  molli  pi  ic  azione  si  otterranno  pertanto,  in 
virtù  delle  (11)  e  (1^),  combinando  fra  loro  dae  fra  i  sistemi 
di  formole  di  trasFormatioDe  ottenati,  Hcelti  io  modo  che 
i  nameri  d„ìt,da,ltf  coirlspondenti  all'  ano,  abbiano  ordi- 
natamente la  slessa  forma,  pari  o  dispari,  -dei  numeri  I,, — l,, 
-^  di,d,,  eerrispendentl  all'altro;  cioè  in  modo  cbe  sassislano 
le  relaiiooi  : 

d,  =  i'.  ,  h  =  St  ,  (mod.  2); 
gli  accenti  distinguono  i  corriiipondeali  all'ano  da  quelli  cor- 
rispondenti all'altro  dei  dae  sistemi.  Egli  è  dunque  manifesto 
che  fra  le  varie  trasformazioni  d'ordine  pari,  dae  potranno 
risguarda^si  siccome  sqpplementarie  1' una  dell'altra,  ove 
corrispòndann  a  duo  sistemi  di  numeri  d„  li,  ■  ■  •  segnati 

cosi  cbe  le  trasformazioni,  che,  usate  due  volte  poiìno  con- 
durre alla  moltiplicazione ,  sono  quelle  corrispondenti  ai 
sistemi  (r)^  cioè:  (1),,  (2),,  (3)3.  Siffatte  trasformazioni, 
nel  caso  di  n  dispari,  corrispondono  ai  sistemi  di  numeri 
2*,  3',  4%  5°;  la  trasformazione,  per  la  quale  &b=0,  do- 
vuta al  sistema  1°  è  supplemen tarla  di  quella  cbe  si  rife- 
risce al  sistema  6*  e  viciversa. 

Delle  due  trasformazioni  d'ordine  pari,  nelle  quali  la  y, 
che  si  annulla  colla  xr,  vieie  espressa  razionalmente  in  fun- 
zione dì  questa,  nessuna  dnnque  usala  due  volte  può  con- 
durre, ciò  che  d'altronde  é  evidente,  alla  moltiplicazione. 
La  trasformazione  d'ordine  pari,  f.  e.  segnata  A,  nella  I" 
classe  ripetuta  somministrerebbe  : 
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dove ,: 

a;  =  se()«ffl(ti,Ì) ,    xq:^a^tutm(n»ìk\ 
•  P,  Q  8MO' simboli  di.  fmlciOM  rktìDoiilij  rùnlUli  ■oli»' 
Binai.  ,     I    , 

XVL .—  Circa  \m  (Mtlbnnaiiiinil  oeiBpt«iliB«(A4e  i  «TÌdflaff 
per  le  farnH  (43),  (53),  (53)  eil  (81»  dcUneiv  ohe  k  Insfoiv 
Qaiiooe  eotdplQiHMUina  di  una  qvniaivogllA  d'antiiw  |Mrl 
d«Na.  1*  oUtw.  o.'dl  UB».qiwlflivoglit  d'ordine  :di»rilP)  Mri 
pure  rispettivamaqle  una  f»  quelle  dVdwe  p«ri  il«|[»  1* 
classe  o  d'ordine  dispari,  e  che  le  trasformizioiti'  d'orAine 
pari  della  2*  clasee  fvnnno  per  complemeotariq  trasforma- 
zioni d'ordÌQe  pari  d.ella  3'  classe  e  viceversa. 

Si  pODga':   '  ■  ■      -  ■■  ^ 

,     ■  ■  ■    :   .  ,  .:  ,„ 

X  =  8enam(u  ,Jt  ),  y  =  sfcnam(au'  -t-  2A  0  )  , 

A'  esprimendo  come  precedentemente,  la  funzione  completa 

corrispondente  al  modulo  X'  complemento  del  modulo  X>  si 

avranno  te  relazioni  : 

Vfii,                        ,    «        .»eaam(t^'Jt'}      ,    ■  ■    ■ 
(o4}  8eaam(u,x)  =  • ,  etc- 

'       '  ^    '   '  i!0SI»«(ll',)l')  ' 

dx _  «fa/  .  . 

eqaaz.  (75),  Fund.  %  pag.  34;  e  per  U  (1)  : 

rfy!  „      _  da^  : 

t^(l-y")l/(l_X'V')      ''i/(l-^ai")t/-(l^i'V')  •  ■ 

Si  indichino  con  : 

'«1  c'«,  A'„  t^„,  f^mlp\  S'.  t',  ?>'«  p',,  f'i,  p'j 

espressioni  formate  colle  A', V  C9tw  WOO.  forouttt  colle  it,  « 
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le  espressioni  denoUte  colle  stesse  lettere  seasa  aocento  0 
si  preoda  a  considerare  aniitotto  la  forma  cbe  aasnme  la 
P"}  (50),  poncudo  in  essa  ia'  in  luogo  di  a.  Per  la  (84),  si 
ottiene  : 

P-=(-  1}'''P"'  UsWi  ■  ■  ■  f9'n-,V  ■ 

Ora,  per  le  (8)  e  (23)  ossia  per  la  (5)  della  pag.  35Fund. 
N.,  ai  ha  : 

co8«m(u  -*~  tK.,k')  =  —  -7; i^t; n;  « 

dalla  qnale,  cambiando  la  u  in  K'  —  u  ed  osservando  che 
per  la  (42)  risalta  : 

,  _  {2h'  -^  1)K'  —  (2A  -*-  Ì)iK 

e  quindi,  qoalanqae  sia  ^  ; 

c08am(C  _-  W  -  K'  —  iK)  =  {—  l)***'*'co8a«^  , 
ai  ricava 

co«fflm(«»'  —  «)cosom»»,  p=  (—  1)  ***'  -<  . 

Da  qaesta  relatione,,  ove  1^ sia  pari,  ponendo  in  luogo  di 

«stuxessiTameDte:  2u',  4a}',  ...  -  u',  se  ne  ottengono  -, 
À  4 

l'ultima  delle  qaali,  moltiplicata  pel  prodotto  dei  quadrati 

delle  altre,  sommioislra  : 

Cc',c'4  .  ..  c'*.J'=(-l)  *    * 
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superiore   in  luogo  di  v  successi vameate;  2ci)' ,  W ,  •  ■  . 
(^ —  li  a'  e  moltiplicando  fra  loro  Ì  quadrali  delle  equa- 
zioni risultanti,  si  ottiene  : 

A'' 
Ponendo  5  ~'  ^s'mod.  2],  alle  due  relazioni  precedenti 
si  può  sostituire  la  : 


dalla  quale,  osservando  cbe  c'„  =  ~  ,   risulta  •' 
ossia  ; 


similmente  per  ;„. 

Sì  binno  pertanto  le  relazioni  : 

.lA+i'j-t-    —  ,  (l-jl'A+A'H-  1 


?..  1  i 


''•■='-""   ^''      '       «'=^' 
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iSy.iS  .     f  i.i=5!>'..l  .     f .>J=lf'..i  ■    •]>l=l9'i,l . 


?.■' 

do?e  :    I  ■—  (1  —  y")     *  " 

Col  mezzo  di  queste  relazioni  e  delle  ; 

osservando  le  (55)  ed  indicando,  come  nel  caso  di  n  pari, 
con  ; 

V»   K",   K'">   */»   *r".   */" 

i  sistemi  di  formole  di  trasformazione  che  deduconsi  ordi- 
Dalamenle  dai  sistemi  h^  ,  k^  col  soccorso  delle  (70)  o  (72), 
si  Tede  che  le  trasformazioni  compiemcnlarie  delle  : 

A. ,  A.',  A,",  A."',  A, ,  A,',  A,",  A,'",  *, ,  *.',  *,",  A,'", 
sono  le  ; 

A.,  A.',  *,'",  A,",  A,,  A3',  hr,  A,.",  *3,  A3',  A3'",  Aj", 
e  viceversa}  intendendosi  che,  ove  te  prime  rappresentino 
trasformazioni  della  2'  classe,  queste  ultime  rappresentino 
trasformazioni  della  3'  e  viceversa.  Nel  caso  di  n  dispari, 
in  coi  cambia  l'ordine  delle  funzioni  f'  ed  alcune  trasfor- 
mazioni potranno  quindi  essere  complemeutarìe  di  se  slesse, 
sono  complementarie  delle  : 

1, 1',  1",  1"',  2,  2',  2",  2"',  3,  3',  3^  3"',  5,  5',  5",  5'"  ' 
le: 

6,  6';  6",  6",  4,  4',  4"',  4",  3,  3',  3'",  3",  5,  5',  5",  5'" 
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(S54) 
e  TÌceTersa.  I  otimerì  i,  2,...  rappresentano  le  (rasfonnazioiii 
analoghe  alle  (55)  corrispondenti  ai  sei  sistemi  di  numeri (76), 
i  numeri  cogli  accenti  qiietle  cbe  sene  deducono  colle  (70) 
o  (72).  Sono  quattro  pertanto  le  trasformazioni  complementa- 
rie  di  se  stesse,  fra  le  quali  la  3  cioè  quella  di  Jacobi,  che  si 
è  anche  veduto  essere  supplementaria  di  ee  stessa. 

Le  cose  finora  esposle  potevansì  presentare  sotto  forma 
migliore. 

XVII.  —  Si  prenda  da  ultime  a  considerara  U  tnefor- 
mazione  d'ordine  pari,  alla  quale  accenna  Jacelii  —  Fuad. 
JV.  pag.  1S,  —  che  costituisce  il  teorema  XI  dato  da  Abel 
nel  Précis  ecc.  (')  cioè  quella  segnata  hj  nella  classe  2". 
Per  essa  osservando  le  (55)  e  (52)  e  considerando  un  segno 
solo  nella  espressione  del  moltiplicatore,  sì  ha  : 


/ 


\y- 


(85)/ 


;^  =  =fcT* 


Per  dare  dì  queste  formolo ,  fatta  astrazione  dalle  cose 
esposte,  una  dimostrazione  desanta  dai  principi!  dei /tiaii. 
iV.  si  dimosterà  la  sussistenza  delle  relazioni  1),  2),  3),  4), 
cioè  di  una  delie  prime  due  e  di  una  delle  seconde  due. 
Anzitutto  si  ossei^v'  che,  pel  segno  adottato  nel  valore  di 

1 

M,  ad  x^l  corrisponde  y  =  1;  ina  ad  »'=--■',  rammen- 
tando che  ('}. 
(')  v«ii  s.  1. 

1»)  Fnnd.  N.  (Mg.  38. 
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Àai»[u  -t-  tK')  k 


cosam(w -+- OC')        Aamu 
cusamtf, 
dilla  quale,  per  la  forma  (52)  di  te  : 

àam(na  —  u)  Aamu  

cosoi«(n«-^«)  Goaamm  ;  ' 

corrisponde  ypsf— 1)*  {'). 
Si  jMjnga  petwhto'; 

dove  per  brevili  t^ — 1)*.  „■     i    .  ,. 

Da  questa  posizione,  osservaodo  che  (*)  : 

/.         senam»-.'   ,  .  .  >     .,  r.    ',,.■..■    j 

_  sen'am»  SBaam(u-i-a)sBnam^u~a) 

(■)  Pardi*  iad  t«a>±>l'«MTÌipoadii-v  u::liabTfbtMre>*SO'(BM<).<K).' 
OtBj  per  le  {S9)  eMemlo  t 

"  n  l 

omìb  per  le  (il)  e  (6)  ; 

[gwd,— [2mn-4-lH,lK->.F(2w„-Hl)i,^a<iid,3iK' 


U  =  Snul,—(ain,-^l)lt  ,  '  ' 

ailla  qnalo,  (Mr  mure,  còrtg,  128);  *i'Sfi^ft=Oi  (,^l,(iood.  2). 
«  ha:  *^4'"  l""*^-  ^h  '^^  vuoili  *ì  (tifò  duoque  riiene(«  A=0  cioè 
^(i=0,  senu  togliere  generalità  al  valore  (12)  di  n. 
(»("Puiiil.'N.''^fi.  'm.  ' 


,,Googk 


(  236  ) 
e  che,  dalla  14)  della  pag.  35  Fand.  N.  avolo   rtgaardo 
alla  forma  dì  a,  si  ba  : 


(88)  senaffl(u  -i-  iwi)  =:  e  -j 

ksenamu 

e  quìodi  ; 

,         ,         ,      '  1  —  seniwtfu  -I-  n«) 

1  —  tkx  ^1  —  tKsenam»=s  —  ■ -^ , 

Beoam{u  h-  tiu) 

poDCDdo  nella  precedente  relazione  (87)  io  luogo  di  a  soc- 
cessivamente  :  2»,  Ao,'.  ,  .  (n  —  2)a  ed  in  luogo  di — a: 
(2n  —  %)a,  (2s  —  4)u, .  . .  (n  -+-2)0,  si  ottiene  : 

^        1  ^  L  <*  ~  V^*  "  '^-^  •  ^  -  ^*  -  «^..-.w)  ^ 

dorè  si  é  posto  : 

L  t=  (—  4)  ■  M^j,  1^4  ••  •  'J«-2l"  » 
'u*m»  =  seaamiu  -*-  ma)  . 

SifTalta  relazione  mostra  che  y  rimane  invariata  cantbiaodo 
la  u  in  tf  -I-  ìpUf  p  essendo  numero  intero;  e  siccome,  po- 
nendo in  essa  t>  in  luogo  di  u  e  riflettendo  che  :     ■ 

f  ',«-■  =  —  #,   , 

V»rt-3  =^  —  'J    > 

(89) 


*  »n+i  =  —  »fl-i 


ossia  y^oe,  cosi  y  dÌTerri  infinita  per  tulli  i  valori  iti 
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u  della  forma:  (2p  -+- 1^,  ai  qnali  comspondono  gli  n  va- 
lori dirersì  fra  loro  della  x  seguenti  : 

Ora,  per  la  (86),  poneodo  : 

V  dev'essere  funzione  razionale  Intera  di  grado  n,  perciò: 

la  costante  H  dev'essere  uguale  all'unità,  perchè  ad  x=l 
corrisponde  per  la  (86)  stessa  y  =  i  ossia  U  :^  V.  La  (86) 
pertanto,  che  conduce  alle  (85)  e  che  perciò  ne  è  conse- 
gnenza,  dimostra  la  : 

V  —  U  =  (1  —  ^)(1  —  efcc)B* 
Ponendo  ora  : 

(90)     i±x„='-^    '/    i  ^    -r    ■ 

o,  ciò  che  è  lo  stesso  per  la  (87)': 

Su*"   •   'u'ì"   ■    ■    ■   'uM'n-iì^. 

G  =  (—  1)^  itg.tgy.  .  .  tgn^S  , 
La  y  non  si  cambia,  cambiando  la  u  in  u  -^2pu;  inoltre 
per  u  =:  0  ,  riflettendo  alle  (89) ,  si  ha  1  —  Xy  =  \  ossia 
y  =3  0;   dunque  la  y  si  annulla  por  tutti  i  valori  di  u  della 
forma  %p<ù  e  quindi  pei  valori  di  x  : 

0,±S3,  =tS4,   .    .    .   ±«fl.3,   ±$n    , 
Jrmolt  dì  Scimie  Mot,  t  FU.  T.  mi  Luglio  1857.  17 
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dei  quali  i  due  ultimi,  eqqìvalendo   per  ta  (S8f  a  ri=<x>  , 
mostrano  che  il  grado  dei  namertlore  nsl  «slore  di  y  é  in- 
feriure  al  grado  del  denominatore,  Epperó  ne  segue  ; 


V=ÌS 


{'-S)('-,7)--'(«-;t) 


la  costatale  M  trovasi  definita  dalla  seconda  delle  (85),  os< 
servando,  se  rnolsi,  che  la  relazione  risaltante  dal  prodotto 
della  (90)  per  quella  che  se  ne  Ottiene,  cambiando  le  x,  y 
in  —  »,  —  y,  somministra,  per  «  =  rtl|j/  =  ifcl-  La  (90) 
dimostra  la  snssistenza  delle  seconde  due  relazioni  della 
pag,  18,  F.  N.  e  quindi  anche  l'esattezza  delle  formolc  (85). 

XVIII.  —  Prima  di  passare  a  considerare  le  formole  del 
Précis  sì  noti  che ,  indicando  con  t  una  espressione  delU 
forma  1 

(91)  r  =  2pK  ^  (2/-4-  l)iK'  , 

p  e  p'  essendo  dameri  interi,  si  ha,  per  le  (8)  i 

"°°'""-*".V*w   1    '    .7        7, 

«.(crfl-f) 

dalla  quali;,  per  le  (23)  e  per  le  : 

che  dalle  medesime  derivano,  si  ottiene  : 
e  si  ha  anche,  analogamente  alla  (88)  ; 
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senain(u  -h  t)  ^  7 


1 
(93)  Beettm  t 


0' 


espressiooe  (85)  di  y  ,  si  ottiene  aoa  espressione  del  mo- 
dulo X  nella  maniera  seguente. 
Si  rammenti  che  le  (41)  e  (40)  forniscono  : 

per  cui,  detto  y.  il  valore  di  y,  che  corrisponde  al  valore 

"'•      „__g.  (2/9-<)'--^(2^.-l)'-._ 
n 
/9  e  ^,  essendo  numeri  interi,  si  ba,  per  le  (11)  : 
y,  =B  senamrfJ^  -»•  1)A  h-  (2^,  -h  1>A'  ,  Xj 
od  anche  : 

(94)  ..^-t'ì'-.^I^Lllf. 

'  '        X«enoi»(A,  X)  X 

On,  per  «TdK  supposto  5^1  (mod.  3),  si  pad  pOtrt  t 

(2^ -*-»)  =  ^(2= -^2),     (2/3.-^l)  =  |(2e.-^l), 

■  ed  £.  rappresenlando  nameri  interi,  per  il  che  il  valore 
di  H,  assume  la  forma  : 

„  -ir  (ae-*-l)r-.-(at.-^l)r. 


la  quale  espressione  ,  rammentando  le  (11)  ed  osservando 
che,  per  essere  : 

(95)        d,  =  0  ,  (,  =  0  ,  d,  =  0  ,  /,  =  1     (mod.  2) , 
si  può  stabilire  : 
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,(2t_- 

^-lU, 

2                    -" 

(%) 

ÌCit. 

-W 

,-(2s-^lM. 
2                   -'- 

1 

2  ' 

inleodendc 

1  con 

V,  V 

due  nDmeri  interi,  Bi 

2«K-^(2V-.-l).K' 

cambia 

nella  : 

2 

Ciò  posto,  il  valore  «a  della  «,  che  corrispoade  al  valore 
Wg  di  u,  per  le  (91)  e  (92)  Tiene-  rappreseolato  da  : 


Il  Damerò  A,  che  enlra  nella  espressione  di  a  : 


a  =  Kto 
ha  la  forma 


.       2md,  —  {2m,  -*-  1)1, 
k= 2 


'  se  pertanto  si  paragoaa  questo  valore  di  A  al  valore  .(96) 
di  q  e  si  riflette  alle  {93},  si  vede  :  A^-i-1  (mod.  2); 
per  cai  il  valore  superiore  di  x,  diviene  : 

■     l/'C(-l)'fl 
Epperò  il  modulo  X,  ove  sìa  »  ^  ^  (mod.  2),  è  eguale  al- 
l'anità  divisa  pel  valore  che  assume  la  x  per 

'^~'*'l/[(^W]" 
Se  vuoisi,  si  può  evidentemente  rileaere /^q'^  (mod.  2). 
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LEONARDO   PISANO   ■ATEMATIGO   DEL    SECOLO   Xlll. 

ARTICOLO 

•EL  SIC.  ANCEL*  fiENOCCHI. 

(Eitratto  dalla  Btvitta  Conttntporaiua,  Anno  quinto,  Volunte  aouo, 
r«KÌcola  XL  — febbraio  18ST,  pag.  301—331) 

La  mlampa  degli  Oputeoli  di  Leonardo  Pisano,  che  don 
Baldassarre  Boncompagni  scoprì  in  un  Codice  della  Biblìo> 
teca  Ambrosiana  di  Uilano,  e  pobblicò  a  Fireaze  nel  1S54, 
ci  offre  r  occasione  di  far  conoscere  ai  lettori  della  Rivista 
on  luogo,  e  dotto  scritto  del  Boncompagni,  stampato  nello 
stesso  anao  (salvo  alcune  aggiunte  e  mutazìoui  introdotte 
più  tardi)  inforno  ad  aicune  opere  di  Leonardo  Pisano  ('), 
dove  ha  radunale  con  infinita  diligenza  ed  esattetsa  motte 
particolarità  valevoli  sopratlatlo  ad  illustrare  gii  accennati 
Opuscoli  del  più  antico  algebrista  italiano. 

Descrive  il  Boncompagni  due  copie  a  Ini  prima  ignote 
dell'opera  maggiore  di  Leonardo  Pisano,  intitolata  Liker  Ab- 
baci,  che  sono,  1'  una  nella  Biblioteca  Ambrosiana  di  Mi- 


ti) OpuHTOtt  di  Ltonardo  Pitam,  pubblicali  da  Baidassarrt  Bon- 
compagni, ueonUo  In  ImÌom  di  «n  coitee  delia  BitlMeea  Jn^iroiiana 
4t  Milano.  Seconda  edtsione-  Firenze,  tipografia  Galileiana  di  JU.Cel- 
lini  e  C.  ,  1856.  Di  pag.  XXVU  e  1«9  in  B°  con  una  tavola.  —  At- 
torno ad  alcune  opere  di  Leonardo  Piiano,  nuUtnuitteo  del  leeolo  ds- 
eimoterto,  Ifolitie  raeeolle  da  Baldaisarre  Soncompogiu,  socio  ordi 
nono  delCMcadfmta  Pontificia  dc'JVuoct  lincei. Soma, tipografia  dtlte 
Bette  Urti,  1S54,  Di  pag.  Vili  e  409  eoa  fac-sinile. 

Gli  FSemplari  dì  queite  doe  pubblicazioni  »■  trovano  in  parte  preMo 
il  BoncompaBni  io  Roma,  e  in  parte  preMo  il  signor  Edwin  Trote, 
tOraire,  à  Parie,  me  de»  Bob*  En{ant;  B.  18. 
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lano,  r  altra  nella  Beale  Borboaica  di  Napoli;  e  narra  di 
avere  nella  prima  trovati  allrest,  in  an  Codice  del  quat- 
trocento, gli  scritti  di  Leonardo,  cbe  poscia  divulgò  per  le 
stampe.  Traduce  nel  moderno  linguaggio  algebrico  alcuni 
problemi  cbe  contiene  la  prima  parte  di  questi  scritti,  ed 
esprime  nello  stesso  linguaggio  le  loro  soluzioni;  prova  cbe 
il  principe  Federico,  a  cui  sono  indirizzali  ,  è  Federico  It 
d'Hob^$ta«fea  vìgesimosesto  imperator  d' Àlemagna,  e  che 
un  Robertino,  donzella  di  quel  principe  ìtì  mentovalo,  do- 
veva essere  un  giovane  suo  famigliare,  figliuolo  probabil- 
mente dì  qualcbe  magnate  a  di  qualche  militare;  prova  an- 
cora che  il  cardinale  nominalo  nel  prologo  e  in  altri  luoghi 
é  Riuiero  Capocci  ds  ViterbOf  crealo  cardinale  diacono  del 
titolo  di  S.  Maria  in  Cosmedin  da  papa  Innocenzo  HI.  Dalla 
dkta  del  Lif>er  quaAratorwn,  uno  dei  citati  scritti,  e  dalla 
dodicaloria  in  cui  Leonardo  afferma  essere  slato  presentata 
in  Pisa  da  un  maestro  Domenico  all'  imperirtor  Federico , 
U  signor  BooGompagni  prende  argomento  a  discutere  in  qnal 
uiao  esse  Federico  sia  venato  a  Pisa;  e  allo  storico.  Raf- 
faello Boncioni,  cbe  vi  assegna  1'  anno  1220,  contrappone 
antichi  e  autorevoli  documenti,  specialmente  diplomi  e  de- 
creti di  Federico.  Mostra  che  un  matstro  Teodoro  filatofo 
delV  iimperator*  ,  menaionato  nel  Liòer  qwidratorum  ,  e  al 
quale  sono  altrove  intitolate  alcune  questioni  avium  et  si- 
milium,  é  il  medesimo  cbe  nel  1238,  quando  gì'  imperiali 
stringevano  Brescia  d'assedio,  sostenne  una  dispula  filoso- 
fica contro  Rolando  Cremonese,  frate  domenicano,  e  ne  fu 
vinto,  e  che  nel  1239,  preso  l'oroscopo,  indicò  a  Federico 
r  ora  di  mover  1*  esercito  da  Padova  a  Castelfranco;  e  non 
é  senza  ditello  il  leggere  come  Teodoro ,  di  nazione  stra- 
niero, tracelante  e  schernitore  de' letterati  d'Italia  restasse 
al  cospetto  dell'  imperatore  coofaso  dal  Cremonese,  il  quale 
non  avea  potuto  «offrire  tanta  infamia  al  nome  italiano,  e 
intanto  si  ajiparecchÌMse  un  alleo  smacco  agi' imperiali,  che 
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per  U  firil  difesa  di  Brescia  furono  costrelti ,  dopo  dao 
mesi  e  sei  giorni ,  a  levar  l' inntile  assedio.  Del  maestro 
Domenico  diami  accennato,  e  probabilmente  il  medesimo  a 
bdì  Leonardo  dedicò  la  saa  Practica  Geometriaet  conghiet' 
tnra  ebe  sia  il  Dominicu»  ttitpanut  nopiinata  nell'  Asttano- 
mia  di  Guido  Bonatti  come  ano  dei  dolli  contemporanei 
dell'autore.  Prora  che  il  tibtr  de  Hunuro  <i  libef  numeri* 
mentovato  da  Ueonardo  in  parecchi  luoghi  de'  suoi  opuscoli, 
è  rerameate  il  Li'W  Àkiaei  dello  stesso  autore  ,  e  reca  i 
passi  a  coi  questi  allode;  mediante  dn  diploma  d'investi- 
tura certifica  che  l' imperatore  Federico  fu  in  Pisa  nel  1249^ 
ma  corregge  il  Guglielmini,  percbè  a  qoell' anno -riferisce 
r  incontro  di  Federico  con  Leonardo  <  perchè  lo  suppone 
avvenuto  in  Fncecehio  tra  Capraia  e  Pisa,  e  perchè  intende 
dimestrarQ  che  nello  stesso  anno  o  nel  seguente  fu  scritto 
il  Liòtr  quadratorum.  Corregge  pure  il  Targioni  Tozsetti, 
che  rimproverò  a  Loca  Puioli  d'  aver  citato  solo  una  o 
due  volte  Leonardo  Pisano  nella  saa  Somma  d'  aritmetica  e 
geometria,  tolta  in  gran  parte  dal  Liber  Abiaei,  e  stampata 
Del  1494,  e  adduce  ben  nove  passi  in  cui_  Leonardo  é  dal 
Pacioli  onoratamente  rieordaloj  nota  ancora  qualche  abba- 
glio del  Libri  e  d'altri. 

Oltre  alla  testimonianza  del  Codice  Ambrosiano  e  del  Co- 
dice  Urbinate  eitalo  dal  Boncompagni ,  che  assegnano  al 
Liler  quadratorum  la  data  del  1225,  si  prova  con  due  luo- 
ghi del  Lihr  Abbati,  in  cui  Leonardo  fa  menzione  di  quel 
suo  libro,  ch'esso  fu  scrìtto  prima  del  1228}  anno  della 
eorreiione  o  seconda  edizione  del  ZtÀer  Abbati:  V  uno  è  nel 
capo  15*,  pubblicato  dal  Libri  [Hitt.  dei.  te.  math.  ,  toni. 
II,  pag.  348);  1'  altro  nel  cap.  12%  tuttora  inedito ,  parte 
prima,  De  colleelione  numerorum. 

II  Boncompagni  ha  scoperto  eziandio  nella  BiMiotecfl  Va- 
ticana di  Boma,  nella  I.  e  fi.  Palatina  di  Firenze  e  nella 
Pubblica  Comunale  di  Siena  Ire  manoscritti  del  secolo  XVf 
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doTC  sono  IradoUi  in  italiano  molti  ed  assai  lung;hi  fram- 
menti delle  opere  di  Leonardo  Pisano,  e  (nel  terzo  di  essi) 
quasi  intero  il  Liber  quadratorum.  In  qaesti  manoscritti  è 
fatta  menzione  d'  un  Antonio  Hazzinghi  da  Perelola^  pnb- 
blico  professore  dì  matematica  a  Firenze  nel  secolo  X1V> 
e  d'  un  Giovanoi  di  Bartolo  dell'  Abbaco,  discepolo  del 
Hazzinghi,  e  a  Ini  SDCcednlo  nell'  insegnamento  in  età  di 
19  anni;  e  si  attesta  che  a  quel)'  Antonio  Mazzìnghi,  dopo 
lunghe  dispnte  e  accarata  investigazione,  farono  licenziali 
circa  800  volami  di  tibri  d'  astrologia ,  lasciali  da  Paolo 
Dagomari,  e  con  testamento  del  1367  da  lui  assegnali  ad 
DD  astrologo  fiorentino ,  che  dovea  essere  approvato  per 
giudizio  di  qaaltro  maestrij  libri  de'  quali  gli  eruditi  igno- 
ravano in  che  mani  fossero  pervenuti.  Curioso  è  il  racconlo 
tacile  brighe  fatte  contro  Giovanni  dell'  Abbaco  ,  che  era 
6glÌDolo  d'  110  maralore,  e  quasi  fanciullo  aveva  riaperta 
la  scuola  del  Maiziogbi,  dagl'  invidiosi  suoi  colleghi;  e  cu- 
riosa è  la  portata  ,  o  descrizione  de'  suoi  beni ,  credili  e 
debili,  scritta  nel  1427  dal  medesimo  Giovanni,  che  allora 
aveva  63  anni,  e  tratta  dall'  Archivio  delle  Decime  di  Fi- 
renze. Pensa  il  Boncompagni  che  il  maestro  Antonio  ari- 
smetra  e  astrologo,  amico  di  Franco  Sacchetti,  menzionato 
da  mons.  Bonari  nella  sua  prefazione  alle  Novelle  di  Franco 
Sacchetti,  sia  Antonio  de' Mazzingbi  da  Peretola,,  e  rife- 
risce due  lettere  di  lui.  a  Franco  Sacchetti  con  una  risposta 
di  questo  ed  un  sonetto  che  é  citato  nel  Vocabolario  della 
Crusca.  Aggiunge  pregevoli  notizie  di  Filippo  Piernzzi,  vìs- 
suto nel  quattrocento,  che  possedette  un'  opera  di  Giovanni 
dell'  Abbaco;  del  padre  Tommaso  dì  Matteo  Sardi,  autore 
di  nn  poema  intitolato  Anima  Peregrina  ,  che  incominciò 
un  catalogo  della  Biblioteca  di  S.  Maria  Novella  di  Firenze; 
di  Antonio  Corbìnelli,  dotto  fiorentino,  slato  uno  de'priorì 
del  1416,  che  ebbe  a  precettore  il  celebre  Guarino  Vero- 
nese ,  e  che  morendo  legò  i  suoi  libri  al  monastero  della 
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Badia  di  Firenze,  o  tra  essi  il  più  compito  esemplare  ora 
esìsleote  de!  Liber  Abòad  di  Leonardo  Pisano,  ed  no  pre- 
gevolissimo esemplare  della  sua  Praetica  geonutriae;  e  ac- 
cennate le  vicende  a  coi  quelle  biblioteche  andarono  sog- 
gette ,  mostra  come  questi  dae  esemplari  passassero  alla 
Uagliabecbiana  che  tuttora  li  possiede. 

Il  trattato  contenuto  nel  Codice  saoese  sopra  indicalo  fu 
composto  nel  1463,  e  1'  autore  sembra  Benedetto,  aritmetico 
fiorentino.  Anonimi  sono  qaelli  de' codici  Vaticano  e  Pala- 
tino, se  non  che  gli  autori  si  dichiarano  naturati,  cioè  ge- 
nerali o  nati  in  Firenze.  Il  Codice  sanese  presenta  singo- 
lari rassomiglianze  con  l'altro,  ora  scomparso,  che  il  Targioni 
Tozzetti  vide  in  Santa  Maria  Nuova  di  Firenze  e  cfae  con- 
teneva una  copia  del  Lihr  quadratorum.  Nel  Palatino  é 
importante  questa  notizia  delle  opere  di  Leonardo  Pisano  (■): 
s  Compose  Leonardo  molti  libri  di  nostra  scienzia  ,  fra  i 
quali  fnrono  questi  de'  quali  ho  cognizione  ,  cioè  il  libro 
de' mercatanti,  detto  di  minor  guisa,  il  libro  de' fiori ,  il 
libro  de'  numeri  quadrati,  il  libro  sopra  il  10°  d'  Euclide, 
il  libro  di  pratica  di  geometria,  il  libro  di  pratica  d'  arit- 
metica. »  Il  libro  di  minor  yuiaa  è  ricordalo  da  Leonardo 
stesso  neir  undccimo  capitolo  de!  sno  lÀber  Abiaci  ,  e  ad 
un  commento  sopra  il  decimo  libro  d'  Euclide,  egli  allude 
nel  principio  del  sno  fios  (  libro  de'  fiori  )  pubblicato  dal 
Boncompagni,  ma  1*  uno  e  1'  altro  sembra  cbe  siano  perduti. 

Hanno  pure  importanza  per  la  loro  antichità,  da  coi  ri- 
sulta un'autorevole  testimonianza  nella  questione  agitala 
circa  r  introduzione  dell'  aritmetica  decimale,  i  due  passi 
seguenti,  1'  uno  tratto  dal  Codice  Vaticano,  l'altro  dal  Co- 
dice della  biblioteca  comunale  di  Siena.  Nel  primo  {'),  par- 

{'}  BoDcompagni  ,  Intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pitam  , 
pag.  U\. 

(»)  Ivi,  pag.  (8B. 
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landò  di  Leonardo  Pisano  «  della  soa  praliea  d'  aritmetica, 
si  afferma  che  egli  «  in  tanta  perfezione  venne  che  fa  quello 
che  die  tnme  al  mostrare  qnesta  pratica  in  Italia,  e  qaeito 
mostra  maestro  Antonio  (  de'  Mazxioghi }  ne!  6oretto  dove 
dice:  —  O  Leonardo  Pisano,  di  quanta  scienzia  fosti  quando 
desti  principio  all'  Italia  ad  avere  lume  della  pratica  d'arit* 
metìca.  » 

Con  poca  differenza  questo  passo  è  riprodotto  nel  Codice 
Palatino  ,  ove  è  detto  che  Leonardo  «  imparò  nelle  parti 
d'Egitto  e  quivi  disputando  venne  perfettissimo ,  e  luì  In 
queste  parti  toscane  prima  détte  lume  e  dicbiaraiione  della 
regola.  E  questo  é  manifesto  per  le  parole  di  maeatro  An- 
tonio nel  libro  de'  fioretti  suoi,  dove  dimostra  lo  intelletto 
di  detto  Leonardo  Pisano  essere  grandissimo  (').  » 

Nel  Codice  sanese  (*)  ai  legge:  <  Dico  che  Leonardo  Pi' 
sano  fu  uomo  sottilissimo  in  tutte  dispute,  e  secondo  che 
si  trova,  lui  fu  il  primo  che  ridusse  al  lume  questa  pratica 
in  Toscana,  che  allora  s' andava  per  vie  molto  strane)  nien- 
tedimeno d'  assai  tempo  innanzi  a  luì  in  questa  nostra  eitti 
furono  scuole  d'  ahaco,  che  circa  al  1348  ho  veduto  trattato 
che  dice  in  Firenze  essere  più  di  10  centinaia  di  fanciulli 
alle  scuoi*  dell'  abaco ,  che  poco  innanzi  fu  Lionardo.  E 
ancora  come  si  vede  lo  'nsegnara  loro  era  a  modo  antico 
e  quasi  al  modo  che  osservano  di  presente  i  Veneziani,  che 
è  meraviglia  i  sufficienti  maestri  vi  sono  stati  e  sono,  coma 
e' non  hanno  ridotto  in  una  facile  praliea  tutto  (')  ». 

Oltre  al  rammentato  Codice  sanese>  altri  due' Codici,  l'uno 
della  Vaticana  ,  l'altro  della  Palatina,  recano  volgarizzata 
Qua  parte  del  lAber  quadratorum.  Il  Boncompagni  trascrive 

(>}  Boacompagiii  ,  Intorno  ad  ale»ne  opere  di  Leonardo  Pùano  , 
I»g.  240. 

(>)  M,  pag.  291. 

(3)  In  queste  ci  lazi  0  ni  Ilo  per  comodilii  del  lettore  totti  Lui  U  l'orto- 
grafia m<Klerna  a  quella  de'  nunoaurilti, 
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■■cani  brani  dell'alliino,  che,  acquistato  nel  priacipio  del 
cinquecento  da  un  Marco  di  Tinoro  Bellacci  e  posseduto 
poi  dalla  famiglia  Guadagni,  era  passato  a  Gaetano  Poggiali 
e  da'suoi  oredi  alla  Palatina  dì  Firenie;  e  posti  qoe'brani 
a  Tronto  dell'originale,  gl'illaslra  con  una  traduzione  alge- 
brica. 

Cbiuderemo  questo  santo,  troppo  insufficiente,  dell'opera 
eruditissima  del  signor  Boncompagni,  indicando  i  ragguagli 
che,  parte  nel  testo  e  parte  in  un'appendice,  egli  ci  som- 
mioistra  intorno  a  Paolo  Dagomari  da  Prato,  chiamato  da 
Franco  Sacchetti  Paolo  Aritmetra  td  Ailrologo,  e  Paolo  Ari- 
tmetra^  da  altri  Paolo  Afirologot  e  comnnemente  detto  Paolo 
Geomttra,  o  Paolo  dell'Aòbaeo. 

Pubblica  il  testo  latino  della  sua  vìla  scrìtta  da  Filippo 
Villani  e  tratta  da  un  Codice  della  Biblioteca  Barberiaa  di 
Boma ,  dove  é  fatta  menzione  di  un  monumento  eretto  a 
Paolo  nella  chiesa  di  s.  Trinità  in  Firenze,  ricordato  pare  in 
altre  opere  (*);  cita-un  sonetto  attrìbuito  a  Giovanni  Acquet- 
tini,  contemporaneo  del  Burchiello,  che  accenna  alla  stessa 
sepoltura  del  Dagomari,  e  mostra  che  di  questa  parla  il  Va- 
sari, e  non  già  come  altri  hanno  supposto  del  sepolcro  di  Paolo 
Toscauelli  astronomo  e  medico  Borentino,  morto  nel  1485. 
Beca  l'epitaGBo  che  vi  era  scolpito  e  che  fu  conserTalodal 
Pocciaoli.  Questo  mooamento  dovette  sparire  tra  il  1589  e 
il  1655:  il  Rosselli  nel  suo  Sepoltuario  fiorentino  dice  che 
non  meno  di  molte  altre  antiche  memorie,  avrà  ceduto  o. 
all'avariiia  de'  monaci  o  all'ambizione  de'  moderni;  Giovanni 
Giuelti  Galvoli  accenna  allo  stesso  proposito,  come  siasi  spesso 


{')  Anche  nel  codice  Hoete  (  coulraMcgnalo  L.  IV.  SI.)  >i  parla 
delle  cappella  dì  S.  Trinità  murate  eoi  denari  di  Paolo  e  porlantì 
l'irne  della  ramiglia,  eke  umo  foglie  di  vile  (Boncompagni,  pag.  (40). 
Nel  codice  palatino,  E.  S.  S.  14,  è  detto  che  le  osaa  dì  Paolo  «ono 
in  ».  Trinità  [M,  pag.  875). 
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usalo  4a  persone  indiscrete  con  diligenza  asinina  levar  via 
l'armi  ed  i  pitaffi;  secondo  un  Codice  della  Magliabechiana, 
sarebbe  stato  nascosto  nel  fondo  d'una  cantina  del  convento 
mentre  si  restaurava  la  cappella.  Il  Dagomari  é  pur  nomi- 
nato  nel  poema  De  iUustralione  urbis  Flortntiae  di  Ugolino 
di  Vieri,  detto  il  Verino,  vissuto  dal  1438  al  1516,  siccome 
prova  il  BoDcompagni,  il  quale  di  più  ci  di  notizie  d'un 
Codice  Riccardiano,  contenente  una  versione  italiana  di  quel 
poema ,  e  d'un  volgarizzamento  manoscrillo  da  lui  posse- 
duto e  diverso  in  parte  dallo  stampato.  Dalle  menzioni  che 
fanno  di  Paolo  il  Boccaccio  nella  sua  opera  De  genealogia 
Deorumy  Zenone  Zenoni  nella  Pietosa  Fonte,  e  da  altri  ar- 
gomenti si  desume  che  Paolo  mori  nel  1373  o  net  1374;  si 
dimostra  ancora  che  fu  uno  de'  priori  di  Firenze  nel  1363. 
Giovanni  Villani  cita  una  sua  adequazione  intorno  ad  una 
congiunzione  di  Saturno  e  Giove  avvenuta  il  28  marzo  1345; 
in  uno  de'  Codici  Palatini  sopra  mentovati  si  legge  (*)  ch'egli 
compose  un  Trattato  delle  quantità  continue  e  che  laddove 
molti  si  sforzavano  di  dimostrare  che  la  dottrina  delle  pro- 
porzioni non  era  bisognevole  alle  regole  d'algebra,  Paolo  al- 
l'iacontro  in  quel  trattato  diceva  nulla  potem /"are  senza /a 
prima  parte  del  15'  capitolo  di  Leonardo  Pisano  che  tratta 
appunto  delle  proporzioni.  Abbiamo  da  ultimo  nel  libro  del 
Boncompagni  una  lista  delle  altra  opere  di  Paolo  derAb- 
baco ,  delle  edizioni  e  dei  manoscritti  che  le  contengono. 
Sono  stampati  un  sonetto  a  Jacopo  Alighieri,  una  canzone 
che  comincia:  «Voce  dolente  più  nel  cor  che  ptagne,n  un 
sonetto  d'argomento  astrologico,  e  alcune  regole  aritmetiche 
intitolale  Regoluxxe  del  maestro  Paolo.  Il  Libri  che  le  pub- 
blicò, e  che  prima  attribuiva  al  Dagomarì,  si  mostrò  poi 
dubbioso  per  un  contrario  asserto  del  Gbaligai;  ma  col  si- 
gnor Cesare  Guasti  il  Boncompagni  cita  tre  Codici,  in  cui 

(I)  BoDCompagni,  pag.   27S. 
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SODO  dotte  di  Maestro  Paolo  attralogo,  laiche  sembrano  ve- 
ramente del  Dagomari.  Il  Manni  e  il  Mazzuccfaclti  affermano 
che  atia  impressione  de'  libri  astrologici  di  Paolo  sì  fece  a 
Basilea  nel  1532,  ma  né  il  Tiraboschi,  né  il  Guasti,  né  il 
Boncompagni  videro  questa  edizione.  Compose  inoltre  il  Da- 
gomari  due  operette  aslronomìche,  Tona  del  corso  dti  pia- 
neti e  delle  loro  case,  conservata  nella  Magliabechiana,  l'altra 
che  troTasi  nella  Palatina  ed  è  intitolata  Operatio  Cilindri 
scrìtta  per  mano  di  Giovanni  dell'Abbaco  e  pubblicata  per 
intero  dal  Boncompagni  con  dne  brevi  scritti  aritmetici  tratti 
da  altre  biblioteche;  un  trattato  d'aritmetica,  ricordato  da 
Francesco  Redi,  che  si  legge  in  un  Codice  Kìccardiano  con 
nna  regola  per  trovar  la  luna  nuova;  an  libro  di  più  ma- 
niere di  ragioni  posseduto  dal  Libri;  nn  trattato  delle  mute 
e  nn  libro  senza  titolo  mentovati  in  altri  Codici  Riccardiani; 
un  trattato  d'aritmetica  esìstente  nella  Magliabechiana.  Al- 
cune Taiulae  Planetarìim  esistenti  nella  slessa  Biblioteca  sono 
atlribnile  a  Paolo  dallo  Xìmenes.  Si  hanno  pore  due  so- 
netti di  Maeetro  Paolo  delVAkbaco  a  ler  Durante  Giovanni 
che  si  conservano  nella  Biblioteca  Trivulzia  di  Milano  con 
altri  dae  dì  ser  Durante  a  Maestro  Paolo,  e  sono  ora  dal 
Boncompagni  pubblicati.  Infine  Federico  Ubaldinì  cita  le  can- 
zoni di  Paolo  secondo  nn  manoterttto  del  signor  Mario  Mi- 
letio,  e  Mons.  Allacci  nomina  Pagoh  da  Firenze  nel  suo  In- 
dice di  poeti, 

Una  delle  accennale  Regolugze  di  Maestro  Paolo  prescrive 
di  separare  a  tre  a  tre  con  un  punto  le  figaro  d'un  numero 
per  rilevarlo  più  facilmente:  quindi  il  signor  Terqnem  se- 
gnendo  il  Libri  fa  primo  autore  di  una  tal  regola  il  Da- 
gomari  (').  Ha  il  signor  Michele  Chasles  e  il  Boncompagni 
avevano  già  notato  ch'essa  fu  data  anche  dall'inglese  Sacro- 


(I)  BuUetdn  mafhimatique,  lom.  II,  pig.  71. 
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bosco  nel  secolo  XIII  ('),  e  dobbiamo  armigere  cb«  si  trova 
parimente  nel  primo  capitolo  del  Liber  Aitaci  di  Leonardo 
Pisano,  porocohè  quivi  pei  numeri  diflBeili  a  leggersi  prò- 
pter  nutltitudifum  /igurar«m  snggerisce  che  si  accenti  m  tn- 
feriori  parte  la  quarta  6gan,  I*  settima,  la  decima,  ecc. 
Per  agevolare  vieppiù  la  leltara,  Leonardo  mette  on  altra 
accento  tn  ntptrtori  parte  alla  terza  figara,  alla  sesta,  alla 
nona,  ecc.  Egli  insegna  allo  stesso  fine  anche  na'altra  re- 
gola, cioè  di  tirare  una  linea  in  moduM  arcui  sopra  ogni 
gruppo  di  tre  figure  che  presenta  il  numero  dato  andando 
da  destra  verso  sinistra  (>).  Nella  qnaJe  seconda  regola  il 
signor  Ghasles  vorrà  forse  vedere  una  conferma  della  sua 
opinione  che  fa  derivare  dall'abbaco  di  Boezio  e  Gerberlo 
l'aritmetica  decimale  odierna ,  e  specialmente  la  divisione 
de'  numeri  in  grappi  di  tre  figure  costituenti  migliaia,  mi' 
gliaia  di  migliaia  eco.  (*).  A  questo  proposito  egli  riferi- 
sce al  secolo  X'VIl  ì  nomi  di  mil  ione,  bilione,  trilione,  ecc., 
e  gli  fa  flflo  il  Terquem  (t);  ma  questi  vocaboli  che  appo 
gl'Italiani  e  anche  appo  Alberto  Girard  corrispondono  a  seg- 
menti di  sei  figure  sono  assai  più  antichi  ;  la  voce  tniliene 
divenne  il  soprannome  di  Marco  Polo,  e  la  Crusca  oc  reca 
un  esempio  tratto  da  Giovan  Villani  (^).  Lo  Chasles  aveva 
eiiandio  indicalo  trattati  dove  s'incontrano  le  tetrodi  d'Apol- 
lonio, cioè  i  segmenti  di  quattro  figure  (^). 

Come  la  prima  delle  Begolugze  ,  cosi  troviamo  in  Leo- 
nardo Pisano  le  questioni  che  il  Libri  dice  sciolte  nell'opera 
del   Dagomari    da    Ini  posseduta ,  e  che  risguardano    alle 

(')  Comftu  rautmi  drt'Aeadémi*  4m  kmnmi  Oe  Parti,  ton.  XVI, 
|>3g.  1402.  — BoDcompaBni,  /kI omo,  ecc.,  pag.  360. 
(>)  Codice  Riccardiano,  n°,  783- 

(3)  Compia  rtndiu,  lom.  XIV,  pag.  MI;  tom.  XVI,  pag.  lAl  e  1402. 
(4}  ButMin  aathhnatiqvt,  toni.  1,  pag-  73  e  136. 

(5)  V.  anclie  Peacoct,  jTilhmtlie,  ari.  16.  . 

(6)  OmIm,  AperiM  AMortqM,  o«c.,  pag.  MS. 
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eqaazipni  dei  due  primi  gradi,  alle  equazioni  cabicbe  bì- 
iiomie,  e  all'  equazione  iodetennÌDaU  x^  —  S&x*'^  »'  {'). 
Rispello  a  qaest'  nllima  (poicbA  noo  occorre  parìar  delle 
altre),  Tolendosi  che  sex  siaDO  nameri  inlerì ,  è  chiaro 
che  il  secondo  deve  esser  divisibile  pel  primo;  quindi  ftitto 
ftsjty  si  avrà 

x'=  36  ->-  y', 

e  tolto  ai  ridurrà  a  trovar  un  quadrato  y',  cbe  aggiunto 
ai  quadrato  pan  36  produca  un  nuovo  quadrato  x',  pro- 
blema sciolto  nel  principio  del  Liber  fuadralorum,  dal  quale 
ci  si  porge  y'=  64,  x'ts  100,  e  però  9  =  10,  y  =:  8, 
*  =  80. 

All'occasione  delle  B.tgolufze  e  dei  codici  che  le  rìreri< 
SCODO,  il  signor  Bracompagni  fa  conoscere  un'  opera  inedita 
di  fra  Leonardo  da  Pistoia  jntiloUta  Mathematica.  Questo 
Leonardo  è  nominato  nel  Codice  Palatino  £.  5.  5.  14,  ove 
s*  indicano  pome  segue  gli  autori  da  ttttn  reputati:  u  Sono 
Euclide ,  Boezio ,  Jordano.  E  de'  nostri  toscani  :  Lionardo 
Pisano  ,  Massolo  da  Perugia ,  frate  Leonardo  da  Pisloia  , 
maestro  pagolo,  le  evi  ossa  sono  in  Santa. Trinità,  paestro 
Anionio  Maizingbi ,  maestro  Giovanni ,  ed  in  alcqne  cose 
maestro  Luca,  aon  laseiando  maeslro  Grazia,  frate  dell'or- 
dine di  Santo  Agostina  «  (').  Lo  nomina  «oche  il  Tirabo- 
»el|i  e  lo  di  come  il  medesimo  che  scrisse  una  Somma  TeolO' 
giea  e  fiori  circa  il  1280  (%  ma  l'Ecbard  da  Ini  citato  la< 
scia  la  questione  indecisa.  Al  Tiraboschi  s'attiene  il  Libri 
e  soggiunge:  «  rjen  n'  annonce  qu'  il  eUl  adopté  les  nou- 

(I)  Libri.  HitMre  det  te,  motfe.  m  llatit,  tom,  II.  pag.  931.  ^ 
B^ncompagni,  pag.  389. 

i'ì  BoDCompagai,  ptg.  tTSt 

(3)  Tirabotchi,  Storta  detta  UUterafura  UaUayia  (Hilaiio,  1823), 
Mm.  IV,  pagina  254.  —•  Soncompagni,  (Mg.   378. 
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velles  mélhodes  ,  ni  qu'  il  eùt  connu  l'algebre  »  {')  ;  ma 
intorno  a  questi  particolari  possoDO  dar  lume  i  passi  pub- 
blicati dal  Boncompagni ,  pei  quali  vediamo  che  1'  alge- 
bra non  era  compresa  nella  matematica  dì  fra  Leonardo , 
e  cbe  l'aritmetica  pratica  ri  è  detta  Àlgorismui  a  quodam 
pkilosopko  qui  hanc  identiam  edidit  sic  vacato  {•).  Il  Toca- 
bolo  ÀlgorÌ$mo  si  suole  interpretare  (*)  nel  senso  di  arit- 
metica araba  o  indiana  (benché  nel  proemio  del  Liber  Ab- 
baei  abbia  manifestamente  un  altro  significato),  e  il  fUoiofo 
cosi  chiamato  potrebbe  essere  l'arabo  algebrista  Haommed- 
Beu-Musa,  che  essendo  nativo  della  Gorasmia  iu  sopranno- 
mato  Alliaresmi  o  Alchnaresmila  (^) ,  e  che  in  un  antico 
manoscritto  della  biblioteca  imperiale  di  Parigi  é  indicato 
con  queste  parole:  Mahammed  fUiui  Moi/si  Algoritmi  (^);  e 
infatti  anche  l'illustre  orientalista  Beinand  assegna  questa 
orìgine  alla  voce  Algoritmo  {^),  sebbene  paja  alquanto  sin- 
golare che  r  autore  d'  un  trattato  d'  algebra  abbia  dato  il 
suo  nome  all'aritmetica  pratica.  Avrebbe  dunque  Leonardo 
da  Pistoja  seguiti  nell'  esporla  i  nuovi  melodi  arabi  o  in- 
diani. In  altre  opere  si  afTerma ,  che  algorismo  deriva  da 
Algut,  nome  d'  un  filosofo  (non  si  sa  quale};  Wallis  e  Scfao- 
ner  traggono  la  stessa  voce  dalla  greca  arithmot  (7),  e  altre 
etimologie  sono  proposte  nella  Enciclope^  del  Pomba  e 
nel  Vocabolario  del  Tramater. 

Le  ricerche  del  Boncompagni  che  abbiamo  diami  epilo- 
gale, e  ch'egli  promette  di  continuare  e  ampliare,  saranno 

(■)  Hiitolrty  ecc.,  tom.  II,  pag.  44. 
(')  Boncompagni,  pag.   373. 

(3;  Chaalei,  Aptrt»  hUtoriqm,  pag.  B28.  —  Peacock,  Jrilhwulie, 
articoli  59  e  13S. 

(i)  Couali,  Orinine,  ecc.  d«JI' algttra,  voi.  I,  pag.  174. 
(Sj  Compiei  rendvi,  tom.  XIII.  pag.  SOS. 

(6)  Terqoem,  iVoiiv.  .^nn.  de  mathém.,  1894,  pag.  SftT. 

(7)  Chaslea  e  Peacock,  toc.  cit.  —  CoMali,  ral.  I,  pag.  19S. 
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di  grande  ajuto  alla  storia  dell' aritinelica  e  dell'algebra. 
MararigKoso  è  il  numero  delle  opere  a  stampa  e  a  penna 
da  Ini  consultate  ,  e  nelle  concbÌBSÌonì  che  da'  suoi  raf- 
fronti deduce,  procede  con  si  scrupolosa  esattezza  che  riesce 
à  giustificare  con  molli  esempi  quella  sentenza:  potersi  tal- 
volta recare  nelle  verilà  morali  la  medesima  evidenza  che 
nelle  matematiche. 

Lo  slesso  «more  dell' esattena.  lo  coadusse  a  dare  una 
seconda  edizione  degli  OpuicoU  di  Leonardo  Pisano,  detur- 
pali nella  prima  da  non  pochi  errori  tipografici*  e  dall'om- 
missione  d'alcune  postille  e  figure  marginali.  A'  tali  infe- 
deltà è  ora  riparato  per  le  cure  del  dotto  editore,  che  inol- 
tre arricchì  la  ristampa  d'una  sua  prefazione  e  d'alcuni  fac-ii- 
mile,  e  vi  aggiunse  o  modificò  parecchie  note.  Terremo  di- 
scorso in  un  secondo  articolo  della  materia  di  questi  opu- 
scoli e  d'alcune  questioni  di  storia  che  ad  essi  si  legano,  . 
e  qoi  ci  restringeremo  a  notare  alquante  non  esatte  asser- 
■ioni  sfuggite  al  professore  O.  Terqucm  (acuto  geometra, 
benemerito  della  scienza  e'd^gli  sludi)  in  una  sua  sposizione 
o  commento,  del  resto  assai  lodevole,  de'  medesimi  opuscoli 
ch'egli  puhblicò  nel  Bulleltino  matematico  del  giornale  iVotf- 
velltM  AnnaUt  de  nutthématiquei  (1855  e  1856)  e  che  fu  ri- 
stampato "negli  Annali  di  scienze  tnatematich*  e  fisiche  {Ro- 
ma, 1856). 

Non  ci  fermeremo  a  discolere  se  il  cognome  di  I.eonardo 
si  debba  scrivere  Bonaeci  col  signor  Terquem  (')  o  Fibo- 
nacci col  Libri  e  altri  molti,  né  se  il  soprannome  di  ft^&c/- 
lone,  che  a  Leonardo  diedero  i  snoi  contemporanei,  sia  ve- 
ramente, come  il  Terquem  presume,  sinonimo  dì  Bonaccia, 
nome  del  padre  suo. 


(')  ButlefiH  malhém.,  tam.  I,  pag.  174.  Lotlemo  Terqui'in  devia 
da  questa  regola  nel  proiegaimento  del  taa  articolo. 


Annali  di  Scierut  Mal.  e  Fi».  Lugtio  1857. 
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Non  chiederemo  le  prove  di  quell'asserzione  ('):  «il  est 
eertain  qoe  nolre  geometre  (Leonardo  Pisano)  élaità  Pise 
en  1225,  hrs  du  passage  de  Vempereur  Fridéric  II;  »  e  noq 
fftremo  chiose  a  quell'altra  {')  che  comolare  in  ilaliano  si- 
gnifichi aider  quelqu'un,  spiegazione  QQn  cui  egli  si  sforza' 
di  chiarire  perchè  i  nostri  antichi  animatici  dicessero  eon-r 
tolamiaa  tnonetarum  le  leghe  de'  metalli.  E  solo  alla  sfu^ 
gita  aoleremo  che  ciò  ch'egli  chiatua  secondo  teritto  di  Leo- 
Qanto  non  è  intitolato  De  Avibm  {'),  ma  non  porla  titolo 
alcuno,  e  che  le  parole  Rxplicit  prologus,  incipit  Iraclalu» 
eitiidetn,  che  seguono  la  prefazione,  o  dedicatoria  del  Flos, 
non  sono  un  nuovo  titolo  di  questo  primo  scrillo  (*),  ma 
semplicemente  significano  come  in  tante  altr«  opere  dì 
qiie'  lampi  :  Finisce  il  prologo  e  comincia  il  (ratlato. 

Ma  non  possiamo  lasciare  inosservalo  uno  strano  abba- 
glio del  signor  F.  Woepcke,  ripetuto  dal  signor  Terqaem. 
^i  avvide  il  Woepcke  che  nel  valor  prossimo  della  radice 
ivaìe  d'un' equazione  di  terzo  grado  risolula  d*  Leonardo 
Pisano  era  corso  un  errore,  leggendosi  indicati  30  quarta 
invece  di  33  >  e  attribuendo  lo  svario  al  copista  additava 
tre  altri  luoghi  ove  diceva  sconlrarsi  la  medesima  sostita- 
icione  di  30  a  33.  Il  Terquem  (^)  ha  fatto  suo  questo  ap-r 
punto,  senza  aver  curato  di  cercare  nel  testo  l'Ire  luoghi 
divisati:  se  li  avesse  riscontrati  avrebbe  veduto  che  iu  tutti 
quo'  tre  luoghi  (linea  8  e  linea  25  della  pagina  23,  •  linea 
12  della  pagina  24)  era  stampato  per  disteso  XXX  ferita  e 
non  solamente  X\X;  ondo  non  vi  ha  in  essi  fallo  veruno. 
Del  rimanente  la  or  pubblicata  ristampa  fa  chiaro  che  l'er* 


(■)  BitUtliit  mathém-,  loa 
Ci  B.  M.  I.  1),  pai;.  S3. 
pi  Ivi,  t.  ir,  pag.  1. 

(4)  Ivi,  I.  1),  pag.  2. 

(5)  Ivi,   l.   H,  pag.   3. 
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rore  non  era  di  Leonardo  ,  né  dell'  amanneos»  ,  poiché  vi 
troviamo  a  pag.  17:  quarta  XXXllI.  . 

Circa  il  metodo  che  potè  osar  Leonardo  per  iHciogliera 
la  stessa  e4jaaziooe,  il  Terqaem  (')  non  dubita  d'accettare 
una  congfaiettura  del  signor  V.  A.  Lebes^ue  e  di  determi- 
nare la  via  che  suppone  da  lui  tenuta  e  che  dice  seguita 
più  tardi  da  Vieta.  Ha  non  credianio  che  il  metodo  di  Vieta 
fosse  cosi  seAplica  e  poco  artifizioso  ,  come  quello  che  il 
Terquera  espone,  e  questo  d'altra  parte  ci  sembra  pressoché 
impraticabile,  maxime  se  1'  approssimazione  si  vuole  portare 
tant'  gltre  quanto  l'ha  recata  Leonardo  Pipano.  Si  trovano 
appo  gli  arabi  metodi  d'approssìmaxiooe  per  risolvere  l'equa- 
tione  cubica  da  coi  dipende  la  ricerca  del  iena  d'  nn  grado; 
ma  senza  retrocedere  infioo  a  quelli ,  abbiamo  un  metodo 
generale  più  antico  e  comodo  del  metodo  di  Vieta,  ed  è  la 
regola  aurea  immaginata  da  Gerolamo  Cardano;  i)  Terqucm 
ne  fece  argomento  della  questione  3^5  proposta  ne'  suoi 
Annali  (1856  p.  229),  e  domandò  che  alcuno  volesse  discu-  * 
terla,  npn  badando  che  la  regola  anrea  non  é  altro  sa  non 
il  metodo  atesso  ,  che  sotto  il  nome  dì  regola  delle  parti 
proporzionali  o  di  falsa  posizione ,  il  signor  Vielle  aveva 
già  discusso  nella  sua  Teorica  generale  delle  approssìma- 
lionì  numeriche  e  raccomandato  di  usare  al  presente  in 
concorso  del  Ncutoniano. 

Nelle  opere  del  Cardano  il  signor  Terquem  avrebbe  an- 
che trovato  alcuni  teoremi  generali  sopra  la  forma  delle 
radici  d'  un'equazione  cubica  che  avrebbe  pAluto  mettere 
a  confronto  con  quelli  del  signor  Lebesgue  e  in  cui  sono 
pomprese  le  proposizioni  particolari  dimostrate  da  Leonardo 
Pigiano.  Tali .  teoremi  generali  ,  che  il  Cossali  ha  raccolti 
nella  sua  Storia  dell'  Algebra,  si  leggono  nel  libro  De  /te- 


(')  B-  M.,  t.  Il,  pag.  5  e  6. 
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giUa  Alixa    {').  A  questo  proposito  il  signor  Terqnem    {') 
specifica  quali  siano  gl'irrazIoQali  contemplati  nel  libra  X 
à'  Euclide,  ma  erra  noverando  fra  essi  Tespressioue 

i^(«-^^iA».-.-,i^.), 

che  non  fu  da  Euclide  considerata,  eccettoché  nel  caso  di 
a  nullo. 

Erra  eziandio  dove  afferma  {^)  non  essere  applicabile  ge- 
neralmente una  regola  per  lo  scioglimento  di  certe  equa- 
zioni di  primo  grado  data  da  Leonardo  come  generale:  m- 
«em'  hanc  generaUm  {Opuieoli,  p.  28).  Leonardo  prescrìve 
di  formar  una  delle  incognite  coli' aggiungere  1' unità  alla 
somma  di  più  numeri  pari  che  possiam  rappresenlare  eoo 

4,  6,  .  .  .  2a  -t-  2, 

intendendo  per  a  un  numero  intero  cognito ,  da  lui  dello 
numerus  muUiplicitatis.  Il  signor  Terquem  oppone  che  «He 
progreiìion  arithmilique  n'  ett  applieable  que  pour  ee  cat-ìàf 
cioè  per  a  =>  4,  e  come  espressione  generale  dell'  incognita 

(i)  Alla  fine  di  quettÓ  libro  «i  trova  un  etempio  di  eateoU»  atgt- 
brleo  che  credo  non  sia  «tato  ancora  avvertito.  Per  indicare  Ìl  qao- 

EÌeniedidue  quaotith cognite, ma  indeterminate,  ilGirdano  »crive  —  ,e 

poKÌa  volendo  la  radice  del  medetimo  quoziente,  che  dinota  con  i^  —  ea- 

trae  simbolicamente  la  radice    dal  numeratore  e  dal  denominatore  e 

&a 
scrive  —  ,  Ecco  operazioni  eseguite   timbolicameiìle  «opra  lettere  e 

denotale  con  «imboli  algebrici:  delta  quale  importante  novaiione  molti 
(anno  inventore  il  francese  Vieta. 

{'}  BuOelin  malhémaliqvt,  tom.  Il,  pag.   B. 

{3}  Ivi,  tom.  Il,  pag.  48. 
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scrive  il  trinomio 

Ora  la  somma  della  riferita  progressione  alimentala  di  1, 
forma  appnnl6  questo  trioomio.  Certamente  la  regola  di 
Leoaardo  non  varrebbe  so  a  fosse  una  fraziono  ,  ma  egli 
parlò  d'  nna  relazione  di  moUipUcitd,  il  cbe  rende  a  intero 
e  assolve  da  ogni  eccezione  la  sna  regola. 

Rispetto  ad  nn  altro  problema  il  Terqaem  ('}  reca  103 
pel  valore  della  teria  incognita  come  ^a  nel  lesto,  ma  qoi 
v'ba  senza  dabbio  an  errore  di  copia,  poiché  il  calcolo  dà 
125  e  non  105. 

Più  lungi  {')  riprende  corno  erronei  i  compati  di  Leo- 
nardo, non  avendo  ben  considerato  il  sno  modo  di  scrivere 
ì  numeri  composti  di  più  frazioni,  modo  preso  dagli  Arabi, 
L'espressione 

]m,^  <Opu^U,  p.g.  52) 


7  103 


significa 


87  3 

"103'*' 7.103' 


dovendosi  leggere  da  destra  a  siatstra,  e  molliplicare  ogni 
denominatore  per  quello  che  lo  precede;  essa  pertanto  eqni- 
Tale  a 

612  4938 

«^7Tl    "'•"     TaT 

valori  posti  dal  signor  Terquem.  V'ba  bensì  errore  non  so 
se  di  stampa  o  copia,  nell'espressione  delia  seconda  incO' 
gnila  cbe  dev'essere 

(i)  BMlMim  malkéntatìqme,  tom.  Il,  pag.  SI. 
(»)  fri,  pag.  88. 
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103        7.103  721 

1  2 

mentre  in  luogo  di  -la   prina  edizione  ha  =  ,  e  la  seconda 

=■.  Ma  quelle  delle^ltre  incognite  sodo  esalle,  e  ne  diamo 
qui  appresso  la  traduzione  : 

3..f_Ll4  =  i4^A i-=.U^^. 

7  103  103       7.103  721' 

1.^^11 -l'i        ^*  ^     _i^       *53 

7  103  »»  -  ^3  -^  1Q3  -*-  7^03  —  ^=»  -^  721  ' 

5..  3- .^21=  21  ^^-^-i ^21^^ 

7 103  103       7.103  721 

Questi  ralori  sono  i  medesimi  che  trova  il  Terquemj  ec- 
cetto il  valore  della  terza  incognita  ,  che  secondo  lui  do- 

43 
Trebb'essero  14  ■  i-  ■    .  j  ma  qui  egli  s'inganna,  poiché  quel- 
la incognita  si  determina  col  dividere  10161  per  721,  onde 
nasce  il  quoziente  sopra  riferito.  La  slessa  scrittura  è  usata 
a  pag.  54,  dove  sta 

1148  297 

2197^    '"l»»god,    3*jgj, 

1  123  „  .     ,  ..  ,.       247 

Parecchi  problemi  sono  omessi  dal  signor  Terquem,  seb- 
bene non    manchino    d' importanza    risultandone  che   Leo- 
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Mrdo  possedeva  regole  generali  (modernamente  si  direbbero 
formole)  per  risolvere  certe  classi  di  equazioni  di  primo 
grado  a  qwtlntoglia  numero  d'incognite.  D'altra  parte  egli 
ci  sembra  essere  forse  andato  tropp'  oltre  qaando  asseri- 
sce (')  cfae  Leonardo  «  possédait  nrtaellemenle  les  formules 
cramèriennes  n  :  le  equazioni  sciolte  dal  Fibonacci  sgno 
sempre  di  Torme  particolari,  e  la  loro  rìsolnzione  non  pre' 
sappone  la  notitia  diella  formatìone  generale  dei  determi' 
Danti  dì  Crdmer. 

Parlando  della  ricerca  di  due  quadrati  la  cui  stimma  sia 
Un  quadrato,  e  della  soluzione  generale  di  questo  problema 
esposta  net  X  libro  d'  Euclide  (prop.  29,  lemma  1),  il  signor 
Terquem  (')  agginnget  «r  cela  parali  avoir  écbappé  i  tout 
le  moade,  exceptè  à  Fibonacci  »■  Tutlaria  è  giusto  rico- 
noscere ebe  prima  delta  pubblicaxione'  degli  opuscoli  del 
Fibonacci  ,  il  signor  Wocpcke  aveva'  citata  Ift  soluzione 
d'Enclide  nel  sno£rfrat(  tju  FaAAri  (Parigi,  1853,  pag.  13, 
e  pag.  14  e  31  in  nota). 

Del  tutto  inesatto  è  il  sunto  cbeil  signor  Terquenl  pre- 
senta del  metodo  tenuto  da  Leonardo  nel  problema  deVoA- 
grui,  tanto  cbe  le  espressioni  a  cui  ^glì  ginnge  sono  par' 
lieolari  mentre  qnelle  di  Leonardo  sono  gencralissime.  Il 
congruo  (che  é  la  differenza  comune  di  tre  quadrati  equi- 
differenti) si  forma  sommando  due  diverse  progressioni  di 
numeri  impari,  e  Leonardo  suppone  che  il  numero  dei  ter- 
mini d'  Dna  progressione  e  quello  dei  termini  dell'  allrt 
debbano  avere  tra  sé  una  ragione  data  ai  ò,  il  cbe  può 
dirsi  cbe  aggiunga  difficoltà  al  quesito,  ma  non  ne  scema 
la  generalità.  Bensì  gli  toglierebbe  generalità  se  sapponesse 
a  e  b  due    impari  con!>ecolivi  come  vuole  il  signor    Tei*' 


{f}  EHlletin  maUémaUqoe,  I.  Il,  p.  Sff. 
{>)  lìH,  t.  II,  p.  61. 
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qnem  (')»  ma  ciò  non  è  punto  vero;  e  neppure  è  vero  che 
it  Fibonacci  i  est  obligé  d'  entrar  dans  de  longaes  discas- 
sions  amenèes  pour  les  cas  oii  a  =  1  et  a'—  2  devieut 
nègatif,  et  dans  des  cas  fractionnaires  il  a  besoia  du  pre- 
mier lemme  ».  Leonardo  distingue  le  ipolesi  di  a~*-  b  pari 
e  il  a-^  ò  impari,  il  che  mostra  già  che  non  sì  limila  al 
caso  di  a  e  £  ambedue  impari^  inoltre  disliogne  se  la  ra- 
gione dì  a  a  i  sia  maggiore  o  minore  di  quella  dì  i  —  a 
a  h-i-a.  Quesie  sono  le  sue  discussioni,  né  gli  occorre  dì 
preoccnparsì  del  caso  di  a*  —  2  uegali?o,  o  di  trattare 
altrimenli  che  come  un  esempio  qualsivoglia  il  caso  di  a=ì. 
Il  sig.  Terquom  cita  l'esempio  di  a=3(per  errore  cer- 
lamento  tipografico  si  trova  scritto  invece  a  =  'i),  ma  più 
altri  ne  pone  Leonardo,  dappoiché  i  valori  numerici  da 
luì  successivamente  -assegnati  ii  atb  sodo  3  e  5,  1  e  3, 
1  e  2,  2  e  5,  5  e  7,  dei  quali  parecchi  non  sono  numeri- 
ìmpari  conseculivi.  Quanto  ai  casi  frazionarii,  cioè  a  quelli 
in  coi  1  quadrati  cquìdifrerenti  non  sono  interi,  non  ricorre 
al  primo  lemma ,  si  ad  un'  altra  proposizione  omessa  dal 
signor  Terquem,  e  che  serve  a  recare  a  tuUa  la  possibile  ge- 
neralità la  teorica  de'^ congrui,  vale  a  dire  che  moltiplicando 
o  dividendo  un  congruo  per  un  quadrato  si  produce  un 
nnOTO  congruo  (OputcoU,  pag.  93  e  94).  Del  primo  lemma, 
.secondo  il  quale  ogni  congruo  è  divisibile  per  24  se  i  Ire 
quadrati  equidifTerenli  sono  interi ,  egli  sì  serve  solo  per 
dimostrare  che  nessun  numero  minore  di  24  può  essere 
congruo  di  quadrali  interi:  altra  proposizione  essenziale. 

Segue  il  teorema,  che  nessun  quadrato  può  essere  con- 
gruo, intorno  al  quale  si  ripetono  dal  signor  Terquem  (') 
presso  a  poco  le  osservazioni  del  signor  Woepcke.  Entrambi 
trovano  difettosa  la  dìmoslraiìone  perché  é  omesso  il  caso 

(')  ButUtin  maMmaliqìit  l.  Il,  p.  «4 — M. 
(>}  Ivi,  p.  97. 
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di  quattro  quadrati  delle  fonne  m,  n,  m-t~  n,m  —  »:  ma 
questo  caso  è  appunto  quello  che  più  facilmente  e  senza 
calcolo  veruno  si  esclude  ricorrendo  ad  nu  principio  usato 
già  da  Euclide  e  da  Campano;  imperocché  se  vi  fosse  un 
congruo  quadrato,  e  gli  indicali  quattro  numeri,  dal  cui 
prodotto  quadruplicato  si  forma  il  medesimo  congruo  ,  e 
che  però-  sono  tatti  minori  'di  questo,  fossero  quadrati,  si 
avrebbero  tre  quadrati  equidifferenti  m  —  n,m,m-*- 
la  loro  differenza  n  sarebbe  pure  un  quadrato;  onde  da  ogni 
congruo  quadralo  si  dedurrebbe  nn  congruo  quadralo  più 
piccolo,  e  contro  all'  accennalo  principio  si  dovrebbe  am- 
uwttere  una'  serie  infinita  di  nameri  interi  decrescenti. 
Il  signor  Terquem  prova  1*  impossibilità  dell'  equazione 


il  che  già  fatto  avevano  Euclide  e  Campano;  poi  riguarda 
come  distinte  le  seguenti  due  proposizioni:  <(  i'.^ue  t»,  n, 
m-t-n,  m  —  n  ne  soni  pas  des  carrès  simultanement  ;  2°. 
Que  M,  «,  m* —  n"  ne  peuvent  étre  des  carrés.  »  Ora  la 
seconda  trae  con  sé  manifestamente  la  prima  ,  e  anche  la 
prima  basta  ad  indurre  la  seconda  quando  si  supponga  co- 
me è  possibile  che  i  quattro  numeri  siano  contra  sé  primi. 
Indi  soggiange  :  a  Cela  ne  -peut  se  démontrer  que  par  le 
ihéoréme  de  Fermat  sur  les  bicarrés  auquel  Fibonacci  n'  a 
nullement  pensé;  on  a  ea  tort  de  lui  eo  altribuer  la  con- 
naissance.  »  Non  crediamo  sia  lecito  in  verun  caso  d'  as- 
serire che  una  proposizione  di  matematica  non  pnò  dimo- 
strarsi se  non  nel  tale  o  tal  altro  modo:  e  rispetto  a  quella 
di  Leonardo  Pisano ,  che  un  congruo ,  ovvero  (che  e-  lo 
stesso)  l'area  d'  nn  triangolo  rettangolo  in  numeri  non  é 
mai  un  quadrato,  fa  dimostrata  son  già  due  secoli  da  Fre- 
nicle  sema  il  teorema  di  Fermat  relativo  ai  biquadrati  , 
nel  suo  trattato  de'  triangoli  rettangoli ,  ove  quel  teorema 
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di  Fermai  è  poi  dedotto  come  oq  semplice  corollario  del 
primo.  Dei  resto  In  connessione  di  questi  doe  teoremi  é  s) 
stretta  che  posto  l'ano,  ne  discende  immediatamente  l'altro, 
onde  non  sarebbe  meraviglia  che  Leonardo  Pisano  avesse 
pensato  aaobe  al  secondo,  sebbene  non  ci  sia  uoto,  che  al- 
cnoo  gliene  abbia  veramente  attribuita  la  positiva  notizia. 
Non  possiamo  astenerci  da  an'  ultima  osservazione.  If 
signor  Terquem  ascrive  sempre  all'-algebra  indelermioata 
qne'  problemi  di  Leonardo  Pisano  in  cui  sono  determinate 
soltanto  le  ragioni  delle  incognite,  non  essendovi  nelle  equa- 
zioni alcun  termine  aQatto  cognito ,  e  nello  stesso  modo 
considera  (■)  un  altro  problema  d'egual  natura  sciolto  da 
Jamblico,  matematico  greco  del  quarto  secolo.  A  rigor  di 
termini  egli  ha  ragione;  quantunque  tali  problemi  si  trat- 
tino coi  soli  melodi  dell'  algebra  determinata,  senza  punto 
ricorrere  a  quegli  artifizi  e  procedimenti  speciali  cbe  sono 
propri  della  indeterminata.  Ma  crediamo  cbe  egli  ne  esa- 
geri il  valore,  uè  sappiam  vedere  che  il  problema  di  iam^ 
blico  debba  porsi  fra  le  fueftion'  importantes  pouf  l'hùtoin 
de  la  scitnce  ;  qnando  tutto  si  riduce  ad  aggiangei'e  un 
nuovo  dato  per  rendere  determinata  la  questione,  oppure 
a  vedere  che  un'equazione  della  forma  ay  =i^  bx  si  veriflehi 
col  prendere  x  =  a,  y  ^A.  Speculazioni  ben  più  sottili,  0 
più  intimamente  spettanti  all'  Anaiiti  indeterminata  troviamo 
nei  libri  7-10  degli  Elementi  d'  Euclide,  onde  non  ci  sem- 
bra cbe  d»l  problema  di  JamMico  debba  venir  accresciuta 
la  fama  de'  geometri  greci,  né  che  da  esso  sìa  rivelato  «  qne 
les  Grecs  s'  occnpaient  d'  analyse  indéterminée  avant  Dio* 
pbante.  »  Non  imporla  cbe  Euclide  faccia  uso  di  figure  e 
dimostrazioni  geometriche  ,  perciocché  anche  il  Fibonacci 
spiega  con  figure  le  proposizioni  del  Liber  guadratorum,  e 
ciò  non  toglie  che  questo  suo  trattato  appartenga  all'analisi 

(■)  B.  H.,  (ofD.  I,  p.  189. 
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inde Ic^mi nata.  Reca  più  merac igHa  che  il  signor  Terqaetn  (>) 
dichiari  prubabile che  hiofaalo  abbiadato  eziandio  le  equa- 
2)0nì  di  primo  grado  ,  e  cbe  questa  parte  dell'  opera  sot 
sia  perita  ,  aggiungendo  :  «  ||  est  assez  singalier  que  ce 
soit  la  partie  la  plus  facile  qui  se  soH  perdae.  É  noto  che 
Diofanto  suole  proporsi  di  trovar  soluzioni  razionali  senza 
curare  se  siano  o  no  intere  ;  onde  potrebbe  aver  taciuto 
delle  equazioni  di  primo  grado  le  cui  soluzioni  sono  già  per 
sé  stesse  razionali,  senza  che  la  loro  mancanza  bastasse  a 
far  sospettare  uno  smarrimento.  Ha  il  fatto  si  è  che  molti 
problemi  di  primo  grado  ci  sono  stati  conservati  nell'opera 
di  Diofdnlo:  tali  sono  la  maggior  parte  delle  questioni  del 
primo  libro  e  le  queaiioni  18  e  19  del  secondo,  e  alcune 
di  esse  porgono,  come  il  problema  dì  Jamblico,  equazioni 
senza  termine  cognito,  che  Diofanlo  soioglio  tBlroducaodo 
un  nnoTO  dato,  e  rendendo  poi  interi  i  valori  otlenoti  delle 
incognite  col  togliere  il  denominatore  comune:  tali  sono  le 
questioni  26,  27,  e  28  del  libro  primo.  Quanto  à  Leonardo 
Pisano,  l'analisi  indeterminata  gli  deve,  oltre  al  trattato  dei 
nomerì  qoadrati  ,  la  risoluzione  di  non  poche  equazioni 
complete  di  primo  grado  a  due  e  pìù  incognite  a  cui  gui- 
dano le  questioni  avium  et  simUium  pubblicate  dal  Bon- 
'  compagni,  e  altre  più  notabili  nella  parte  inedita  del  Liòer 
AMaci. 

(>)  B.  H.,  t.  I,  pag.  f»o. 
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BIDUZlOnS   D  UN   INTECRUE   KULTIPLO. 

NOTA 
DI  ANGELO  GENOCCHI. 


P  =  1 r—  TI 1  —  ■•■  .  Q=a«-+-jSy-t-  ...  , 

/{[P,  Q)  UDO   data  funzione  di  P  e  Q,  e  si  debba  delermi- 
nare  l'integrale  multiplo. 

S  =fnP,Q)dxdydi  ... 

steso   a  tutti  i  valori  positivi  e  negativi  delle  n  variabili 
Xf  y,  K,  .  .  .  che  possono  rendere 

•    Q'-^HD"  •■■<«■ 

Uwrò  il  metodo  del  Dirichlet,  amplialo  dai  signori  Ca- 
talan,  Cayley,  Schloemilch  (■),  dal  quale  doo  è  diverso  il 
metodo  dei  coerenti  rtUrittori  proposto  dal  Canchj,  {');  e 
dovendo  per  la  condizione  dei  limiti,  P  esser  positivo,  e 
Q  variare  tra  — co  e  -i-ao,  porrò  secondo  il  teorèma  di 
Fourier 

(1)  y<wrnal  de  LioVivilte,  T.  Vili,  p.  23fl.  e  T.  XllU  p-  248.  — 
Schloemilcli,  dnM^Uteht  StuMen  (Lipiia  1S48),  voi.  Il,  pag.  160. 
(1)  Compiei  rradHf,  t.  37,  p-    ISO— 150. 
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dove  A  rappreseaU  nna  costante  positiva.  Tratta  di  qui  e 
sostitnila  in  S  l'espressione  di  /i|P,Q),  si  potranno  stendere 
le  Yariabili  x,  y,  z,  ...  da  — eo  a  -t- oo ,  poiché  saranno 
annallati  gli  elementi  dell'integrale  multiplo  né  quali  P  non 
sari  positivo;  e  quindi,  fatto  k  —  v\/'{ —  i)  =»,  avremo 
S  = 

Ha  essendo 

posto 

si  troverà 

d'altra  parte  è 

dunque  sostitueudo  e  mutando  l'ordine  delle  integratìonc, 

Ora  supponendo  ?(0Ì=  c^'f"'',  e  integrando  rispetto  a  t^ 
sì  ha 
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laonde  pel  teorema  di  Fourier  quest'ultimo  inlegnde  ega«f 
glierù  e-*'*"^  se  s  è  posilivo  altrimenti  «rà  nullo.  Da  ci^ 
segue  che  l'integrale 


,  ^  (i-g--.r 


se  5 -*--,<'.  allrimenti  *  nullo.  Dunque  infine 


\    2    ' 
perché  questo  integrale  duplicalo  ai  stenda  ai  valori  posi- 
tivi dì  À  e  tanto  positivi  quanto  negativi  di  t  che  soddir- 

sfaranno  alla  condizione  9 -> — i  <C  1- 
r 
■Se  le  variabili  a;,  y,  «,  .  .  .  dovessero  verificare  anche 
r  ineguaglianza  A  <  Q  <  B  ,  i  limiti  di  t  sarebbero  A  e 
3,  e  si  avrebbero  le  tre  ooodizioni 

0-f-^<l,  «>0,  A<T<B  . 
r 

Se  poi  quelle  variabili  fossero  soggette  alla  sola  condi- 
zione A  <  Q  <  B ,  i  limili  di  T  sarebbero  A  e  B  ,  ma  9 
potrebbe  stendersi  da  — oo  a  -t-oo,  onde  sì  avrebbe  sola- 
mente 

9^\<i,  A<T<B. 
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Dei-resto  sarà  facile  sostituire  r  d  eraltre  variabili  per 
cui  le  iotegrazioni  sieoo  da  farsi  tra  limiti  cosUnli.  Né  rag- 
guagli {Barichel)  dell'Àcc.  fi.  di  Sassonia  il  sìg.  Scbloemilch  * 
ha  otienulo  recentemente  queste  riduzioni  pel  caso  partii 
colare  «  f(P,Q)  =  F(P)  ^Q). 

Nel  caso  di  A  <^  Q  <^  B,  si  potrà  sostituire  a  9  un'altra 
variabile  u  ponendo 

1_5_  l!=L„,     d9=—-du, 
r         r  r* 

e  si  avrà  u  ^  0,  A  ^  r  ^  B,  laiche  sarà 

B—  f*  ^~    r»     r*    '^ 

-_— -J    T.-rfTj./{e,T)„"    du 

4oTe 

0  =  1  _!_(i_^i,). 

Sia  per  esempio 

0,r)  =  r'-"P(T)  :      ■ 
fivremo 

n-1  L     '«   _    il  — 

JJ[Q,t)  u^du=r{r)e     ""'J     e'    ''"    «   '  <1« 

t  n  •  J  ,  -  '■  F(r)dT. 


I  quindi 


S 
Sia  ancora 


«^•')  =  I*^ 
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e  però 

B— 1 

I     l»t  

S  =  {j,r' 


ri»)      .   J  : 

'     {tr'-i-T'ì" 


Queste  due  formole  mostrano  che  il  valore  dì  dae  inte- 
grali multipli  dato  dal  sig.  Schloemilch  a  pag.  333  e  334 
del  T.  Ili  di  questi  Annali ,  equazioni  (5)  e  (6)  ,  é  dop- 
pio del  vero.  Il  soo  errore  deriva  daIKuso  del  fattore  di- 
scontinuo 


i  r*"       fB 

„J    t-''"duJV{l)cosutdt, 


che  prendo  il  medesimo  valore  per  «  e  per  —  s,  e  quindi 
non  è  sempre  nullo  fuori  dei  limiti  »=Ae«  =  B,  sei 
é  una  funzione  che  può  cambiar  segno. 

Le  dette  equazioni  (5)  e  (6)  collimano  con  le  (4)  e  (5) 
delle  pag.  177  e  179  degli  Studi  Ànalilici  del  medesimo 
autore,  voi.  II.  Anche  l'equazione  (8),  pag.  181,  di  que- 
sto voi.  II,  deve  per  egual  motivo  emendarsi  togliendo  dal 
secondo  membro  il  fattore  2;  e  cessa  la  singolarità  ivi  no- 
tata per  cui  tali  equazioni  supposte  vere  nel  caso  di  più 
.  variabili  non  valevano  in  quello  d'una  variabile  sola. 
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INTOBNO   AD   UNA    SOMNA    DI   DERIVATE    SUCCESSIVE. 

NOTA 

MEI.  SM.  ABf«ei.«  CEHttCCai. 


Nei  Comptes  rendus  dell'Accademia  delle  Scienze  dì  Pa- 
rigi. 1*.  giugno  1857,  il  Sig.  Haton  de  la  GottpilUére,  cer- 
cando la  somma 

.  ^  _^  «^"y  d""y 

^  4r»  "^  *"  ~*~  dar"'  * 


*=y-^. 


Irae  da  qaesla  equazione 

*  ~  <te"  ~  "  ~  Ari"-*-'»"  ~        ' 
Ora  Eulero  integrò  l'equezione 

e  trovò  un  integrale  che  può  rappresentarsi  con 

y  =\ ~ — I  cos(e-4-axsen5)jr««"*X(Ij;co8(aa»eD$) 

-^seaiO-t-axieaSUe-^'''^  Xd«sen((M»ene)  1 
intendendo  stessa  la  somma  2  a  tutti  i  valori  dì  9  molti- 
plici  di  —  non  maggiori  di  r  e  presa  la  metà  sola  dei  ter- 
mini corrispondenti  a  $^0o  5  =  li    {Itul.    Cale.  Integr. 
Petropoli  1769,  voi.  II,  p.  453).  Posto 

l/'( —  1)  ^=  1,  cosS  -«-  isen5  ^  p,  cQs9  —  «enS  ^  p', 

Annali  di  Scimsa  Mat.  »  Fi».  T.  Vili  Agoita  18Ò7.  1» 
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quella- cspressiODe  diviene 


e  supponendo 


poichù  col  cambiare  5  in  2it  —  6  si  cambia  p'  in  ;).  Di  più, 
inellendo  iu  evidenza  le  »  costanti  arbilraric  C*  racchiuse 
negli  integrali  indefiniti,  si  potrà  scrivere 

donde  mutando  X  in  V,  y  in  *,  e  facendo  ^  ^  1,  si  trae 
un'  espressione  di  z  data  dal  sig.  tìlaton  (Comptu  rendut , 
l.  44,  p.  1147). 
Si  pad  anclie  faro 


d-' 

doDde  risulta 

dt, 

d'» 
'*'dx:'' 

polito  r=^m~*'l)n-^l:  allora  si  avrà  l'equazione  di   primo 
ordine 


dx  (f*' 


che  subito  s'integra  e  porge 


..GoQgJe 


(SM  ) 

.=- 

-•'/'""«"^. 

. 

e  nel  medesimo  (enpo 

>i   iVli 

*■-■» 

Ite—  ' 

eqnaziou  dell'ordine  n^l.  Anobe 
Ealero  dhe  troTò 

qMe8ta.ia  iiil«^aUl 

da 

—  ^fr""»  seD  -  ^r  sen  (  -  S-^-xsettS)  i er^"^dxco:i{xsei^ì 
—  c»s(^  S-i-asenfl)  ir*'"»  Ydx  «en/»  8«nfl  H  , 

stesa  1  a  tatti  ì  valori  di  $  raoltiplieì  Aì —  ^  non  mag- 
giori di  R ,  e  rìdono  alla  metà  il  termine  eorrispondente 
a  S=n  (loc.  cit.  p.  455)  :  questo  integrale  si  ridarrJi  fa- 
cilmente a 

«"= 4m  \pi^  ~  P)""  p"'"  '^'^  1  » 

IDzi 

-         « 


dove  è  come  dianzi 

P 
Adunque 


Je-f»  Yd»  =JV   ;     ma      V-=  •"'''*  , 


(1  —  f)J,-'>-H'ydx  =  —  \r<--H--^fe^Yàx  ,      ^/>=0  i 
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dunque 


j= ^(peP'   Ctrf'  Ydx\  , 


che  collima  con  on'espressione  gii  otteoaU. 

Ma  restano  sempre  a  determinarsi  le  n  costanti,  mentre 
t'  ha  un  modo  semplicissimo  per  giungere  immediatamente 
alta  formola  finale.  Posto  X  costante, 

e  iolegraiKio  per  parti,  si  trova 


1  e   -r. 


eqaaiione  non  ponto  diversa  da  quella  che  ho  riferita  in 
questi  annali,  1855,  p.  94;  quindi 


AM  = 


1 
Si  prenda  X=3  -,  conservando  à  p  ìì  significato  precedente: 

se  ne  trarrà 


,Coogle 
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e  il  primo  membro  si  ridarrì  alla  somma  cercata  x  per  tatti 
i  valori 

t  ss  ffln,  mn  -«-  1,  mn  -»^  2,  ■  ■   ■  mia  -•-  n  —  1  , 

poiché  generalmente  il  valore  dì 


£-- 


é  R  se  A  è  moltiplice  di  n ,  è  lero  se  A  è  intero  ma  non 
moltiplice  di  n.  Supponendo  s^mn-*-  n  —  1  si  ot(err&  la 
formala  ultima  del  Sig.  Halon  {t.  e.  p.  il48),  che  però  é 
nn  caso  particolare  della  nostra  e  che  ci  risulta  senza  bi- 
seco dei  non  pochi  artificii  e  calcoli  da  lui  osati}  ma  si 
avrà  un'espressione  più  semplice  prendendo  i  =^  mn,  perché 


ir-) 


conterrà  minor  numero  di  termini. 


>  «  si  sappone  infinito  e  si  fa  y  c=  f(x) ,  si  avri  {An- 
nali, 1855,  p.  114) 

parche  le  serie  siano  convergenli  :  quiudi 

*  -dx"    die*    d«»-         ^_j/ ''r^pr^' 

A  problema  reciproco  sarli  Hategrarione  dell'equazione 
differenziale  d'ordine  infinito 

~  *  "*~  da-  "*"  dx*'  "^  (to'* 

ora  dovendo  il  secondo  membro  essere  una  serie    conver- 
genle,  se  ne  potrà  dedarre  coll'integrazioDe  ripetuta 
fli-y         d»"y 
(fcc*        li»»" 


J"xdr-=J",dx.-^y-^^ 


,Cbo;jlc 
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e  pereto  sarà 

f'  Xdx'  =  C'ydf  -•-  X  , 
donde  diSereaziando 

.     J-x 

Questo  valore  di  y  porge 

^ '*' d^ '*"d^  ~^  '•'  '^  ic(-»-  ==*  ^  -  ■^;r;  » 

e  quindi  no  ul  ralore  soddisfarà  TerssMOte  aU'eqaiuioiie 
proposta  se  la  derivala  -  avrà  per  limite  rero  mentre 

m  cresce  in  inBoito:  ammesso  che  questa  condizione  si  adem- 
pia per  (Dlli  ì  Talori  di  x  compresi  tra  due  liiàiti  deter* 
minanti  x=:  x„  se  ^  »„,  saranno  ita  e  ««  i  limiti  della  con- 
vergenza della  serie  proposta,  ed  entro  il  mederimo  inter- 
vallo si  avrà  semplicemente  y  >=«)C —  -r-^  •    Sia    V{x)  una 

fonzione  arbitraria  dì  x  che  non  divenga  mai  infinita  ,da 
X!=Xg  ad  X  =  x„;  sia  ;(  on  coefficiente  discontinuo,  che 
resti  sempre  nnlht  in  questo  intervallo  e  cbe  fuori  di  esso 
sia  uguale  airuoitA:  potremo  scrivere   generalmente 

e  sarà  questo  l'integrale  completo  della  proposta  equazione 

d""X 
Se  la  condizione  lim.  -r — -^  =3  0  non  è  adempita  per  alcun 

ralore  di  x,  l'equazione  proposta  non  avrà  integrale  percbè 
non  potendo  mai  esser  convergente  la  serie  che  contiene, 
essa  non  avrà  senso;  se  quella  condizione  é  adempita  per 
tutti  i  possibili  valori  di  x^  l'integrale  completo  non  potrà 
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esser  altro  che 

"  (te- 

se X  ^  0 ,  la  proposta  non  potrà  arerò  altro  integrale 
conplelo.clie  y  ::?  0, 

Nel  caso  di  n  ^  1,  Ealero  giunse  ad  integrali  che  con- 
tengono nn  infiDÌlà  di  costanti  arbitrarie  ,  ma  le  sae  for- 
mole  sono  inesatte  {Annali,  1855,  p,  112):  passando  da  od 
ordine  finito  ad  od  ordine  infinito,  egli  tralascia  un'infinità 
di  termini  dì  cai  ciascnno  è  infinitesimo  senza  auicnrarst 
cbfl  il  loro  aggregato  sia  pure  eraQesc«nle. 

Vediamo  pertanto  darsi  equazioni  differenziali  che  fin- 
ché restano  d'un  ordine  finito  $  debbono  ammettere  i  co- 
stasti arbitrarie  net  loro  integrale  completo,  e  posaono  per-^ 
derìe  tutte  qnando  r  diventa  infinito.  La  cooditions  della 
conTergenza  è  quella  che  restringe  la  forma  della  fuatìone 
domandata. 

Ne  abbiamo  un  esempio  semplice  nell'altra  equazione  d'or- 
dine infinito 

X  —  -^       ~  ^ 

^  "^  1  <ic  "^  1.2  dr*  "^  '■'  ' 

da  cui  fatto  y:=^j;),  X  =  f{x)  si  deduce  solamente 

f{x)  =  f[x  ■*-  A),  ZÌI  -  A)  =  pfr)  , 

talché  l'integrale  completo  fra  i  limiti  nei  qaali,  essendo  con- 
Tergehte  la  serie,  ha  nn  senso  l'equazione  proposta,  sarebbe 
y-=:f(x  —  A)  senza  alcuna  arbitraria. 

Un  fatto  simile  si  presenta  nelle  equazioni  algebriche  che 
possono  perdere  ogni  radice  reale  e  immaginaria  se  il  loro 
grado  diventa  infinito:  cosi  l'eqaazioae 


Bon  ba  senso  se  il  modulo  di  x  non  é  <^1  ,  e    allora  si 
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onaDdo  il  modulo  di  ; é  iaferiore  all'nniUi,  altrimenti 

non  ne  ha  veruna. 

Trattando  coll'integrazìone  per  parti  l'integrale  a  diffe- 
renze finite  Za'y,  e  sapponendo 

si  troverei 

donde  li  potranno  dedarre  per  le  somme  di  differenze  for- 
mole  aimili  a  qnelle  che  abbiamo  sopra  ottenate  per  le 
!  di  derivate. 
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IRTORNO   AD   ILCVHB    PBOFRIETA     DELLE    SUPERFICIE    i    LINEE 
DI   CURVATURA    PrANE    0    SFEUICHE. 

NOTA 

MEI.  rumw.  w.  Huescm. 


1.  Le  prime  ricerche  intorno  alle  superficie  di  cai  le  li- 
nee di  cnrratara  sodo  piane  si  devono  a  Honge,  il  quale 
nel  §.  XVII  della  Application  de  rAnalyse  ec.  determinava 
la  classe  di  superficie  dbe  hanno-  le  linee  dì  una  curvatura 
situate  in  piani  paralleli.  In  seguito  (Creile  T.  30)  Joachim- 
Bthal  considerava  le  saperGcie  per  le  quali  le  linee  di  una 
curvatura  sono  poste  in  piani  passanti  per  una  retta,  e  più 
dì  recente  i  sig.  Bonnet  e  Serret  presen^vano  varie  memo- 
rie all'Accademia  delle  Scienze  (Compjos  Bendoa  1853;  Jour- 
nal de  l'Ecole  Poljtecnique>  Cahier  34-35;  Journal  de  Liou- 
TÌlle  T.  18)  nelle  quali  vengono  dlscuBsi  tutti  i  casi  di  su- 
perficie di  cai  le  linee  delle  due  corvature  sono  piane;  o 
quelle  dell'una  carvaXara  piane  e  quelle  dell'altra  sferiche  od 
ambedue  sferiche  (*).  Ma  l'essere  piane  o  sferiche  le  linee  di 
una  cnrvalusa  è  in  motti  casi  conseguenza  necessaria  di  dispo- 
sizioni particolari  dei  piani  e  delle  sfere  che  contengono  le 
linee  dell'altra  curvatura;  come  ha  mostrato  a  posteriori  il 
sig.  Bonnet  pel  caso  particolare  del  Joachimsthal;  per  il  che 
credo  di  di  qualche  interesse  le  formole  seguenti  le  quali  di- 
mostrano a  priori  la  esistenza  di  queste  relazioni  fra  le  linee 
dì  curvatura,  e  sono  anche  utili  nella  ricerca  di  proprietà 
delle  superficie  a  linee  H  curvatura  piane  o  sferiche. 

(')  11  tig.  Bonnet  ha  perd  coniiderato  ooche  il  cuo  delle  «uper- 
(ìde  nelle  quali  le  linee  di  earvstnra  di  un  foia  sittema  «ano  piane 
o  ri'erkbe. 
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2.  Sieno  z,  y,  «  le  coordinate  di  un  ponto  di  una  sn- 
perficie  le  qaali  si  rilengano  funzioni  di  due  variabiliin- 
dipeudenti  u,  v.  Posto  : 

...  I     _  dy  dx        dy  di  _  £?  ^  _  ^  ^ 

'  S«d»~rfodt*       '  ~  du  diì        dvdu' 

dx  dy        dx  dy 

Se  l«  linee  «ncost.*,  vbpooiI.*  sodo  ììb«q  di  cnrvafnra  del(« 
saperGeio  si  hanao  le  : 


(2) 


^     dudv  dudo  dudv 

jdx  dx       dy  dy        ds  dx 

\du  dv       du  dv       du  dv  ' 


ma  dalle  (1)  ai  dedDoouo  le  : 

ì  dE  dx  ^x  dy  tPy  dx  cP» 
2  dv  du  dudv  du  dudv  du  dudv 
jdG  _dx  fx  dy  d'y  dx  dU 
2  liti  iv  dudv  dv  dudv  dv  dvdu 
per  le  qoatì  e  la  prima  delle  (S)  risoltaso  t 

dmih^'ÌE,  dv.'du'^^G  dudv  ■ 
d'y  _  i^mdy^        i_dfìdy 
dudo  "  2E  dv  du  "^  '2G  du  du 

d'z.      J_^£^       j_^^ 
dudv'^  2E  d»  da  "*"  2G  du  dv 
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Si  indichino  eoo  a,b,eì  coseni  degli  angioli  che  la  normale 
alia  snperficie  al  punto  di  coordinate  x,  y,  x  forma  coi  tre 
assi,  e  con  B^,,  B^i  raggi  di  curvaLura  della  superficie  cor- 
rispondenti  alle  linee  «scost.*  f)=cosl.*  Dalle  relazioni  (■): 

[ite  ■   i   dx    di  _        \    4v    de  \   di 


da 

B„  dv  ' 

dv 

ti^dv'  dr,'^' 

ì.^dx 

1    it 

~Kdi 

db 

1    dy     de 

\    di 

si  deducono  le  due  seguenti  (*) 


JE  _/t/'E\' 
!  dv  ^  B„  /f  ' 


2B„l^E  dv      \  B^  /f  '      2B^G  du 
e  ponendo  per  brevità  ; 
,^,        1        dE  1        dG       ^    I/E      „    |AG       „ 

^  '  2|/'(EG)  de  '  2i/'(EG)  d«  'II,  ■  B^ 

ilA  dN 

(6)  :?=«N^    ~~BìA 
'  '  do  "     du. 

alle  qnali  possiamo  aggìnngere  la  fornojA  di.Ganai;. 

dH     dd 

(7)  _MN  =  3;*5-,. 

3.  Le  linee  v  ^  coaL'  ùeao  pitie,  ed  : 

Im -^  my  -t-  nx  =  f  , 

dorè  l,  m,  n,  f  sono  funzioni  dì  t>  ed  l*  ~t- m' -*-,  n' =^  i 
Sia  la  equazione  di  ano  qualunque  dei  piani  di  quelle  linee. 
Si  arranno  evide&lemeDle  le  : 

(1)  Aonali  Jel  Prof.  TortolÌDÌ  T.  5  Anno  1854  pag.  X3S. 
(>)  Vedi    la  nota  ieì  Prof.  Codazzi  io  questi  AddoIì  —   novem- 
bre IBSe. 
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'1- 

»g-« 

di 

Ax  dy  dx 

du  d»         dit         * 

delle  quali  la  prima,  osserrando  te  (4),  conduce  alla  : 

la  H-  mi  -4-  ne  ss  co8t.ij((e) 
(teorema  del  Joachimsthal),  e  ponendo  per  brevità  i=   ^-— - 
si  deducono  dalle  due  le  seguenti  : 
g=  *(»»-.»),  g  =  »(■„.- 1.) ,  ^  ==  i(»  _  «a)  . 
Quindi  : 

ex     di  */  d,       i.> 

*?= ic'-" -"*'"- sii"  5i -»  *;)™- 

le  quali  moltiplicale  ordinatamente  per 

dx     dy     dx 
dv  '  dv  '  dv 
e  sommale  danno  Is  : 

t      dE       cotang.^ 
2K7g  d^"  ~~K~ 
(»sia  per  le  deaomtnanoiii  superiori  : 

»=i=l[cotang.di(v)  ; 
(8) 
ed  analogamente  sari  :  &^Ncotang.|(u) 

Se  le  linee  u^cost.*  sono  piane.  Beciprocamente  se  per  le 
linee  di  cnr?atara  v=cost.*  u^%ost.*  sussistono  le  equa- 
zioni (8)  le  linee  slesse  sono  piane.  Infatti  indicando  con 
a„,  fy  per  le  lìnee  v  =:  cost.',  l'angolo  compreso  dalla  per- 
pendicolare al  piano  del  circolo  osculatore  e  dalla  normale 
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aUa  niperficie,  ed  n^o  del  circdo  osculatore  si  hanno  le: 

1       dE cosa„  1   Ma&^ 

2Ei/^G  dv  ^  '       R„         ?7" 

qnindi  la  (8)  divenu  : 

cotanga^=  co(ang^v) 

cioè  le  linee  di  corvatora  v  ^  cosL*  sono  linee  piane. 
Le  linee  v  ^  cosi."  sieno  sferiche  ed  : 

(a:  _  a)'  -*-  (y  -  0)'  -v-  (z  -  y)'  ^  r' 

essendo  a,,  |3,  7,  r  funzioni  di  v;  sia  l'equazione  di  ana 
delle  sfere.  Si  avranno  le  : 

dx       .dji  dx       . 

du         du         du 
la  prima  delle  qaali  per  la  (4)  dà  : 

lx  —  a)a-*-(y  —  /3)4  -•-  (x  — .7)c  ==  rcoap{v) 
ed  operando  come  superiormente  gìnngesi  alla  : 

ed  analogamente  ae  le  linee  u  «»  coat.  sono  sferiche  si  ha 
la  relazione  : 

e  = — !l — --_  _,.  Ncotangp,  (il) 
r,8enp,{w)  °^ 

nella  quale  r, ,  p,  sono  funzioni  della  sola  u.  Beciproca-  ' 
mente  sossìstendo  le  equazioni  (9)  per  le  linee  di  cDrra- 
lora  t)=c09t.* ,  u=:cost.'  le  linee  medesime  sodo  sferiche. 

Le  formole  (3)  (6)  (7)  (8)  (9)  sono  le  annunciale  al  $  1. 

4.  È  noto  che  se  una  linea  di  eorvatura  di  una  saper- 
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ficie  è  geodeUcA  bsu  è  piana.  Non  credo  ossemaU  la  ae- 
gneD(c  proprietà.  Se  ana  linea  di  cDrratura  di  una  saper- 
ficie  é  fra  quelle  che  racchiodono  massima  o  mìnima  area 
fra  le  isoperimetre  ('),  essa  è  sferica.  Infatti  se  con  ;  in- 
dicasi il  raggio  di  curralnra  della  linea,'  eon  a.  l'angolo  oom- 
presso  fra  esso  e  [a  normale  alla  saperficie,  con  K  l'angolo 
di  torsione  della  linea,  si  hanno  le  : 

A  —  «^  ^  0  — —  s=  - 

9         »» 

essendo  m  costante  ;  nella  prima  delle  qnalì  è  espressa  la 
proprietà  delfessere  la  linea  una  linea  di  curvatura  della 
sapèr6cie,  nella  seconda  di  esser  la  linea  stessa  una  didoaia 
Ora  questa  seconda  equazione  da  : 


«*.= 


e  quindi  per  quella  linea  sarà  ; 
9' 


f  = 


l^(m'-  j') 


proprietà  caratteristica  delle  lìnee  sferiche.  La  lìnea  sarebbe 
tracciahile  sulla  sfera  di  raggio  m,  ed  indicando  con  R  il 
raggio  di  massima  o  di  minima  curvatura  corrispondente 
a  quella  linea  si  ha  la  relazione  : 

1_       ^  _   1_ 

a'  ™  r'        a*  ' 

É  nolo  che  se  la  linea  v  ^  cost.*  è  geodetica  si  ha  : 

(1)  Il  aig.  Hamilton  ha  propoato  di  denoinÌDRf«  (|BeaU!  IhiM  Di- 
io»**.  Leotarea  ou  1}iul«raìoaa,  p^,  SSS.  s 
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e  se  la  lìoea  medesina  è  una  didonìa  : 
<       dE       g.  . 
2El/  G  dv  "■  ^^"'  ' 
le  (8)  (9)  dimostrano  che  se  qaella  linea  è  anche  di  cnr- 
vatara  si  ha  in  generale  nel  primo  caso  ^v):=  -,  e  nel  se- 
condo ^(v)s:^{rormole  8,  9) . 

5.  Ciò  premesso  passiamo  a  considerare  la  superficie  per 
le  quali  le  lìnee  di  ritta  coHalora  sono  geodetiche.  Vedremo 
come  questo  caso  condace  ad  alcune  delle  superficie  già  tro- 
vate dai  sig.  Boanel  e  Serrel.  Le  linee  di  curratara  «a-cost.* 

sieno  geodetiche }  quindi  —  ^  0,  u  =  0;  le  (3)  integrate 


daoDO 

(tO) 

1    ir 

l/Gd»" 

=  iW 

1   d, 
'    \/adp 

«(") 

1    <li_ 

"(<■) 

essend 

o  r^m' 

-t-B* 

c=l;  e  dalla'. 
dv 

.prima 

delle  (6|  si 

ba 

cioè  il  raggio  R„  che  é  anche  il  raggio  del  circoki  oscula- 
tore delle  linee  v^^ost.*  indipendente  dalla  variabile  v.  Le 
(10)  dimostrano  che  le  tangenti  alle  linee  w^cost.*  in  punti 
siloati  sopra  una  stessa  linea  t>=cost.'  sodo  parallele.  0alle 
(10)  si  ha  : 

(te  dy  <*«       A 

du  du         dtt 

ed  integrando  : 

tr  -4-  my  -*-  ««  ^  f{v) 

equazione  di  uno  qualunque  dei  piani  delle  linee  vsscosl. 

Dalla'  seconda  delle  (6)  e  dalla  (7)  si  ha  in  questo  caso: 
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<JN       ,<tó       „ 

N 1-5— =  0 

du         du 

e  quindi  : 

N'-S'=r(f) 

Pongasi  : 

e  =  N  colangq 

si  hanno  le  : 

d)i 
$  =  ^(f )co8ij ,    N  =  5(t>)8en)) ,  —  =M 

dil        „    dE       . 
ed  essendo  -—  =  0    -7-  ss=  0  si  otterrà  s.    - 

dv  dv 

,  =  /!«) -4- FW,    l^E  =  ,(«) 
per  le  qaali  : 

l^G=5(e)  riMa¥{v)Jq{u)coif{u)du 

—  seaV{v)Jq{u)senflu)du~\^T{v)  . 

Determinato  in  questo  modo  il  valore  di  [/'G,  le  (10)  da- 
ranno qaelli  di  x,  y,  x  ìa  funzioni  di  u,  v,  alcune  delle  fun- 
zioni arbitrario  rendendo  valori  particolari  dietro  le  condi- 
zioni del  problema.  Accenniamo  brevemente  a  quattro  fa- 
miglie di  soperGcie  conosciute  dotate  della  proprieti  qui 
considerata. 

1,-  f  =  0»  n  =s  0;  i  piani  delle  linee  v  =  cost."  passano 
latti  per  l'asse  della  z.  Le  equazioni  (10)  danno  : 

ac'-t-  y'=  k(u)  ,     x  =  h{u) 
dalie  quali  eliminando  «  : 

z  =  T{x'^) 
cioè  le  superficie  sono  di  rotazione. 
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2."  9  =  0,  i  piani  delle  lìnee  v  »=  cosi."  passano  per  uno 
stesso  ponto.  Le  (10)  in  causa  delia  (11)  danno  la  : 

cioè  le  linee  u=  cost.'  sono  situale  sopra  sfere  concentriche. 
Questo  caso  coincìde  con  quello  discusso  dal  Bonnel  al  §.  2.* 
della  parte  terza  della  saa  memoria  (Joaroal  de  l'Ecole  Po- 
l^tecnique.  Cahier  34  -  35  pag.  238)  e  dal  Serrel  al  %.  3.* 
della  seconda  parte  delta  sna  memoria  (Journal  de  Lioa- 
vìUe.  T.  18  pag.  134). 

3.°  I»  m,  n  costanti,  ossia  i  piani  delle  linee  ti=coBt.*  sono 
paralleli  fra  loro.  La  (11)  dà; 

én  dy         dx        ,,  ,       . 

de  dio         dv 

quindi  : 

G=f'\v) 

e  le  lìnee  «  =  cosi.'  sono  anch'esse  geodetiche.  Le  super- 
ficie che  corrispondono  8  questo  caso  SODO  perciò  STÌluppa- 
bili. 

4.*  Sia  F(t))  =  0  cioè  sappongasi  4  =  /(u)  la  (14)  dà  : 
6  s=  Ncolang /(u) 
la  quale  posta  a  confronto  colla  seconda  delle  (8)  dimostra 
essere  le  linee  del  secoodo  sistema  u  ^  cost.*  piane  ed  es- 
sere /\u)  l'angolo  costante  compreso  dal  piano  della  linea 
e  dal  piano  tangente  la  superficie  in  un  punto  qualunqae 
di  essa  linea.  Sia  ; 

^X(«)  -»-  yn(»)  ^  «(«)  =  A(«) 

l'equazione  di  uno  dei  piani  delle  lìnee  u  =s  cost.*  essendo 

dx  dy         àx      . 

dv       '^  dv         dtj 
si  avrà  pei  valori  (10)  : 

Àtmali  a  5cietM«  Jtfof.  •  Fu.  Agoito  1857.  So 
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U  -t-  mft  -i'  av  =  0 

per  soddisfare  alla  quale  te  >,  fi,  v  dovranno  essere  costanli. 
Le  linee  di  curvatura  u^cosL*  saranno  perciò  sitoate  in 
piani  paralleli;  e  le  superficie  che  corrispondono  a  questo 
caso  sono  quindi  quelle  già  considerate  da  Mooge  (Appli- 
cation de  l'Àntlyse  ecc.  pag.  161).  Le  (12)  dimostrano  es- 
sere il  raggio  del  circolo  oseuUtore' delle  linee  h:=cosI.* 
eguale  a  ^{v),  per  cui  saranno  eguali  fra  loro  i  raggi  dei 
circoli  osculatori  delle  linee  u^scost."  corrispondenti  a  panli 
situati  sopra  una  medesioia  linea  v  =«  eest*. 
5."  Considero  ora  le  snperGcie  nelle  quali  le  linee  ti=cosl*. 
'  di  una  curvatura  sono  linee  didonìe.  Si  ha  : 


1       dE         ) 

aji/G  Jt^rW 

Le  formole  (3)  danno  : 

1   d"» 

idi           1       ilGite 
~  f  da  "^  2Gl/G  du  do  "^ 

le 

quali 

iotegrale 

conducono  alle  : 

(te) 

/   1     ix 

e  queste  quadrate  e  sommate  alla  : 

(17)  (»  -  «)*  -»-  (y  -  /3)"^  (X  -  ^'=-  r' 

eqnazione  delle  anperficie  sforìcbe  stile  quatì  s«ao  sitttate 
le  linee  di  curvatura  di  quel  sistema.  Considereremo  un  solo 
caso  il  quale  conduce  ad  nna  famigtift  di  superficie  gii  co- 
nosciate.   • 
Sieno  tt^Of  j3 ^  0  cioè  i  centri  delle  sfere  sieno  sul- 
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l'aise  delle  x,  ralla  qoalsirt^ii.  Le  prine  òat  eqdaneu  (16) 
dasno: 

j;  dv       y  dv  r         2£  dv 

«*  qiiadi  : 

X  ^  ym(w) ,     X  =  p[«)nt(«)l/'E  ,     y  ^p(u)l/'E. 
e  le  linee  u  =  cosi',  sono  situate  in  piani  passanti  per  l'asse 
della  1.  Le  superficie  corrispondenti  a  questo  caso  sono  per> 
ciò  quelle  considerate  dal  Sig.  Joachimsthal.  Sostituendo  i 
valori  trovati  per  x,  y  nella  (17)  sì  ha  : 

p>K(u)E-*-(z~7)'  =  r' 
essendo  r*(»}  =3  1  -t-  m'(u);  per  coi  ponendo 

*     p(«)ti(«)i^E  =  yn(tt)  =  («  —  7)Udg)j 
si  ha  facilmente  per  le  (16)  ; 

1  rf7_    1     dfi 
r  dv       seni]  dv 
da  cui  :  . 

i)=:2Aiijtangp(ii)  ir  '■^'       •; 

la  qoalé  conduce  ai  noti  ralori  di  x,  y,  x  in  fonzione  di  u 
e  dì  V. 

Pavia  Agosto  1857. 


Osservazione.  In  una  nota  pubblicata  di  recente  nel  gior- 
nale dell'I,  fi.  Istituto  Lombardo  (fase.  44.  pag.  397  Set- 
tembre 1857)  il  Prof'.  Hainardi  applicando  alcune  sae 
formole  alla  ricerca  delle  superficie  di  cui  le  linee  di  cur- 
'  vatnra  sono  geodetiche  ,  giunse  ad  un  risultato  che  é  in 
contraddizione  col  superiore.  Ciò  dipende  dall'avere  l'Au- 
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-toro  dedoUo  il  proprio  moltalo  dal  decomporre  ìd  due  fat- 
tori Qoa  equazione,  la  qualei  conveaienlemeDie  modificata, 
essendo  identica ,  non  da  loogo,  in  questo  caso  ,  a  conse- 
guenza veruna. 

Colgo  quest'occasione  per  osserrare  anche  che  tutti  gli 
Autori  i  quali  si  occuparono  dì  superficie  di  cui  le  linee 
dì  curvatura  hanno  proprietà  speciali,  trattando  delle  su- 
perficie per  le  quali  te  linee  di  una  curvatura  sono  situate 
in  piani  passanti  per  una  retta,  dichiarano  che  alcune  equa- 
zioni che  le  determinano  furono  date  senza  dimottraxione 
dal  Sig.  Joacbimsthal  nel  toI.  30  del  giornale  di  Creile. 
Ora  questo  distinto  Geometra  in  un  lavoro  intitolato  «  Me- 
moire  sur  les  snrfaces  courbes  »  pubblicato  a  Berlino  in 
un  programma  scolastico  (1848)  non  solo  ha  dato  una  bella 
dimostrazione  di  quelle  equazioni ,  ma  ha  anche  Rostrato 
come  da  esse  si  potevano  dedurre  le  seguenti  interessanti 
proprietà  delle  superficie  medesime: 
-   1*.  Le  linee  di  curvatura  dell'altro  sistema  sono  sferiche. 

2°.  I  centri  di  tutte  le  sfere  sono  sulla  retta  comune  a 
tutti  i. piani  delle  curve  del   primo  sistema. 

3".  La  superficie  sviluppabile  circoscritta  alla  superfieie 
secondo  una  linea  di  curvatura  del  primo  sistema  è  una 
superficie   conica. 

4*.  Il  vertice  di  questa  coincide  col  centro  della  sfera 
sulla  quale  è  situata  la  linea  di  curvatura  corrispondente 
nell'altro  sistema. 

Ottobre  1857 
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[KTORtlO   AD   ALCUNI    TEORBHl    DI    DUPIN. 

NOTA 
BEL  9WUn.  BELVINO  CORAZZI. 


Oggello  di  qnesto  scritto  é  la  dimostraiione  analitica  di 
alcQui  teoremi  eooDciati  da  DnpÌD  e  dimostrati  dallo  stesso  , 
mediante  sole  considerazioni  geometriche  nella  memoria  in- 
titolata De  la  itaòilité  dei  eorps   flottants. 


Considero  dapprima  i  teoremi,  che  fanno  conoscere  an 
pDnto  qualoDqoe  della  surface  da  flottaiaon»  ed  il  piaao 
tangente  in  un  pnnto  qualunque  della  turface  dea  centrea  de 
earéne.  Avverto  che  le  dimostrazioni  analitiche  di  questi 
due  teoremi  sodo  già  state  date  dal  sìg.  Prof.  Bordoni  nel 
Giornale  delVJslituto  lomhardo  t.  G*  ;  io  le  riproduco  affine 
di  pervenire  a  certe  formole  che  serviranno  per  la  dimo- 
strazione degli  altri. 

Abbiasi  UD  corpo  omogeneo  terminato  da  una  superficie 
composta  di  varie  plaghe,  ciascuna  delle  quali  sìa  parte  di  su- 
perficie  continua;  ed  abbiasi  un  piano,  il  quale  separi  da  esso 
corpo  nn  segmento  di  volume  dato  V.  Siano  g,  >],  C  '^  coor- 
dinate rettangole  d'un  punto  qualunque  del  segmento;  S  la 
lunghezza  della  perpendicolare  condotta  dall'origine  al  piano; 
a,  b,  e  ì  coseni  degli  angoli  che  questa  perpendicolare  fa 
co*tre  assi  rettilinei  delle  €,  delle  t},  delle  ^;  avremo  per 
Ogni  ponto  del  piano. 

(1)  o|*J,-.-cC  =  d. 
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Siano  X ,  y  j    x  le  coordinale  del  centro  di  gravità  del 
segmento }  e  sia  ^=sf[^,y])  l'equazione  d'una  plaga  qua- 
lunque formante  parte  della  superficie  dello  slesso  segmento 

avremo 

ove  gl'integrali  relativi  a  |,  i;  devono  essere  estesi  al  con- 
torno della  projeztone  della  plaga  qualunque  sul  piano  |q; 
ed  il  segno  2  dinota  la  somma  degli  analoghi  integrali  per 
tutte  le  plaghe  formanti  parte  della  superficie  del  segmento. 
Ora  s'immagini  la  serie  de' piani,  i  quali  separano  dal 
corpo  segmenti  di  volumi  tra  loro  eguali;  é  chiaro  che  questi 
piani  saranno  tangenti  ad  una  stessa  superficie  continua  e 
che  i  centri  di  gravità  dì  quei  segmienti  giaceranno  pure 
in  una  stessa  superficie  continua.  La  prima  (2)  somministra 
il  valore' di  S  in  funzione  di  due  fra  le  tre  quantità  a, 
b,  e,  le  quali  sono  unite  tra  loro  mediante  l'equazione 

riterrò  a,  i  indipendenti  Tana  dall'altra,  e  quindi  e,  9  fttn- 
zioni  d'entrambe.  Io  conseguenza  la  (1)  fornirà 

,3,  X-«-Z_^,       Y-'Z=«. 

od»  »  4o 

ove  le  X,  Y,  Z  sono  le  coordinale  d'un  panto  qualunque 
della  superficie  inviluppo  de'pifui  delle  sezioni. 
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Chiamo  P  ona  qoalunque  delle  funzioni  sottoposte  al  ddp' 
pio  segno  integrale  nalle  (2);  ii},{%)t  Vi{Ì)  le  q  del  contorno 
d'una  plaga  qnalnoqae  corrispondenti  ad  ano  stesso  ?a- 
lore  di  ^;  infine  ^i,  S,,  le  §  minimb  e  massima  dello  stesso 
contorno.  PoAeado 


i! 


Pd,=  Q(|), 


f-5. 


JQd) 


ore  i  £  del  aeeohdo  tnctebro  dorono  estendersi  soltanto  a 
qDegl'iniegrali,  che  provengono  da  plaghe  avesti  parte  del 
contorno  loro  nel  piano  deUa  base  del  segmento.  E  manife- 
sto che 

Qlf.)=0,  ■Q{S.)  =  0, 

perchè  §,,  la  9000  i  valori  minimo  «  massimo  di  ^;  qoindi 
il  secondo  membro  dell'equazione  antecedente  si  ridace  al 
solo  sno  priAio  termine.  Inoltre 


da       J  f,.      da 


dv. 


è  chiaro  che  per  que'  punti    del    contorno   d'  una   plaga  i 

quali  oon  giaciono  nel  piano  della  sezione,  é  -r^  0,  e  che 

per  tjuellì  i  quali  giaciono  nel  piano  della  sexione,  é 
P(q^)3s:0^  ^oindi  anche  il  scooado  membro  di  quest'ili- 
tima  e^aewione  ri  riduce  al  loo  primo  termise.  In  conse- 
guenza. 
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ed  analogameole  per  la  derivala  rispetto  a   i. 

Ciò  premesso  formo  le  derivate  parziali  della  prima  (2) 
rispello  ad  a,  b,  ed  ottengo 

Ora  indicando  con  a  l'area  della  base  del  segmento ,  per 
cai  : 

le  eqaaiiobi  antecedenti  per  mezzo  delle  (1),  (3)  direoteranno 

mi 

le  quali  manifestano  la  proprietà  che  il  piano  della  sezione 
tocca  la  superficie  (X,Y,Z)  nel  centro  di  grariti  della  me- 
desima sezione. 

Le  altre  equazioni  (2)  derirate  parzialmente  prima  rispetto 
ad  a,  poi  rispetto  a  h  sommÌDisIrano  le  sei  seguenti: 
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(5)' 


-è 

—  V — 


Da  queste  sì  deducono  facilmcDle 
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{     dx        ,  dtì  ds 

\     da  da  da 

I     dx  dy  ds        - 

)e  qoali  raanìfesUoo  l'altra  proprietà  che  la  normale  alla 
soperGcie  (x^y^z)  è  perpendicolare  al  piano  della  «ezione. 

n. 

Passo  ai  teoremi  di  DupÌD ,  che  risguardano  l\ÌDcnrva- 
tnento  della  surface  de$  centrti  de  carine,  cioè  che  servono 
a  determinare  la  direzione  delle  linee  di  curvatura  ed  i 
valori  de'  due  raggi  di  cnrvMora  in  un  panlo  qaalun<|ue 
della  superficie  {x,y,t). 

Si  facciano,  per  brevità 

la  prima  e  qaarta  (5)  mediante  (1)  e  (4)  diventano 

«■V  ^  =  (1  —  *■)«  -t-  oJ^  —  ((1  -  *")X  -i-o*y)(ì)X  , 


e'V  ^  =  (1  —  S'K»  -  »X")  -.-  iii(/3  -  uXY)  , 


da' 


:  o*(«  —  »X")  -^  (1  —  o")((9  —  »XY)   ; 
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dslle  quali 

la  qiodo  analogo  la  seconda  e  quinta  (5)  direolano 

e'\  ^=  aò(y  —  wV)  -^  (l  -  6')(P  -  «XY)  , 

dalle  quali  si  deducono 

(8)  ■ 

Si  assDtnano  come  variabili  indipendenti,  invece  delle  a, 
ò,  le  X,  y;  risultano  facilmente 

da         dy      da  dx  db .dy     db da; 

dx  di  '    dy  dò*       dx  da'  dy         da' 

ove 

dadi        da  db 

dxdy       iy  dx 

Inoltre  indicando  con  apici  in  alto  ed  in  basso  le  derivate 
parsiali  di  s  prese  ordinatamente  rispetta  ad  x  e  ad  y,  ab- 
biamo 
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r  =  p^(l-.-y-.-x,-). 

Hediaale  qnéstì  valori  si  trovano  con  facilita 
,-        ,.dx  ,dx        X,, 


-■)§■ 


Per  coDsegaenza  le  (7), 

■«  e  _  ..TV  _  ■ 

ir' 


ove 

-A- 

essendo  h,  k  i  dae  raggi  di  curvatura  massima  e  minima 
della  superficie. 

Ora,  denomino  g  it  raggio  di  curvatura  sferica  di  quella 
linea,  la  quale  giace  nella  superficie  (x,y,z),  e  fa  con  gli 
assi  delle  as,  y  gli  angoli  fx,  f/,  sari  per  noia  formola 

1      ■     X"c0$*fx  -*-  ZxfcWfxCOSfy  -*-  ZifiO%'fj 

s'  r  ■ 

Holtipticando  le  (9)  rìspettiramenle  per 

cos'f^f  —  2cosf^0Bfx,  co»'/". 
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e  sommandole  Ira  loro  s'ottiene 

SX/Ì*^*"^'  -Scos/-,)'  ^  =  «(Tcos/-,  -  Xcosf,)'^  ^*   ; 

disponendo  il.  piano  xy  secondo  il  piano  della  base  del  seg- 
mento e  collocando  1'  orione  delle  coordinate  nel  eentro 
di  gravità  di  questa  base,  abbiamo 

r  =  l,    cosf,  =  8en/',,  'X=0,    Y  — Oj. 

allora  l'equuione  antecedente  si  cambia  nella 

Si  noti  che  ncosfx  —  §sen/'z  esprime  la  distanza  d'na  ponto 
qualunque  della  base  da  quella  retta ,  la  quale  passa  pel 
centro  di  graviti  della  medesima  e  forma  l'angolo  fx  con 
l'asse  delle  x;  quindi 


I// 


(jjcos/",— ^sen/",)* 


esprime  il  momento  d'inerzia  della  base  rispetto  alla  stessa 
retta.  Ciò  premesso,  l'equaiiooe  (10)  insegna  cbe  g  diviene 

minimo  oppure  massimo,  e  qnindi  la  frazione  —    diventa 

eguale  al  massimo  oppare  al  minimo  raggio  di  curvalnra 
quando  il  secondo  membro  rappresenta  il  massimo  ovvero 
il  minimo  momento  d'inerzia.  Dnnqne  s'ottengono  i  diversi 
teoremi  di   Dapin. 

lo'  nn  punto  qualnnqae  della  superficie  {x,y,x)  le  linee 
di  curvatura  massima  e  minima  sono  ordinatamente  paral- 
lele agli  assi  de' momenti  d'inerzia  massimo  e  mìnimo  della 
base;  ed  i  raggi  di  curvatura  massima  e  minima  sono  or- 
dinatamente eguali  a  momenti  d'inerzia  minimo  e  massimo 
d'essa  base  divisi  pel  volume  del  segmento. 
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IH: 

Osservo  che  la  proprìetfc ,  dslla  qaale  Dapin  conclade 
qnestì  aitimi  teoremi ,  è  per  aé  stessa  iittassiatenle.  Af- 
fine dì  eouBciare  qnelh  proprìeU  premetto  alcune  dea^ 
minuioni.  Dna  punii  sitaatì  in  doe  diverse  ku^rflcie  svesti 
le  normali  parallele  ciaseuna  a  ciascuna  si  diranno  eorri- 
tpondenti  tra  loro ,  qaando  la  normale  nell'uà  punto  sarà 
parallela  alla  Domale  nell'altro;  due  line«ntaafa  nelle  me- 
desime due  superficie  si  chiameranno  Ira  loro  corritpondmti, 
qnando  ciascun  ponto  dell'una  sarìi  corrispondente  a  ciaseon 
ponto  dell'  altra.  Rammento  inoltre  che  le  caratteristiche 
della  sQperlìcIc  sviluppabile  tangente  ad  ona  superficie  qua- 
lunque lungo  ana  linea  tracciata  in  essa  e  le  rette  tangenti 
a  questa  linea  sono  tangenti  conjvgate  Ira  loro.  Ora  la  pro- 
prietà di  Dupio  può  essere  enunciata  come  segue:  il  raggio 
di  curvatura  sferica  d'una  linea  qualunque  tracciata  nella 
sQperGcìe  {x^ty,*)  moltiplicato  pel  voluitae  del  segmento  ha 
per  valore  il  momento  d'inerzia  della  base  rispetto  a  qnel- 
l'asse,  il  quale  passa  pel  centro  di  gravità  della  medesima  ed 
è  la  tangente  coojugata  della  lìnea  situata  ^ella  super&cìs 
(X,Y,Z)  e  corrispondente  alla  data.  Di  più  Dupin  ammette, 
che  la  linea  tracciala  nella  prima  superGcie  e  la  tangente 
conjugat»  della  saa  eorrtspaudente  formino  Ira  loro  angoli 
ratti  {•). 

Ver  diBKntrare  che  qnest'esaaeiato  e  quest'ipotesi  com- 
petono unicamente  a'raggi  di  curvatura  massima  e  miniina 
della  anpenficie  («,7,a),  e  non  a'raggi  di  eurvatnra  sferica 
d'una  linea  qualunque  tracciala  in  cau ,  premclto  il  se- 
guente 

Tewema.  Se  s'imnaginano  in  una  soperGcie  {X,T^)  d«e 

(')  V.^ppIicoJfoRf  ieGtomélrie  eie.  A«  Dopa,  Pam  ti2y  p.38«35. 
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linee  H»N  a  UDgeoti  conjngate,  ed  in  una  snperGcie  {x,y,i^ 
a  normali  parallele  a  qaelle  della  prima  le  dae  lì&ee  tn,n 
.corrispondealì  e  la  dne  Knee  ju ,  v  a  tangeBli  parallele  a 
qaelle  delle  M  N  ,  si  trova  che  tanto  le  m  ,  v  quanto  le 
tt,  fX  sono  lìnee  a  tangenti  conjngate. 

Dimottraxiotte.  Dinoto  con  apici  in  alto  ed  in  basso  le  de- 
rivate pariiatì  di  Z  rispetto  ad  X ,  Y  e  di  x  rispetto  ad 
X,  yj  con  Xb,  Y,,,  «„,  y„  i  valori  delle  X,  Y,  a!,*y  relativi 
a  due  linee  u,  v  tracciate  nelle  due  superficie;  e  con  (  una 
variabile  qualunque.   Saranno 

Z'  =  x'  ,       Z,  =  X,  ; 
da  cui 


,  dX 


.Z'^=,"^-^,'^ 
(w  '  dt  dt        '  dt  * 

„,dX        „    dY         ,dx  dy 

Queste,  avvertendo  che 

foniiscoa«  facilmente  Le  iue 

rfX„  n         .  ^^       <^^  ^^   dY, 


~drv-"H  dxi^'^rfx;  )  ^'''^dx7dx7^"] 

dt  L         \dx„        dxj  '        dx„  dx,    *  J  * 
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Donqne  se 

avraoDO  luogo  le 

,..^/  fe:  _^  ^i.  ■_  *-  &  .  =  0  , 

\rfic„       dx,'  '       <tr«  «ir» 
„  ^  ldy„    ^    dy^\    ,  _    dy„  dy^ 
\dXn         dxj 

le  quali  rendono  manifesta  la  proprietà  dichiarata.  Ne  segoe 
che  se  le  linee  m,  N  fossero  perpendicolari  Tona  all'allra 
le  in,  V  sarebbero  linee  di  curratara  della  superficie  (x,i/,z). 
Ora,  applicando  questo  risultato  e  la  (10)  all'enanciato 
ed  all'ipotesi  di  Dupin,  si  vede  facilmente  essere  dallo  slesso 
dimostrato,  che  ciascun  raggio  di  curvatura  massima  o  mi- 
nima moltiplicalo  pel  volume  del  segmento  ha  per  valore 
il  momento  d'inerzia  della  base  rispello  ad  no  asse  parallelo 
alla  linea  dell'altra  curvatura;  non  essere  dimostrato  che 
ciascuno  di  questi  due  momenti  é  minimo  oppure  massimo 
tra  tulli  i  momenti  d'inerzia  della  base  medesima ,  e  che 
le  linee  dì  curvatura  sono  parallelo  agli  assi  di  questi  due 
momenti  massimo  e  minimo. 


IV. 


Da  ultimo  considero  i  teoremi  di  Dupin  concernenti  l'in- 
curvamento della  surface  det  flottaiionif  cioè  che  fanno  co- 
nescere  la  direzione  delle  linee  di  curvatura  ed  i  valori  dei 
dne  raggi  di  curvatura  massimo  e  minimo  in  un  punto 
qualunque  della  superficie   (X,Y,Z); 

Il  contorno  della  base  del  Segmento  sarà  composto  di 
tanti  lati  quante  sono  le  plaghe  segale  dal  piano  (t);  in- 
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dìcando  con  1  la  soiuiiia  dì  (anti  ialegrali  quanti  sono  essi 
lati,  e  con  ^„  ^,  le  §  estreme  d'ano  quatantiae  tra'medc 
simi,  arreno 


'Ejf' 


■?S    ..V  _  V  f^-l^ 


uX 


-sr 


Si  fonnaoo  le  derivate  parziali  de' secondi  membri  di  que- 
ste equazioni  rispetto  ad  a,  b  soltanto  coH'csegnire  le  de- 
rivazioni sotto  al  segno  integrale,  giacche  le  quantità 

^    ^    §1    ^ 
da   *  da    *   db'    db 

sarebbero  moltiplicale  da  coefficienti  relativi  agli  estremi 
valori  della  §  e  qoindi  nulli.  Si  troveraano  in  consegoenza 
dea  _V  r^  je 
dS"  "^  J  da'^   ' 

da  da        ^^J     da 

dalle  quali  si  deducono  le  prime  due  tra  le  seguenti 

Jwialì  a  Seitnt»  Mai.  »  FU.  T.  VtlI  Sattanlyrt  1857.  21 
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<*otteD90DO  le  «lire  due  i»U'opearare  rispetto  a  b,  come  s'era 
operato  riipetto  ad  a. 

Cìascnn  lato  del  contorno  avrà  per'  equazione  la  (t)  ia 
cui  la  ^  sia  ri^Biita  alla  plaga  corrÌBpondentej  ora  quell'equa- 
zione 80|]B«ÌBÌStr«   ' 

ovvero 

(12){ 

Si  formi  la  derivala  totale  della  (t)  rispetto  a  §,  ordi- 
nata del  lato  qualunque,  e  s'otterrà 

quindi  chiamando  «  una  parte  qualsivoglia  d'esso  Iato,  ri- 
sulterà 

<-    k)- ^^- ■ 

S'indichino  con  apici  in  alto  ed  in  basso  te  derivate  par- 
ziali dì  Z  rispetto  ad  X  e  ad-  Y,  0  si  ponga 

R  =  (^(l-.-Z'"-t-Z;. 


ly  Google 


(323-) 
cosi  ai   (roreranao 

ove  H,  K  sono  i  dae  rag^^i  di  currdlnn  mRssf  ma  e  mlntmà 
delia  saperficle  (X,  Y,  Z). 

Orik  "i  disponga  il  pianò  XY  panllelametite  al  piano  (1}, 
per  cui  saranno 

«  =e  Oj     i  =  0,     0  =  1; 

e  si  denomini  X  l'angolo  fomato  dalla  normale  alla  plaga 
luogo  li  cot-rìspondeMe  lalo  del  contorno  con  U  perpendi- 
colft^e  «d  fesso  piallò,  per  «qì 

U  (12),  (13),  (14)  li  mileiniiiió  nlill» 
1^1}  da  ^     ili  ih 

Mediante  questi  valori  le  (il)  diventano 
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[tZ„   =  ^  f'-tX  —  §)'cot).rfs  , 

(15)ja)HKZV  =  —  ^  r^X  -  W^  —  >l)coarf<  , 

ove  5a  dÌDola  la  luaghezza  del  tato  qualunque.  Si  collochi 
l'origine  delle  coordinile  Del  centro  di  gravità  della  base, 
e  sì  chiamino  F  l'angolo  formato  da  una  linea  qualsivoglia 
esistente  nella  superficie  (X,  Y,  Z)  con  l'asse  delle  X,  G  il 
rag^o  di  curvatura  sferica  di  questa  linea  ;  dalle  (15)  si 
conclude  facilmente  l'equazione 

(16)       «  -TT  =  y^  firicosF  —  §settF)'eolX.d»  ., 

la  quale  manifestamente  contiene  i  seguenti  teoremi  di  Dupin 
In  un  punto  qualunque  della  soperficie  (X,  Y*  Z)  le  li- 
'  nee  di  curvainra  massima  e  minima  sono  ordinalameule  tan- 
genti agli  assi  de' momenti  d'inerzia  massimo  e  minimo  del 
coatomo  il  quale  abbia  tutti  i  punti  gravali  di  pesi  pro- 
porzionali alla  tangente  dell'angi^o  formato  dal  proprio  piano 
con  la  normale  alla  superficie  esteriore  del  corpo  ed  i  raggi 
di  curvatura  massima  e  minimajono  ordinatamente  eguali 
a'momenti  d'inerzia  minimo  e  massimo  dello  stesso  contorno 
gravato  come  sopra  e  divisi  per  l'area  della  base. 

Pavia,  agosto  1857. 
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CBRISTOPBE  RVDOLI 

A&TICLE 

:    pixblU  dani  le  BvUtUn  da  Bibliogìraphie,  d'Hutoire 

et  de  Biographie  Malhémafiquetf 
dei  f/ouvellei  Atmatei  de  JHathématIquet  de  M.  Terqvem 
(Tome  premier,  Hai  et  Jain  1855,  pag.  71-83) 


Le  plus  ancien  ooTrage  d'algebre  cn  Allemagne  e!t(  celai 
de  Grìstophe'  Rodolf  de  Jfaaner  ('),  et  a  paru  en  1524.  Je 
D*ai  vu  nulle  pari  la  description  de  celte  premifire  èdition. 
Ed  1552,  l'ourrago  était  dAjà  si  rare,  qae  le  prix  avaìt  qua- 
dnrplè.  C  est  ce  qui  engagea  Hichel  Sliffel  A  en  donner 
une  nonvelle  èdition  (*)  sous  ce  titre:  Die  eosz  Christorfa 
Rudolf»  mit  tehónen  Exemplen  der  cogs,  durcK  Michael  Stif- 
fel,  ftiessert  und  tekr  geme/tri,  1571;  )n-4  de  491  pages  : 
La  cosz  de  Christophe  Rudolf  avcc  de  beaux  esemples  de 
la  COSE ,  aroétiorée  et  très-aagtnentée  par  Michael  Sliffel. 

he  titre  porte  1571;  mais  à  la  àn  de  l'ouvrage  òn  MI: 
Gedruckt  zu  Kónigsparg  in  Preuisen ,  durch  Atexandrum 
Bekm  voti  Lìtthominel,  voUendet  am  dritten  Tag  dei  kerlstmo' 
nata  alt  man  xalt  nach  der  gèburt  Unters  Lieqen  HerrenJesu 
Ckriiti  1554:  Imprimé  à  Konigsberg,  en  Prusse,  par  Ale- 
xandre Behm,  de  Lùthoraissel,  fini  le  troisiéme  jour  du  moia 
d'aulomme  ,  lorsqu'on  compie  1554  après  la  oaissance  de 
Notre  Cher'SeigneurJésns-Chrisl. 

(<J  Prèf  de  Utgaìtt,  eo  Sil^ue,  provìnce  qui)  au  xvi'  siede  appar- 
tenait  ii  l'Einpereur,  comme  roì  <le  BohÈme. 
(1)  Harhard  indique  nne  edìtlon  de  1626  et  de  NuremberQ  IB6I- 
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Ainsi,  l'ooTrage  a  élé  publìé  dix-6ept  ans  aprés  rimpres- 
■ion.  Toici  commenl  Stifiel  raconte  ce  qni  lai  a  faitenlre- 
prendre  cel  oaviags:  «  Aprés  l'appuilion  de  la  cosi  dn 
»  Rudolf,  plusieurs  maltreii  de  calcul  {reckenmtitter)  alle- 
»  manda  s'occapèrent  d«  l'aigeira  numeroia,  et  contraila 
1)  ment  à  la  charité  chrélieone,  eo  ìnjuriaDl  et  maodissant 
»  l'auteur,  parca  qu'il  avait  donne  ses  règies«ans  yjoindre 
>  ancone  démonstration.  Cepeudanl,  come  dit  Salomon,  la 
»  fou  dit  tout  ce  qu'il  fait,  et  le  lage  te  relient  (Prov.),  et 
»  d'ailleurs  voulaal  faire  un  bon  lÌTre,  il  lui  ètait  loisible 
»  i'y  mettre  ce  qu'il  vouUU  (')•  »    ' 

A  la  fin  de  l'impressioa  de  cette  noavelle  èdition,  Stif- 
fel  regot  de  Jean  Nepdoff^r,  n|ai{r«  dQ  cakul  A  Nurembei^, 
aa  autographe  de  fii^dolf,  coat^^ast  le»  défionatratiofu  de 
ses  théorémes  par  des  ^gijires  àfi  gèoiaétriB.  StiOel  «joata 
ces  figure»  à  cette  noitvelle  éditioo)  en  avertiasaat  qu'et- 
les  appartenaìent  &  Rudolf}  et  cela  poar  ^carter  lea  BO«p- 
(ons  qu'oa  atait  répandus,  que  Rudolf  «e  comprenait  rte« 
à  ses  Fòglet,  et  qu'il  Les  avait  tirées  d'on  maunacFÌl  de  hi 
Bìblìotèqae  de  Vienne.  Dn  reste,  ces  figufes  fnvtUreiU^  mais 
ne  démontreot  p^ss. 

Rudolf  débule  ainsi:  «  Ce  lì,v.xa  est  partagè  eo  deaxpar- 
»  ties:  la  première  renfei^ehaitaigorilbnus  et  aMtre»prè- 
»  lÌQÙnaJres ,  nécessaire»  pOf  r  expJìquer  la  cose  ;  r«alr« 
»  partie  donne  les  régles  de  la  cos^,  chacone  expliqAAea 
»  part,  au  moj'ea  de  no^breux  et  d?  bbanx  exemples.  » 


[I)  Badoir  Ht  poor  rAllemagaf!.  ca  qu'est  pour  ritolte  Fibonacci, 
dont  Daut  parlcroni  i  l'occation  diu^  mfiniucrit  precieoi  <\V  Tieat 
d'étre  (lecouVert  et  public  par  le  Mv^nt  prince  de  Boncompi^ni. 
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MSMIÉRE    PARTIE. 

«  La  premiire  partìe  de  ce  livn  est  tnbdnieée  «  doaze 
»  ehapilrea:  te  Ckapitrt  Z"*  traile  et  l'atgOrithnmordiDaire 
»  des  nonbres  eiiti«r»}  apptend  k  tnroAnt,  ajonter,  aau- 
»  straire,  moltiplier,  diaÌMr,  progruaer.   » 

Toìci  coaune  il  ènonce  le  oombre  24375684569: 

Tingt-qiiatre  foia  nìMe  miEle  inilt»  troia  cenla  loia  mjlle 
mille  soiuBte-qahHe  foia  mille  mìNe  aia  cent  nrilU  trai- 
teqnatre  mille  cinq  cent  Mrxante-aept.  Lea  mota  mittio»,  Bit- 
liùn  ont  étè  intrcrdnits  plaa  tard  par  iea  Italieas,  et  ea  lea 
tronfe  déjjt  chez  Albert  Girard  (mori  vera  Ì0S3). 

11  donne  dans  ce  cbapìtre  Iea  rèfle*  pourla  pntgreaÉHm 
•ritftmétiqae  ^  geométrk[ae.  StiCel  «jenta  le»  oombres  pm^ 
finta,  trigOBani,  et  Ics  progmnona  qai  dvoneat  Ica  cAtéa 
ratlonnels  de  trianglea  rectaoglea. 

Chapiire  II,  «  De  l'algorithme  ordiaaire  des  fraclioos  , 
a  eosei^e  briàveffleat  à  6eTire«  à  taoacer,  somner,  aoiia- 
»  traire,  moltiplier,  diriser  les  fracliona.  s 

Ckapitre  III.  «  Enseigne  la  règie  detri  en  nombres  en- 
»  tiera  et  rompas:  Donne  la  demière  place  i  1*  objet  en 
»  qnestion,  pose  ft  le  première  place  ce  qoi  a  mAoie  aoni 
a  qoe  l'objet  en  qnestion,  et  metTaatre  objet  aa  milieu; 
»  ensnite  maltiplie  le  mojen  nombrearec  lederaier  et  dl- 
»  fise  par  le  premier,  et  la  «s  dans  le  quolieat  ce  qae 
a  coAte  le  troisièma  nombre.  » 

Il  termine  par  celle  règie  detri  inverse  :  «  Maltiplie  le 
»  mojeo  nombre  par  le  premier  et  divìse  par  le  iroisiéne, 
a  et  ta  as  répony  k  la  qneation.  » 

Chapitre  IV.  m  Entaigne  è  extraire  dea  racines;  cela  veut 
a  dire  extraire  d^  racines  ea  carrés  et  cubes.  » 

Hftmes  procédés  qa'anjoard'bui:  il  donne  len  racines  dea 
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nombres  irrationneU  à  one  Doité  près  et  pas  d'approxima- 
lioDS  ullérieures. 

Chapitre  V.  «  De  l'  algorittne  de  la  cosz  ,  en  latin  :  De 
»  additia  et  diminutù  inlegrorumi  cela  rcat  dire  desnom- 
»  bres  ajOQlés  et  retrancfaés.  L'  additìoa  est  marqaée  par 
»  le  signe  -•-  :  cela  signifio  plui.  La  souslraclion  par  le 
n  sigoe  —  :  cela  sigaifie  minui.  » 

C'est  la  premiere  apparition  do  ces  signes. 

Namérer.  «  Les  anciens ,  noe  prèdéceaseors;  après  une 
H  applicMioa  sérieuse  ont  inveolé  la  cotx  :  cela  veùl  dire 
»'  le  calcai  d'uae  choae  et  le  compie  des  nombres  d'après 
»  l'ordre  .naturel  ...,  et  ont  aussi  designò,- pour  abréger, 
»  par  des  rìgnes  [tités  du  commencement  du  mot  ou  du 
»  nora  de  cetle  manière.  » 

loi  Bndoif  donne  dix  signes  en  caraclèresgolbiques  qne, 
pour  éfiter  les  embarraa  tjpograpbiqUcs,  nons  rempla^os 
par  les  lettre»  ordinaires: 


dragma. 


I  è  a"  =  1. , 


e       census 

.C        CU/tHS 

ce     censuM  dtceus 
$e    tursolidum 
cC   eentieubus 
BcC  Bsursoìidum 
ccc  censceus  deceua 
CC  ctdus  de  cubo 


—  a: 


Il  enseigne  easuile  la  règio  des  signes    pour  les  qaain 
opèralions  comme  aujourd'bui. 
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Exemples  A  mnlliplier  6r  -*-  8d  par  5r  —  Id.  lì  (roDvc 
ponr  prodoit 

30c  —  2r  —  56d; 
car  rr  eal  e  el  dd  resle  ti 

5C  _  5d 
7cc       7r 

Chapitre   VI.  Galcus  des  fraclfon  cossiqaes 
Ckapitre  VII.  Algorithme  dt  surdia  qvadratQTum. 
Rudolf  distingue  trois  sorles  d'irrationnelles  qnadratiqufls 

el  se  sflrt  du  vgne  aclael  \/'  ■ 
Bxemple  : 

l."  Rationnelles  :  l^(«^)  -*'.  !/"(*')  =  a  -4-  4. 

2.*  Communicant  :  l/"(a'c)  -*-  l/^{6"c)  =  (a  -^-  é)l/^e. 

3-°  Non-commuoicaal:  \/'a-t~\/'b  . 
L'addition  et  la  soaslraction  sodI  fondées  surces  foritfules; 
l/'«-t-l/'4=V/'{a-i-4-<-l^4o*}j  l/^a— l/"A=l/^(a-»-i— 4i/oA} 

Chapitre   Vili,  Algorithnie  Dommè  en  latin  de  turdtt  cu~ 
bieorum. 
Oo  designo  la  racinc  cnbiqne  par  ce  signe  (/'l/'l/'. 
Od  j  trouTe  la  formule 

S  3  3  3  3 

l/'l»  -f-  (/"«  =  lA(m  -*-  n  -1-  3i/  m'n  -*-  Sy^mn")  . 

Chapitre  IX.  Algorilbnic  nommé  cn  latin  de  surdis  qua- 
dratorum  de  quadratis. 

La  racine  quatriéme  est  représenlée  par  ^|/'.  Exemples 
des  qaatre  opérations.  -   ' 

Chapitre  X.  Algoritbme  nommé  en  lalio  de  binomiis  et 
rttiduii. . 

[/'a -t-\/'b  est  un  binarne  et  |/^a — lAi  est  un  résidu; 
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il  «Bseigna  tea  qoatre  opéralions  mr  le  binomes  et  Ics  rè- 
siti ds. 

Exemple  : 

16  -.-  1^64       (16  -^  i/^64)(10  -*-  \ri) 
10  -  (/  4  ~  (10  -  i/'4  )(10  -t-  1/4) 

176-M^^(12544)_    5^1/"/     13^ 

^  96  6      r      V    36^  ' 

Ckapitre  XI.  KitractioB  dea  racines  carrées  dea  trambres 
biadtnes  et  des  Dombres  rèsidns.  Énoncé  de  la  méme  règie 
qu'oD  troa?e  daas  V  Aritmétique  uhiverutU-do  Newton  et 
sans  démoDstratioD;  ainsi 

VA(7  -+-  V^ÀB)  =  2  -*-  (/3  . 
Chapitre  XIL  Les  cioq  espèces  de  Dombre»  proportìoaDis. 

1."  UvltipUx  —  ;  liasi 

—  proportto  dupla 


3» 

—     —     tripla , 


a» 


luòdupla  , 


Bubtripla . 


3n 
2."  Superpartieularit : 

3,4  5 

-  gequìaltera  ~  seqttttertta  -s  teqmqMarta  . 
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3.*    Superparlietu  ■ 

5  7 

X  9Uf»rpmrtt*»i  terHat ,   j  tuptrpattmt  juarM*  . 

4.*  MuUiplex  auperpartieularis : 

5       2.2-^1        ^     , 

n  ^ ^7 —  ^:  dupla  auperpartten$  terttat., 

17  4.4-^1  j     , 

—  ^  — — - —  =■  quadrupla  sequtguarta  , 

31       6.5  -*- 1 

_  qe  -, — _ aa  qmntupla  tetquitMt»' 

5,*  MuUipkx  lupnfartiétu  - 

8       3.2-^2^     ,  ^.        . 

-  -—  — _ —    aupla  luperotparUeng  tertia  , 

18  3.5  -^  3 

—  =  — =s  trtpla  tupertriparttena  quinta  . 

Ces  déoomìnations,  soit  dit  enjpassant,  proavent  d'nue  ma- 
Dière  irréfragable  qne  les  Grecs,  qui  s'en  soot  servis,  n'a- 
vaient  ancune  idie  d'une  numéralioD    chìffrée. 

Lorsque  deux  qnaatilés  aon  égales,  il  ;  a  proportio  ae- 
qualitatit }  ponr  deux  quantités  iuégales,  il  j  a  proporti» 

iaMquiditatit  et  majori»,  par  «xemple,  pww  -  et    minoris 

2 
pour-. 

On  volt  <{ae  proportio  est  pris  poar  rapport  cbei  les  écri- 
TBÌns  dq  moyen  fige.  Bndolf  renvoie  poar  plas  de  déiaìl» 
k  BoSce. 
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SECONDE    PàHTIE 


La  seconde  Partie  est  divise*  en  irois  differeneea  {'). 
Première  diffirtnct. 

La  première  différence  cootient  les  huit  règles  de  [a  cou. 
Rudolf  dit  qne  «  les  ancieos  l'ont  nommée  l'art  dt$  cko- 
»  »es ,  paree  fu'd  »on  aidt  on  peut  réaoudré  U$  secret»  dei 
»  queition»  sur  tes  choses,  savoir  sur  les  nombrti  et  tea  me- 
si Dsos  chaqne  qaestioo ,  on  se  scrvait  de  la  («nuate  : 
»  Ponatur  una  res.  Les  régles  de  solotionont  été  nommèes 
»  ea  ilatieD  regale  de  la  cosse  une  rossa  signifie  une  chose.» 
L'ordre  natarel  dcs  quaiUilés  est  d,  r,  e,  C,  ce,  eie 
(voir  ci-dessus).  r  esl  dit  plus  grand  quo  d,  e  plus  grand 
q.ue  r,  et  ainsi  de  suite. 

1'''  équation.  Deax  quantilés  qui  se  suireot  dans  1'  or^ 
dre  naturel  deviennent  égales. 
Exemples  : 

3r  ègal     6d  fac.  .r.2. 
4c  égal    8r  — 

4C  ég»l  lOc  — 

cola  revìent  b 

3x  =:  6  ,    4»'  =  8j:  ,     5x*  =  IOj"  , 


(■)  Ddnom  inalia  a  utnprunlJe  aui  Araln-s.  LWpression  Pottblur  una 
rts  ctl  l'origine  ilei  nombre*  potllils. 
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.  Budolf  De  connait  par  la  signe  ^,  il  se  B«rt'  dn  pofnt. 
Ajosi  r.  2  cela  vent  dire  j:=2;  il  cboìsit  tous  ses  exem-. 
ples  de  maoìère  que  l'oa  ait  x  =  2.  Il  démootre  la  règie 
par  one  figure  de  géomàlrìe:  c'«st  un  reclangle  ptrlagd  ea 
'  cioq  recUagles  èganx. 

Noas  écrirons  les  éqnatioDS  saivantes  d'après  la  manière 
acluelle. 

2*.  équation.  Deox  quanlilés  sont  égiiles  enire  lesqnelles 
noe  quantité  naturetle  est  supprìmèe.  Noas  écrirons  ; 
Exemple  : 

2x'=    Sx',  ) 

Va:  =  2. 
,    3x'  =  12»  ,  J 

3'  équation.  Exemple  : 

2«>  =  16t'  , 
3«i  =  24a:  , 
4*  iquation.  Exempit  : 

2xi  =  Z-2s', 
3«5  =  48j;   , 
5'  équation  Exemple  : 

3j;'  -+-  4*  =  20^;", 
5x*-4-63:'=32a!,J 
Radotr   donne  la  règie  ordinaìre  poar  la  rèsolntion   de 
l'èquation  du  second    degré. 

Lafigare  se  rapporte  à  l'èquaiion 

«•^8«  =  240;        ■  '     •■■'■■ 

on  a 

240  ==  144 -.- 96  ,     96  =2.48  =  4.12  H- 4.12  ; 
il  conslruil  les  deux  rectangles  4.12  et  le  carré  12.12. 
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Cm  troU  neUngles  ayaiii  poat-  bmiUar  eonatiiie  18  sftat 
rèanta  dtos  nn  seni  roctan^e  a^aiit  ponr  luatear  tì  et 
ponr  haaleur  30,  et  dont  l'aire  est  240;  «ìiwi  l'éqaatioa 
•e  tfonre  Térlfiéa.  Il  en  est  unii  poor  lenM  les  atittM 
figurea;  elle*  De  démontreni  pa«  les  aOlntioiM,  aais  tea  Té- 
rifient 

6*  équtUion.  Exemfie  : 

31»-.-  9x  «  141»  ,f 
3«'m-30x' =  Iftx    ,1 

La  figure  vèrifié  l'éqnation 

x'-t-96  =  20x,    x  =  n. 

Stiffel  dit  qiie  Bodolf  a  d'abord  donne  ao  énonoé  faox, 
mais  qa'  il  a  rectifié  daoB  un  opascale  qa'il  a  pablii  pos- 
tènriement.  Quel  est  cet  oposcole? 

7*  tqu^iùn.  ExtmpU  : 

4»  -*-i2x*:=5x' 

Sa' 

La  figure  vérifie  l'èqnition 

«'  =  *«  — 240i    «  =  20. 

Radolf  donne  k  la  vateur  20  le  nom  radine  vrai'e:  c'est  qti'U 
regarde  la  seconde  racine  x  =  —  12  comme  faune. 


-I- 12a;»=  Sa:'  } 

S«  =  2. 
'-.-13«  =  6x'  ) 
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8*  équtttioH.  Bnmptt  : 

2ir4-*-    bx\^    52, 

3«s-f-    6x*=x    7as, 

««-.-    31»  =  88, 

2x7-^    ixisss  i&OXy 

3a^  -I-  lOx*  =  928jc. 

Catte  classificalioD  des  équations  qaadritiqae  est  éridem- 
.  ment  d'origine  aribe  {voìm  AlkbAgami  de  Woepcke,  Nou- 
veUtt  ÀmialeSf  tome  IX,  pag.  389t  et  tome  XIII,  pag.  148. 
L'Arabe  introdnit  sonvent  l'uoitè  cornine  faelear  poar  ré- 
tablir  rhonaogtoéilè  géomètriqoe,  et  par  ìmilation  Rudolf 
a  un  Bignè  partieutier  pour  représeoter  l'anité' 

DmmitM  différmet.  (Cautiles.) 

Od  avait  doDoé  jaBqa'ii  Rudolf  TÌDgt<qoatre  espftces  d'é- 
qnatioDs  da  second  dagré.  AlkbJLgàmi  eo  doona  méme  TÌgnt- 
eiikq  [NouveUti  Anntitif  tome  IX,  page  389).  Rudolf  euseigne 
ìci  les  moycns  (cautèle*)  de  réduire  ces  vingl-quatre  espè- 
cea  aux  hult  qn'il  a  iadiqoées.  Il  donoe  qaatre  règles  pour 
opèrer  eelte  ridnctioa:  les  denx  premières  règles  apprea- 
Bent  k  tranfiporter  aa  terne  d'na  membre  dans  un  aulre 
par  le  cbaogement  da  »\^aa;  la  troisième  règie  apprend  k 
faìre  disparattre  les  ndlcaux  par  l'élévation  à  des  puisaan- 
ces;  la  qnatrième  emeigae  à  taire  disparattre  tea  denomiiui- 
tears. 

Troitiime  iifférenee,  (Énigmesl) 

Cette  troisième  et  derniére  Partie  ne  porte  aucun  titre 
et  coDtieot  quatre  cent  trenle-trois  problèmes   {oenigmata) 
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poar  l'applicalioD  des  hail  règles  cossìqaes.  I)  jr  a  desqae- 
slioDS  DamériqQes  poar  la  spéculalìoo  el  d'aatres  poar  la 
pratique. 

Et  à  la  Sd  il  y  a  haìt  problémes  qai  ne  peorent  se  re- 
soodre  par  ces  hoit  régles  cossiqnes,  parce  qn'eltes  méiieat 
à  des  èqaatìons  da  troisìéme  degré.  Sliffel  pensa  quo  par 
là  Radoir  Toulait  dire:  «  Yois,  mon  cher  lecleor,  j'ai  traile 
dans  ce  mien  lìvre  seulemenl  de  la  cosz  qaadratiqac;  eh 
bieo,  il  j  a  eacore  la  cosz  cnbìqae  dont  je  ne  l'ai  rien 
dit;  putsses-ta  appreadre,  i  cause  de  cela,  la  cosz  cubique 
dans  celle  Ioaable  intenlion,  je  te  montre  ce  cabe.  »  Eo 
cffet,  l'ouvrage  de  Rudolf  est  termine  par  la  repréecolalìoo 
d'un  cobe,  divise  de  manière  h  Ggorer  les  qaatre  tcrmes 
da  déTcIoppement  de  (3  -*-  1/^2)'. 

Nous  avons  tire  ce  qui  précède  des  scolies  qne  M.  A; 
Drechsler,  professour,  a  pubtiiei  en  1851  sous  ce  titre:  Soko- 
lim  xu  Christoph  Rudolfs  Cosz.  Dresde;  in-8  de  47  p. 

Kftstner  donne  des  rcuseìgnementafort  curieax  sur  I'od- 
Trage  de  Sliffel  IHistoire  de$  Mathématigue»,  tome  I,  page 
174  {')]■  Sliffel  dèdie  son  ouvrage  ft  Chrisloqbe  Oltendorf- 
fer,  hoDorable  bonrgeois  de  Koenigsberg  (Prasse),  et  dans 
un  appendice  il  Ini  raconte  cette  hisloire  de  sa  yie.  Moine 
Angastìn  à  Esslingen,  il  avait  appris  dans  les  livrea  de  Luther 
qae  la  vie  monastiqoe  ètail  une  abomiDatìoadevant  Dica, 
inaia  ne  savait  pas  comment  il  pourrait  sabvenir  ft  sesbe- 
soins  hors  de  son  couvent.  Cela  pesail  lourdement  sor  sa 
conscience ,  aarlont  à  cause  des  messes  joumalières.  En 
1520,  ayant  tu  dans  l'Apocaljpse:  Timidis  autem  et  inere^ 
dulit  ...  para  illorum  trit  in  stagno  ardenti,  igne  et  $ulpkurt 


(I)  U  première  éd'U'ioa  est  Je  15S4  et  la  leconde  de  1871;  il  y  a 
une  éditioQ  de  1615,  imprimée  à  Aiuterdam  chea  W.  Janton.  Od  dit 
qa'il  eiistè  uoe  édition  en  bollandaìs  Je  la  mème  annoti  IStS,  impri- 
ma aussi  k  Amsterdam. 
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(XS.I,  8)^  il  De  poarail  plos  ni  dormir  daas  son  lit  dì  t«ìI- 
ler  A  matinea,  et  lorsqn'il  vojaìt  les  anlres  moines'  blre  gai» 
il  deplorali  de  ne  poavoir  ètre  d«  «èine  hamear.  EdGd  , 
lonqne,  étant  de  ooureaa  daos  la  bibliotbèqae  da  coaveiit, 
il  lai  le  cbapitre  XIH  de  l'Apocaljpse,  l'idée  lai  viat  qne 
la  bèta  apocaljplìi^ae  designai!  le  pape  Léoa  X.  Médilant 
sur  le  Bombre  apocaljptiqne  666 ,  il  peosait:  Moa  Dieo , 
qaelle  consolalioa,  ai  l'on  avail  quetqoe  calcai  ccrlain.  11 
troavait  bien,  daos  LEO  DEGIMVS,  M.D.C.L.V.I,  mais  la 
letlre  M  élait  de  irop,  et  ij  manqaait  la  lellre  X.  poar  faire 
666.  Or  lo  nom  peut  a'écrìre  LEO  X,  et  la  lettre  M  peat 
sigoifier  mystérieux; aytiUt  fait  cette  décooverte,  il  reotre  dana 
sa  cellule,  si^init  k  genoox,  remercia  Dieu  de  celle  conso- 
la lion  ,  el  reprit  coorage.  Ayant  qaitlé  le  courent  et  de- 
veno  prédicalear  de  la  coar  à  Mansfeld,  il  monlra  ses  cal- 
cals  k  Martin  Luther ,  qoi  lui  conseilla  d'abandooner  ces 
spéculalions,  qai  n'  araieol  rlen  de  certaia.  Toatefoit,  ea 
1532,  menant  Qne  vie  oisire,  il  poussa  l'indiscrétion  ja- 
sq*  k  pabtier  un  opuscolo,  oà,  interprélanl  les  paroles  de 
Daniel,  il  fixail  l'heore  el  le  jonr  de  la  fio  da  monde  en 
octobre  1533.  Qnand  on  Ini  objectait  les  paroles  du  Gbrist. 
De  die  autem  ilio  vel  hor4  nemo  teit  (Marc,  XIII,  32),  il 
répondail  que  Jesus,  comme  homme  ,  le  savait  pourtanl; 
mais  il  avoue  s'élre  Irompé,  confesse  son  erreor  devant  Dieu 
et  les  bommes,  se  repenl  de  n'avoir  pas  écoulé  lesconseils 
de  son  cher  Luther,  el  devinl  si  ennémi  des  calculs  (bien 
entendn  prophétiques),  qne,  pendant  quatorze  années,  il  n'ai- 
mail  pas  d'eo  entendre  parler  (1);  il  eut  poartanl  une  re- 
chute  (ÌVbuee/^>  Annalet,  t.  XIII,  f.  267). 


(1)  Pleins  (le  cootìanoe  dan*  cetie  propbétie,  le*  paytaoa  de  sa  cure 
te  mirent  i  faire bombance et  ìdÌMiper  toui  leurs  bìcn;  trompés  dan* 
leur  alleate,  ih  voulurent  luer  Sliffe),  qui  ne  dat  aon  salut  qu'à  l'io- 
lervcnlion  de  Luther. 

.armali   di  Seienxt  Mal.  t  Fi*.  Settembre  1837.  S3 
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Nons  sEgMloos  ces  aberrstions  mratalvsi  paree  qn'etles 
BODt  instracUves.  La  psjcbotogle  la  aera  Atsblie  sor  des 
foDdemenls  stables  qae  iorsqa'oD  «ara  bwa  éUidiè  Ita  ina- 
nalies  de  l'esprit  humain,  et  ìbs  ìsflueBceB  ìaile»tructibl«8 
des  idèes  telles  qu'elles  toqt  ioocalées  dana  U  molle  cev- 
velle  des  enfaots.  Les  ^èmtife»  térateloglqiiSB  des  formes 
et  des  foDcliODg  ripasdeat  au  grmd  joar  sur  la  sÉrselvn 
et  la  rie  pormales  des  ètres  orgaoìeés. 

JVof*.  Abx  mannscrits  de  la  BJbliolhéqne  imperiale  (365, 
ta.'A),  il  esiste  une  tradu«lioD  latiae  de  l'euTraga  de  Christo- 
phe Rodolf  soos  ce  titre  ;  Amanetiea  Chrùtopkori  Mudalfi 
ab  Jouer  t  germanica  lingua  in  ìali*am  a  CkristOfKoro  Au- 
vero,  Petri  Daneiii  mentkUo,  Bomae,  anno  Ckfitti  1540  cofr> 
versa. 
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RlliOST RAZIONE   DELL'uLTIHO   TE'oREHA   DI   FEBUAT. 

NOTA 
BEI.  raop.  I.V1CI  CAUEOLAmi. 

t.  Neirflqatzionp 

(A)  «■  s=s  j^  -t-  y 

consìilemmo  dapprima  i  ire  numeri  x  ,  y  ,  x  dotali  sol- 
UdIo  delle  due  qualità,  di  essere  positÌTi  e  reati.  Si  arra 
eTÌdentemcate 

J'>x  ,  «>y  , 
fopposlo  n  >  I  , 

Koo  si  rìcfiiede  di  più  per  intendere  cbe  traduceodd  quei 
tre  numeri  in  linee  rette  ,  con  esse  sarà  sempre  possibile 
costruire  do  triaugoto  :  cosicché  chiamando  X. ,  T ,  Z  gli 
angoli  rìspeltivamente  opposti  ai  lati  x,  y  ,  *  avremo  la 
nota  relazione 

(B)  j"  ^  a* —  aaiy  -*-  y'  t 

dove  si  è  posto  per  comodo  a  =  2  cosZ- 

Le  due  equazioni  (A)  e  (B)  devono  dunque  reggere  iu' 
sieme;  ossia  qualunque  terna  dì  valori  soddisfacenti  all'eqna- 
lione  (A)  deve  verificare  anche  1'  eqaasione  (B)  ;  e  vice- 
versa i  valori  che  rendono  soddisfatta  l'equazione  (A)  vanno 
cercati  fra  quelli  che  verificano  l'equazione  (B). 

2.  È  facilissimo  mettere  d'accordo  le  due  eqnazioni  quan- 
do n^l,  ed  n  =  2.  Nel  primo  caso  infatti  basta  rendere 
x'  —  axy  -t-  y'  quadrato  perfetto  di  x  -•-  y  ,  e  ciò  si  ot- 
lÌMe  facendo  a  =>:  —  2,  ossia  Z  =s:  180°  :  aliora  il  triangolo 
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si  rìdace  al  limite>  conFoQdeadosi  i  lati  x,  y  posti  per  di- 
ritlo  col  terzo  x.  Net  secondo  coaTÌeoe  annullare  a,  pren- 
deudo  Z=90''. 

3.  Per  qaalaifoglia  altro  esponente  n  maggiore  di  2  , 
dico  che  l'angolo  Z  è  sempre  compreso  fra  60'  e  90".  Sup- 
poniamo Z=:90*;  dall'equaiione  (B)  si  ricara 

m'  =  x*-i-  y'' 
e  moltiplicando  per  x"-*'TÌeae 

f  =s  j"-*  X'  -*-  X"-*  y'  : 
d'altronde  é 

^-a  x'^t-  »■•-*  y»  >  x'-t-  y"  , 

dunque  risulterebbe 

«■>«''-»-  y*  . 

Se  fosse  poi  Z  ;>  90*  a  più  forte  ragione  reggerebbe  la 
precedente  inegaaglianza.  É  forza  quindi  concludere 
Z<90*  . 
Bitengasi  adesso  Z  »«  60*  }  se  gli  altri  due  angoli  X,  Y 
sono  uguali,  ciascuno  riesce  di  GO",  e  verrebbe  x=y=z, 
ciò  che  non  sussiste;  se  sono  disuguali,  ano  dei  due  sarà 
maggiore  di  60",  quindi  anche  x  od  y  maggiore  di  x;  ri- 
sultato egualmente  inammissibile,  a  cui  pure  si  giungerebbe 
supposto  Z  ■<60*.  Dunque  dev'essere  Z  ;>  60°. 


4.  Circoscriviamo  al  triangolo  la  circonferenza  XYZ:  per 
Y  si  conduca    il  diametro   ÀY  ,    e  dagli  altri  due  angoli 
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X,  Z  ì  ngfp  OX,  OZ,  infine  pel  ceolro  si  tiri  la  PQ  per* 
pendicolare  al  lalo  x.  Da  quanto  abbiamo  detto  nel  Dnmnro 
precedente  si  dedace  che  a  è  un  angolo  compreso  tra  «^l* 
ed  dc^60*:  I  limiti  poi  dell'angolo  fi  saranno  /3^flc«  a 
cui  corrisponderebbe  a;  ^  x,  e  j3  =ss  90* —  i  et  =  AOP,  dove 
si  avrebbe  x  =  y.  Un  valor  maggiore  di  fi  non  farebbe  che 
permutare  tra  loro  le  grandezze  dei  lati  x,  y.  Preso  per- 
tanto ad  arbitrio  il  lato  z  e  l'angolo  et,  il  vertice  Z  potrà 
occupare  sulla  circonferenza  diverse  posizioni  entro  i  suc- 
citati limiti  dì  fi  :  vale  a  dire  esistono  diversi  valori  dei 
lati  X ,  y  che  compongono  diversi  triangoli  colf  angolo  Z 
costante  ed  eguale  a  90' —  i  a.  Per  tutti  questi  triangoli 
si  verìfica  l'equazione  (B),  e  fra  di  essi  vanno  determinati 
quelli  che  soddisfanno  anche  l'equazione  (A). 

5.  Ciò  posto,  introduciamo  adesso  la  condizione  dei  nu- 
meri X,'  y,  K  inlerìi  ed  indaghiamo  se  per  un  valore  di  x 
esistano  i  corrispondenti  di  x,  y  capaci  di  verificare  l'equa- 
zione (A).  Dall'ammessa  condizione  si  dedace  intanto  1."  Che- 
per  un  dato  angolo  a  il  coeCBciente  costante  a  nell'equa- 
zione (B)  6  razionale:  2."  Che  essendo  una  o  più  vòlte  z* 
divisibile  per  x' ,  anche  il  binomio  x'-^-y  omogeneo  di 
grado  n  coi  coe£Gcienti .  uguali  all'unità ,  dovrà  essere  di- 
visibile altrettante  volte  pel  trimonio  x* —  axy  -t-  y*  omo- 
geneo di  secondo  grado,  in  cui  il  coefficiente  del  termine 
medio  è  razionale,  e  qaelli  degli  estremi  uguali  ad  uno. 

Facciamo  per  brevità 

jp"_4-  y"  ^  P^  ,     x' —  axy  -t-  y'  =  P,  , 
e  suppongasi  primamente  n  impari..  Divìdendo 

X»  =  Pfl  per  X'  =  P^  , 
avremo 

X-'  =  P„.,  , 

e'  fn-ì  indicherà  evidentemente  un  polinomio  omogeneo  in 
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X,  y  il  grado  a  —  2,  net  quale  i  cocfflcieoti  dei  (ennint 
estremi  uguaglieranno  l'anìtà  ,  e  gii  altri  ub  numero  ra- 
zionale. CoDtinatnd*  la  4i«ÌBÌooe  per  x*  i=  P,  ,  naaceranao 
ì  qaoti  saccessiri 

,iM=p^4,  j-«  =  P«.6,  •  .  •  .*'  =  P3  . 
e  pQ.4  ,  Vn-6  I  .  .  .  .  P3  rappresenteranno  polinomii  omo- 
genei del  grado  indicato  dagl'  indici  n  —  4  ,  m  —  6  ,  ■>■  3 
tutti  dotali  della  proprietà  di  avere  i  coefficienti  estremi 
Dguali  ad  nno ,  e  gì'  intermedi!  razionali.  L'  ultima  diri- 
sioBe  per  s'  ^  P^  somministra 

*  =  P,  , 
e  dovendo  essere  Pi  nn  polinomio  omogeneo  di  primo  grado, 
anch'esso  cogli  estremi  coefficienti  ugnali  all'unite,  avremo 
ad  evidenza 

a=.P,  =  a;-t-  y  . 

Questo  valore  finale  è  indipendente  da  a  e  quindi  da  kì 

ai  conserverà  perciò  sempre  lo  stesso  qualunque  sia  a,  nei 

limiti  SQperiormente  fissati.  Fattane  perUnto  la  sostitumne 

nell'equazione  (A)  dovrà  reggere  identicamente 

ciò  che  h4  luogo  soltanto  per  n  ^  1. 
Dunque,  Vequazione 

i  imposBthile  in  nunuri  interi pernimpart  e  maggiore  delVunilà. 
6.  Sia  n  pari  e  pongasi  n:=2ffl.  Un  discorso  analogo  al 
precedente  mostrerà  che  l'equazione  (A)  è  divisiMI«  tn  volte 
per  l'equazione  (B).  laonde  dovrà  aversi  identicamente 

(»*  —  axy  H-  y')"  ^  a:»*"  -+-  y»"  . 

Lo  sviluppo  del  primo  membro  conduce  ad  un  polinomio 
della  forma 
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e  l'idenriUi  esige  che  tà» 

A,  =  0,    A,=0  .  .  .  A,«..  =  0» 
ti  cslcolo'  effettivo  dà  A.  ^  —  am,  e  non  potendo  aneat- 
lars!  m,  dev'essere 

a  =  0. 
L'idealità  saperiore  diventa  cosi  ' 

che  8Ì  veriGcA  onicamente  per  m  ^  1. 
Danqae,  Vequaxiotu 

t  Ìmpo3$ibile  pet  «  por»  maggiore  di  2. 

7.  Una  sola  dimostraziODe  pad  abbracciare  ambedae  i  casi 
di  n  pari  e  di  n  ìmpari,  partendo  sempre  dalla  proprietà 
di  essere  Va  dirisiMle  per  P^. 

Il  binomio  dividendo  P^,  ha  i  coefficienti  uguali  all'unità 
il  trinomio  divisore  P^  ha  pare  l'unità  per  coefficienti  nei 
lerminì  estremi ,  e  solamente  razionale  quello  del  termine 
medio.  Ora  il  secondo  no»  può  dividere  esattamente  il  pri- 
mo ,  a  meno  che  anche  il  ooefficiente  razionale  a  non  sia 
intero  {*).  D'altronde,  essendo 

a  Bs  ScosZ 
il  suo  valore  non  eccederà  mai  il  nomerò  2:  avremo  quindi 

a=0,     a  =  :±:l,    a  =  ±2, 
a  coi  corrispondono  gli  angoli 

(*)  Qnetto  teorma  6  dlmoitnto  di  LegenJre  nella  teorìa  dei  nn- 
■terl  per  due  pvNaoMJi  xl  aliatola  Variabile;  ma  k  Mia  dimottrasioiw 
ai  adatta  facilmeate  aacbe  al  «ao  noairo. 
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90" ,    60*  ,  120- ,    0- ,    ISO* , 
nessuno  de'  qaali  pud  essere  aguale  a  Z  quando  n^2  (n.  3). 
Dunque  ecc. 

8.  Qui  si  presenta  spontanea  1'  osservazione  che  il  Iti- 
nomio 

x^  —  axy'+-  y' 
divisore  del  binomio 

x"  ^  y 

ha  la  forma  dei  fattori  quadratici  dì  Cotes,  e  perciò  deve 
aversi 

,=2co.Z  =  2co.  Stilla, 
n 

vale  a  dire  l'angolo  Z  oltr' essere  dotalo  di  coseno  razio- 
nalo è  anche  commensurabile  coll'angolo  retto.  Tra  gli  an- 
goli poi  foruiti  di  questa  doppia  qualità  non  vi  sono  che 
i  cinque  riportali  nel  nomerò  precedente  ;  onde  si  ricade 
nella  medesima  conseguenza. 

9.  Sia  di  nuovo  n:=2>n  e  ferma  l'ipotesi  di  a;,  y  interi, 
supponiamo  tale  anche  z'  ma  noa  je,  cioè  ritengasi  x'  in- 
tero non  quadrato.  Facendo  x*  ^  y,  le  equazioni  (A),  (B) 
divengono 

«*■»  a:™-*-  y^ 

j^  =  »"  —  axy  -*-y'  - 

Poiché  *'"  continua  ad  ammettere  m  volte  per  divisore 
x',  il  raziocinio  del  num.  6  regge  egualmente  e  si  conclndc 
l'itapossìbilità  dell'equazione 

«■"  ^  «"•  -*-  y'" 
nelle  medesime  condizioni. 

Dunque  la  gomma  dì  due  potente  di  grado  2m,  supposto 
m>-l  ti<}R  può  mai  estere  una  potenza  di  grado  «. 

10.  Un  simile  teorema  ha  luogo  per  la  differenza.  Si  scriva 
Infatti  l'equazione  (A)  sotto  la   forma 


ly  Google 


(  345  ) 
x'"  =  *""—  y"' , 
e  presa  nel  triangolo  di  lati  x,  y,  z  la  relazione 

x^^  X'  —  bsy  -t-  y*  , 
dove  b  =  2coaX.  sapponiamo  x^  intero  non  quadrato;  co- 
sicché posto  x'  =  x',  abbiansì  fra  {^'interi  x\y,s  le  equa- 
lioni 

«'  =  X"  —  Jxy  -t-  y*  ■ 

Partendo  dai  medesimi  principii  di  cai  abbiamo  fatto  aso 
nei  num.  5  e  6  (fatta  astrazione  dal  caso  di  m=l,  a  cai 
corrisponde  an  trigono  rettangolo,  ed  inrece  della  seconda 
equazione  andrebbe  presa  x'  =  z^  —  y^)  dimostreremo  fa- 
cilmente che  l'oqaaztone 

x'"  =  x'"  —  y"" 

non  è  possibile  in  numeri  interi. 

DnnqDfl  la  dìfferenxa  di  due  potenu  di  grado  2m  ,  sup- 
patto  m^l,  non  rietei  mai  una  potenza  di  grado  m. 

Questi  due  aitimi  teoremi  sono  la  generaliziazione  di  quelli 
di  Fermat,  in  TÌrtò  de'  quali  è  impossibile  di  rendere  eguale 
ad  au  quadrato  la  somma  o  la  differeoza  di  due  biquadrati. 
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INTORNO   ItLE    SUPERFICIE    LE    QUALI    HANlfO 
COSTANTE    IL    PRODOTTO   DE'  DUE    UGGÌ   Di   GURrATtlHA 


NOTA 
»£L  PHOV.  BELnEHO  C9BAZ2I. 


Il  8Ìg.  Lionville»  nella  nota  IV"  alla  Application  de  tA- 
naXyte  à  la  Giométrie  dì  UoDge,  considera  le  superficie,  per 
le  quali  il  prodotto  de'  due  raggi  di  curvatura  é  caslante 
e  le  riduce  a  tre  {gruppi  distinti.  L'uno  di  questi  contiene 
le  superficie  Sfiluppabìli;  l'altro  le  sferiche;  ed  il  terzo  le 
superficie  che  possono  adattarsi  a  quella  di  rivoluzione  ge- 
nerata dalla  linea  avente  le  tangoati  di  Inngheiiza  coatante 
In  questa  nota  prendo  a  trattaro  lo  ilesao  argomento  in  modo 
diverso  da  quello  del  sig.  Lionville,  ed  espongo  la  ritoln- 
rìone  d'nn  triangolo  qualunque  formato  in  una  superficie 
del  terzo  grappo  mediante  l'intersezione,  di  tre  geedeliche. 


Rammento  alcune  formote,  che  serviranno  in  seguito. 

Si  assumano  come  coordinate  curvilinee  d'una  superficie 
l'arco  X  d'una  geodetica  passante  per  un  punto  dato,  e  l'an- 
golo a>  formato  da  essa  con  una  geodetica  fissa  passante  per 
Io  stesso  punto  ;  oppure  l'arco  X  d'una  geodetica  normale 
ad  una  linea  data,  e  l'arco  o>  di  questa  all'estremo  del  quale 
è  condotta  la  prima.  Chiamando  >  l'arco  d'una  linea  qua- 
lunque tracciata  nella  superficie,  F  una  funzione  di  X,  u, 
ed  indicando  con  apici  le  derivate  prese   rispello  ad   una 
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Tarìabile  quaiairoglia,  STremo  in  ambi  ì  casi  (*) 

(1)  «"=X'*-4-FV'. 

Denominando  9  l'angolo,  che  la  lìnea  qnalanque  fa  eoi  ramo 
della  a  ==  c6st.  secondo  il  quale  X  cresce  ,  p  il  raggio  di 
carratora  geodetica  della  medesima  linea  qualunque ,  or- 
Tero  il  raggio  della  sfera  avente  con  essa  un  contatto  dei 
secood'ordine  ed  il  centro'nel  piano  tangente  la  superficie, 
nari  {«) 

,,      ■^»^^»--^ 

inoltre 

(3)  V  =  «'cose  ,    X'tangfl  =  Fa'  . 

Se  la  linea  d'arco  i  è  geodetica  la  (2)  diventerà 

(4)  S»'-«  =  "- 

Nel  casp  in  cui  le  o)>— cost.  passano  per  un  punto  dato, 
abbiamo,  quando  X  =  o, 

(5)  F=0,    ^  =  1  i 

e  Del  caso  in  cui  esse  sono  perpendicolari  ad  una  linea  data, 
abbiamo,  ancora  quando  A  ^  o, 

laseconda  delle  qnali  segue  dalla  {2)-  InGne,  indicando  con 
i  l'uniti  dÌTÌsa  pel  prodotto  de'  due  raggi  di  curvatura  della 
superficie,  ed  applicando  alla  (1)  la  formola  di  Gauss,  ri- 
sulta 

(')  T.  DùqutiiHonet  gtneraltt  eirea  tuper/leia  CHnrai   di  Gaaii. 
(")  V.  la  NoU  II*,  del  Kg.  Liouiille  alla  ^ppl  de    l'inai,  à  la 
Géom.  di  Hong«. 
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In  qaaDto  a'valori  della  i ,  nell'argomento  che  (raltiamo , 
possono  darsi  i  Ire  seguenti  casi 


i=o.  i=4, 


ove  r  dinota  una  co8taDte> 


Abbiasi  in  primo  laogo 

.  =  0i 
0  le  0)  ^  cosi.  passÌDO  per  un  punto  dato.  La  (7)  integrata 
con  riguardo  alle  {5}  sommiobtra 

(8)  F«X; 

perciò  l'arco  d'una  lìnea  qualunque  della  famìglia  X=kcosI. 
ha  per  valore 

(9)  fyda  =  Xa  ; 

e  l'area  della  porzione  di  superficie  contenuta  tra  quest'arco 
e  le  due  geodetiche  corrispondenti  agli  angoli  0,  a  ha  per 
valore 


(10)  J^f^  Fda>dX  =  |  J^*"  • 

Le  (9),  (10)  insegnano  che  la  superficie  or  ora  considerata 
può  sovrapporsi  al  settore  circolare  dì  raggio  X  e  d'angolo 
u  dunque  le  superficie»  per  te  «inali  t=H),  saranno  disten~ 
dibili  in  un  piano. 

Se  le  u  =  cost.  sono  perpendicolari  ad  una  linea   data , 
la  (7)  integrata  con  riguardo  alle  (6)  fornisce 
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p 

Allora  l'arco  d'una  linea  qDalonque  della  fatDiglia  X=cost. 
é  dato  da 

(12)  (""fata  =  a  -  xf"  -  <fa» 

formoli  nota;  e  la  porzione  di  superficie  compresa  Ira  qnesta 
linea»  la  X  =  0  e  le  dne  geodetiche  normali  ad  esse  «  data 
da 

(13)  Pr  FdMdX  =  X«  -  ^X^f"  -  «to 

formola  pare  nota. 

3. 

In  secondo  laogo  abbiasi 

1 


e  le  a  =  cost.  passino  per  un  punto  dato.  Integrando  la  (7) 
con  riguardo  alle  (5)  s'ottiene 

(14)  F  =  r8en-   j 

qniDdi  l'arco  della  linea  X^^cosl.  é  dato  da 

(15)  \      FdB_=  rusen  -  ; 

e  l'area  analoga  a  quella  considerata  la  prima  volta  nel  n. 
.  antecedente  ha  per  valore 

(16)  pr  Fdfl*dX  =  r"6i  (l  -eoa  -)   . 

Le  (15)  f  (16)  insegnano  che  qnesta  porsione  di  saperficie 
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può  sovrapporsi  ad  ao  triangolo  (raccìato  sopra  nna  sfera 
di  raggio  r,  il  quale  abbia  due  lati  eguali  a  due  arcbi  di 
circoli  massimi  di  lunghezza  X,  .abbia  l'angolo  interposi» 
eguale  ad  a,  ed  abbia  il  terzo  lato  eguale  ad  uq  arco  dì 
cìrcolo  Dqinore  perpendicolare  alla  cooiuDe  intersezione  deì 

primi  due.  Dunque  le  gqperficìe,  per  le  quali  *^=z;>  so* 
M  le  sCariehe. 

S«  le  ù(  3:  cut,  »oao  pevp«ndicolari  ad  «la  Iìom  dtta  * 
U  (7)  integrata, con  riguardo  alle  (6)  8onin|inistr« 

(17)  f  =  cos-™-8en-   , 

r       p        r 

Allora  l'arco  della  linea  X:=cost.  ha  per  talora 

r**  X  X  r»  1 

(18)  I    F(ifi4  =  owos rsen  -  I     -  du  . 

^    '  J,  r  rj,  p       ' 

e  l'area  analoga  a  quella  considerata  la  secooda  volta  nel 
n.  antecedente  é  data  da 

(19)  Cf^  F<*»dX  =*  «wan  -  —  r'  (l  -cos  i)f  "  -  d»  ; 

ore    I  -  du  esprìme  il  complesso  degli  angoli  di  oontigenia 

%/  p 
di  quella  lìnea,  nella  quale  si  trasforma  la  X  =  0,  quando 
là  superficie  sTÌtuppabile  tangente  la  afera  lungo  la  mede- 
sima é  distesa  in  un  piano. 

4. 

Abbiasi  in  terzo  luogo 


e  le  e)  =  cost  passino  per  un  punto  dato.  Si  pongano  per 
brevità 
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-1 — ^w.'-i 


=?{<).  ^  =  ?(<)' 


per  cai 

^t),  q(t)  SODO  ordinatanente  il  seno  iperbolico  ed  il  coseno 
iperbolico  di  ^  Integrando  la  (8)  con  rigoardo  alle  (5)  ri- 
eallt 

(20)  f  =  'y(;)  . 

perciò  l'arco  della  lioea  X  ^  cosi.  A  dato  da 

(81)  J^  FA»  =  fiip(-)  i 

e  l'area  della  porzione  di  superficie  cootenata  tra  quest'arco 
e  le  dae  geodeticbe  normali  é  data,  da 

*^*    XX' ^*^  =="■'"  [*(;)-']  • 

Se  le  u  ^  cost.  sono  perpendicpisri  ad  una  linea  data, 
la  (7)  integrata  con  Hgnardo  alle  (6)   fornisce 

P3)  F=,(^)-r,(»). 

Allora  l'arco  della  linea  X  ^  cost.  ba  por  valore 

(24)  /;rto=»,(^)-r,(^)j;i4,, 

e  l'area  contenuta  tra  le  lìnee  X^O,  X  :=  cost.  e  le  due 
geodetiche  normali  ad  esse  ha  per   ralore 

(25)  j;j;  F«x=™p(*j-r-[,(^)-i]/;u  ■. 

ove  1  -  do  è ,  come  sopra ,  il  complesso  degli  angoli  di 
coatigenza  della  linea  piana,  in  cui  si  trasBgura  la  X^)> 
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5. 

Esaminiamo  se  la  soperGcìe  considerata  oel  n.  antece- 
dente sia  fiorrappoDÌbile  ad  naa  di  rivolaiioae.  Si  chiamino 
X,  X,  y  l'arco  e  le  coordinate  rettangole  d'ona  linea  piana 
la  quale  molando  attorno  all'asse  delle  x  produca  nna  sa- 
perfide  di  rlToIazione;  o,  ya  l'arco  ed  il  raggio  dell'equa- 
tore;  *  l'arco  della  linea  qnalonque  sitaata  sulla  saperficie. 
Avremo 

quindi,  se  la  saperficie-  del  n.  antecedente  pnù  combaciare 
con  ana  di  rivolnzione,  sussisterà  1k 


i-4)  ' 


essendo  per  l'equatore  -  ss  0.  Da  questa  e  dàlia 

(S)"-(g)"=' 

si  deducono  le  due 
dv       l  dx       1 

^= -,/-„--,■.),  -  =  .,^(..^, .._,.,  . 

perciò  l'equazione  della  linea  generatrice  tra  le  coordinale 
rettangole  sarà 

È  questa  1'  equazione    trovata  dal  sig.  Liourille,  Ja  quale 
quando  si  ritenga  y^ssO  diviene 

n^c-y')... 


'=r- 


ed  esprime  la  linea  dalle  tangenti  di  lunghezza  costante. 
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Conclndiatno  che  la  superficie  per  ta  quale  i=: ;  può 

sovrapporsi  a  qoclla  di  rivoluziont  generata  della  linea  (26) 
col  ruotare  attorno  all'asse  delle  x. 


Troviamo  le  relazioni  fra  le  qaatiro  quanlìlii  \,  a,t,  B 

nel  caso  in  coi  la  *  esprima  l'arco  d'una  geodetica  qoalaa- 

1 
qae  situata  nella  Buperficìe  per  U  quale  tK= —  —, 

Qoando  u  *=  0,  abbiansi  X  :^  a,  «  =  Q,  $•=  n  —  ^^  ove 
a,  j3  sono  costauli,  e  /3  dinota  l'angolo  compreso  tra  i  e 
quel  ramo  della  lìnea  u  =  0  secondo  ÌI  qoale  X  decresce.' 
Ora  U  (4)  mediante  la  seconda  (3)  e  la  (20)  diviene 


["  (')-«>» 


da  cui  si  trae 

■(27)  j'(iì,r^=''(;h°^  • 

.,    oì.ol'  ■■ 

Qucst'cquazioDe  sotniniiiistra 

'(;)= Sb9^       ~ 

la  quale  riduce  (4)  alla  segneale 

.   ^,_^  ,  mhiW' _j, 

j/r[.cn-8^,«(?),.u'^Ì 
Ne  segue,  per  mezzo  dell'integrazione  . 

(28)         q  (-)sen^sena  =  coajScoscj -+-  cos9  . 
ÀnMU  a  SeUnu  Mat.  »  FU.  T.  Vili  Sttumbrt  1857. 
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(MI) 

La  stessa  (27)  fornisce 

IMfimm  —  ^ , 

"Ti?) 

la  ^aale  riduce  la  prìma  (3)  alla  segaente 


f 


(>■ 


Integrando  se  ne  canclude 

<^)    -M^)'(l)='(°)'©-'(f)-. 

Le  (27),  (28),  (29}  sono  le  reUitoni  che  si  roleviino  Irorar*. 
J. 

Da  altiuM,  HsolTÌamo  il  triangolo  formato  nella  snper* 
ficie;  per  la  qnale  i  =  —  •^  ,  dall'intersezione  di  tre  geo- 
detiche disposte  cotnnnqne. 

Si  chiamino  a,  h,  e  i  tre  tati  del  triaogoto;  A,  B,  C  or* 
dinatamente  i  tre  angoli  ad  essi  opposti.  Dalla  (27)  si  con- 
clndono  le 

,30,  '<^l^.^  . 

seiiX      aenB        senG   ' 

le  qaali  insegnano  che  i  seni  iperbolici  de*  rapporti  tra  { 
lati  e  la  quantità  r  sono  proporzionali  a'seni  degli  angoli 
opposti  a'  medesimi  lati.  Dalla  (28)  si  dcdneono  le  tre 
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/seoBsenCj  (-r=  cosBcosC-*-cosA  , 

'sanCsenAf  ('•)=  cosCp-osA -t- cosB  , 

1  senAsenB;  (-)^  eosAcosB  •*-  cotC  ; 


le  qoili  servono  si  esprimere  ciascon  lato  in  fanzione  dei 
tre  angoli.  InGoo  dalla  (29)  si  traggono  le   Ire 

U(7)'(rV*  =  '(7)'(7)-'(:-)  • 
■     (,(l),(L)c.C  =  ,(t),(:-)-,e  : 

le  qnalì  servono  ad  espriniere  ciascnn  angolo  in  fanziana 
de'  tre  lati-  Balza  agli  occhi  da  sé  l'analogia  tra  le  (30) , 
(31),  (32)  e  le  fomodle  della  trigonometria  sferica;  quando 
n  faccia  r^^y/'  —  1  le  prime  si  matano  nelle  seconde. 

Osserviamo  che  gli  angoli  A,  B,  G  non  sono  aCTatto  in- 
dipendenti tra  di  loro,  perocché,  se  mediante  una  qnalan- 
qne  delle  (31)  si  scrive  che  il  quadrato  del  coseno  iper- 
bolico è  maggiore  dèll'anìli,  si  trova 

(33)    ooa*A-+'Oo§'B-t-co8*C-^-aco8AcosBcosC>l. 

Così  pare  i  lati  a,  j,  e  non  sono  affatto  indipendenti  Tuno 
dall'altro,  perocché,  se  mediante  nna  qnaluuqoe  delle  (32) 
si  scrìve  che  il  quadrato  del  coseno  dell'  angolo  è  minore 
dell'unità,  si  trova 

(34,     ,f->.,.(*-)-.,.(;-)<1^2,(t),(^),(^)  . 
Pavia,  dictmtre  1857. 
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RICERCHE.  ANiLITICHE, SULLB    CURVE   CONICHE 
CIRCOSCBITTE    AD    VK    TRIANGOLO 

SI  BABNkBA  T9AV«l.lHI. 

(Ottobre  18B7) 

1.  Hi  propoDgo  in  questo  breve  scrillo  dì  richiamare  eoo 
facili  ditnostrazioni  alcBDi  risultati  per  la  maggior  parte 
DOtì,  i  quali  sì  riferiscono  ad  ana  carva  conica  obbligata 
a  passare  per  tre  punti  dati.  Io  mi  fermerò  sopra  tatto  a 
riconoscere  la  grandezza,  e  la  posizione  di  quel  ciri^olo  cir- 
coscritto al  triangolo,  •  che  passerà  per  i  Ire  punti  della  cur- 
va: come'è  chiaro  la  questione  si  ridnrrJt  alla  detornainazìone 
del  raggio  e  delle  coordinate  del  centro.  Un  circolo  indt- 
TÌduato  in  q,nesta  guisa  sarà  completamenle  deteriqtnalo,  e 
nel  caso,  che  i  tre  punii  si  riuDÌscaoo  in  un  solo  si  otter- 
ranno le  note  espressioni  del  raggio  di  carvatura,  e  delle 
coordinale  del  centro  del  circolo  osculatore-  Per  maggior 
chiarezza  a  qnanto  sono  per.  esporre  farò  ancora  un  cenno 
sopra  alcune  espressioni  dell'area  di  an  triangolo,  e  del  raggio 
di  quel  circolo  ad  esso  circoscritlo. 

2.  Siano  A,  B,  C  i  tre*  lati  di  un  triangolo  ed  oc,  /3,  y 
gli  angoli  opposti,  B  il  raggio  di  quel  circolo ,  che  passa 
per  i  tre  vertici  del  triangolo,  si  avrà  evidentomeqle  per 
il  valor  comune  del  rapporto  dei  lati  ai  seni 

soD«       senp       8en7 

Di  più  per  la  sopcrGcic  S  del  triangolo  di  lati  A,  B,  G  si 
ha  come  è  noto 
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28  «=  ABsenv  =»  ACscn/3  =  BCsena 
d'oodc  si  trac  per  esempio 

C     ^    A.B.C 
2sen7       2ABseny  * 
Di  qui 

«        ABC 

«=ir  • 

Cioè  il  raggio  del  circolo  circoscritlo  ad  nn  triangolo  ret- 
tilineo è  uguale  al  prodotto  dei' tre  lati  diviso  per  il  qua- 
druplo della  superGcie;  giova  in  alctine  applicazioni  di  espri- 
mere il  valore  della  superficie  S  in  funzione  delle.coordi- 
nate  dei  ire  vertici. 

3.  Immaginiamo  due  assi  ortogonali  delle  x  ^  y  e  dal- 
l'orìgine O  condnciamo  a  dne  punti  U  ,  N  di  coordinale 
x',  y\  ai",  y"  le  rette  r*,.  r",  io  modo  da   essere 

OH  =  W  =  [/(y"  H-  sf"),  ON  ^  i"-^  i/-(x"'  -^  y") 

Le  coordinate  x' y',  a^  y"  incontrino  l'asse  delle  x  in  due 
punti  P,  Q,  per  cui  sia         . 

HP  =  y'  ,    OP  =  a/    NQ  =  y"  ,    QO  =  x"  : 

ciò  pósto  la  superficie  del  trìangolo  OHN  sarà  eguale  alla 
superficie  del  quadrilatero  OHNQO  meno  il  triangolo  ONQ, 
ma  il  quadrilatero  OHNQO  A  eguale  al  triangolo  OMP  più 
il  trapezio  MPQN,  d'onde  per  la  superficie  S  del  triangolo 
OUN  si  avrà 

2S  =  ^»'  -  fy  -  y")(«"  -  «')-  x"y" 
ùTTCrQ 

2S=ya*— iy 

L'angolo  NOM  formalo  dai  raggi  vettori  r' ,   r'  è  definito 

dall'equazione  •''  ■  v  •  ..  ■"'  ' 
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_«V'-t-y'y» 


rV  r'r" 

'  e  perciò  il  doppio  dell'area  del  detto  triangolo  sarà 
2S  =  r'r"8€oMON  =t  ±  (y**"  —  Vy") 
Di  qai  si  vede,  che  poirà  essere  dotala  dal  segno  ■-«->  o  — « 
secondo  la  sua  positione  rispetto  agli  assi.  Intendiamo  pM- 
luDgata  la  retta  NM,  la  quale  incontrerà  l'asse  della  y  in 
un  ponto  H  alla  distan»  h  dall'origine,  per  coi  lo  stesso 
triangolo  OUN  sarà  eguale  al  triangolo  ONU  meno  il  trian- 
golo OHH,  ossia     - 

2S  r»  A«"  —  *«'  <=.  4<a"  —  »') 
la  retta  iodefioita  NMH  nei  punti  If,  N,  Terìfiebcrà  le  due 
èquaiioni 

y'  =  oa;'  -•-  i  ,     y"  ^  ox"  -i-  A   , 

dalb  quali  si  trae 

ed  aTretno  nuovamenle 

as  =  Ato"—  «';=  yV—  s'y"  ■ 
Che  se  il  triangolo  sìa  collocato  in  un  modo  qualunque  nel 
piano  degli  assi  in  goisa  che  le  coordinate  dei  tre  Tertici 
siano  (x.,  y«)  (x,,  y,J  (x:,,  y,,),  in  allora  è  chiaro,  che  per 
ottenere  l'area  in  funzione  delle  coordinale  dei  tre  vertici 
basterà  nel  precedente  Talora  di  2S  aostituire 

«1  —  «,»  «3  —  *,>  y«  —  y.»  ya  —  y. 

invece  di  s',  a/',  y',  y"  e  si  avrà 
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la  q«ale  si  ridarrfc  ad 

2S  =fy,ar,  —  a!,y,}-H*.y.  —  y,«.W«.y.  —  y,x,)  . 

OfauM  dftlle  qninliU  ckieae  fra  pareatùi  èCare»  dt  an  trian- 
golo col  contai!  rertice  lll'origiae,  ma  sna  di  qaCìfe  ri  avrli 
da  couiderare  come  negatlfa,  quando  li  riflelU  «he  eoa- 
dneondo  daH'orlgiae  i  tre  raggi  ai  panli  [x„  y,»)  (xt,  y,) 
(«M  yi))  l'area  del  Mostro  (riangelo  é  eguale  alla  differenza 
della  sonna  di  due  aree  sopra  In  tersa. 

4.  L'eBftrMslone  c^y*— y  V  é  naa  ftaniione  alternata  delle 
quattro  ifnantiH  e',  «",  y',  y",  nni  è  aneoni  i(  éeterttinante 
delle  medesime,  e  secondo  l'uso  cornane  di  scrivere  si  ha. 


WU  x"\ 


Di  più  si  scorge  che  é  anche  nn  Invariante  e  se  ne  ha  una 
'facile  rerìGcazione  col  passare  da  ^un  sistema  dì  coordinate 
ad  altre  della  stessa  specie  :  immaginiamo  dae  nuovi  assi 
rettilinei  delle  X,  f ,  e  posiamo  per  gli  aogoli 

(X^)  ==  «,  (Y,«)  =:  /3 ,    {x,y)  ^  90*,  (X,T)  ==  9 

n  trtk  daHa  trasformazione  delle  coordinate  con  la  mede- 
sima origine 

a'  «s  X'cosa  -+-  Y'coifS  ,    ai"  =  Vcofcf  -*-  Y'cp^ 

y'  =  X'sena  -f-  Y'aen/S  ,    y"  ^  X''8ena  -+-  VsenjS     ' 

e  si  Irprerà  senza  di^ccJlA 

yV  —  x'y"  =  (cowtsen^  —  »enacos^){y'X"  —  X'Y'O 

od  anche 
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y'x"  —  x'y"  =  aen(^  —  a){Y'X"  —  X'Y") 

L'angolo  /3  —  a  è  quello  dei  nuovi  assi,  che  se  qnestijtore 
siaoo  rellangolarì,  bÌ  avrà 

y'*"  —  x'y"  ^  Y'X"  —  X'Y" 
il  che  accade  ne4le  forme  invarianti^  Introdnciaiud  nelle  ri- 
trovate formolo  l'uso  dei  sinboli  delle  differeoze  finite.  SUb» 
j;,.y  le  coordinata  ortogonali  di  un  pauto  sìlnalO'nel  pe- 
rimetro di  Dna  curva  data,  come  «-^Ax,  tf-*~Ay  rappre- 
senlino  le  coordinate  di  un  altro  punlo,  e  quindi  per  qd8 
nuova  variazione,  siano  x -+- 2Ax  ~*~  S'a,  y -•- 2Ay -•- A'jr, 
le  coordinale  di  un  (erto  punto  successivo  :  se  questi  due 
ultimi  punti  sì  riferiscano  al  punto  {x%y)  seello  come  ori- 
gine, é  evidente  in  allora,  cbe  il  doppio  dell'area  del  trian- 
golo formato  dal  congiungimento  dei  tre  punii  sarà 

2S  =  Ay(2AT  -+-  AV)  —  Aà:(2Ay  -.-  A'y) 
ossia 

2S  =  AyA'x  —  AxA'y 

Qui  pure  if  secondo  membro  potrebbe  esser  dolalo  deT  se- 
gno -<-,  b'-^,  secondo  la  posizione  del  triangolo,  cioè 

2S=^(AyA'a:-.-Aa;A'y)       ,  -■  : 

I  tre  lati  A^  B,  C  del  (riangolo  si  esprimeranno  per 

A^\/{Ax'-^Ay') ,  B=(/^[(2A^^A'aT)'-^(2Ay-*-A'y)*] 

C  =  \ri{Ax  ^  A'x)'  -^  (Ay  h-  A^y^ì 

Queste  differenti  formole  trovano  un  utile  applicazione  nella 

teorica  delle  curve  piane,  e  nelle  coniche  in  particolare. 

5.  In  una  curva  piana,  scegUatno  adunque  tre  punti 

{x,y),  C(l-^A)a;,  (l-4-A)ya,  [(I-h-A)'*,  (l-.-A)*y]  , 

II  raggio  R  del  circolo ,  che  passerà  per  questi  tre  ponti 
sarà  per  le  formole  precedenti 
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A.B.C 


si  avrà 
d'onde 
per  cai 


'  2(A»A"y  —  AyA*x) 
ore  A,  B,  C  «ono  espressi  per  àx,  ,  ,  .  come  ilal  prece- 
dente paragrafo.  Poniana  per  brevilà 

4(A3;A*j?-t-AyA*y)-»-(A*3c>'-+-(A'y)* 
4(Aa!'-^Ay') 
_  a(AgA'3c-4-AyA'y)-t-(A'a)'-t-(A'y)' 

Ax^  -+-  Ay' 

B  —  2A(1  -*-  e)I,  C  =  A(l-+-e,)i 
A.B.C  =  2(Aa*  -^  Ay»)I(l  -*•  i)t(V  -^  e,)' 

g  ^  -^  Cd  ^  e)(i  -»-  s.)]'(Ax-  -^  Ay')i 
AxA*y  —  AyA'j! 
Passando  dalle  differenze  ai  differenziati,  o  alle  derivate, 
si  ottiene  la  formola  notissima  per  il  raggio  di  cufTalara, 
Tale  a  dire 

*  =  — T'js j -.—  =  ==   u • 

dxd  y  —  dyd  x  y 

Il  »if.  Brattine  (Terqinem  Annales  voi.  6.°  pag.  228)  estende 
queste  coofiderazioai  per  la  curve  anche  a  doppia  carvalura: 
da  qaanto  si  &  detto  si  trae  una  rappresentazione,  geometrica 
delle  derivate,  seconde,  o  per  essa  si  ha 

,,  -   ,.      AarA'y  —  AyA""»       ,.       2S 

Insistendo  sull'oso  dei  simboli. delle  differenze  finite  sce- 
gliamo delle  speciali  appliozioni. 
6.  Io  un  ellisse  di  equazione 
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adottiamo  la  sostituzione  sferica 

e  si  prenda  l'angolo  p  per  variabile  iodipeadeiU)  per  cui 
costante  sia  rincremenlo  Aq*,  die  rappresentareau  con  $, 
sì  avrà 

dx  =  —  2aseBÌ$sen(f -»- jfi) 

ày  =  2isen]9co9(f  -*-  1$) 
nella  stessa  guisa  per  le  differente  seconde 

A'x  =  —  4asen* j$cos(fi  -*~  B) 

A'y  is=  —  4isen*^$seD(})  -»-  9) 
Dì  qui  l'area  del  triangolo  inaoritto  nell'ellisse  avrà  per  va- 
lore 

S  ^  AotaeaHQcoaiQ  =  2a&8en9sea'Jd 

come  per  il  raggio  del  circolo  circoscrìlto,  si  trae 

j^^         ABC 

8(tÀsen0sen'l9 

Il  valore  di  S  é  d'accordo  con  quanto  trova  il  Sig.  Salma» 
[Sections  coniqnes  al  parsg.  236  nell'esempio  5*  (*}].  L'ot- 
tenala  espressione  del  raggio  B  sì  ridurrà  più  semplice  con 
ìnlrodarci  i  semidiametri  dell'ellisse  paralleli  ai  lati  A,B,C. 
Sia  infatti  a,  un  semidiametro  parallelo  ad  A,  e  chiamiamo 
X,  Y  le  coordinate  dati' «stremila  a„  si  avrà  simnltauea- 
mente 


(*)  Quest'opera  é  rtaU  tradotU  io  lingua  lUliana  in  Nap^rii. 
pograGa  militare  18S7  :  il  vtlore  di  S  cOrriapoaJe  alla  pagina 
eaeiap.  S.* 
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_T  _ 


«,4*  ,     »,Ay 

A    '  A 


Dividendo  X  per  a,  ed  T  per  i  e  facendo  la 
quadrati)  9i  riclTerk 


D'illMode  dai  rtlorì  4i  ^,  ày  4i  già  trami  al  prinsìpf* 
di  questo  parag.>  abbiamo 

a  * 

perciò  si  ricaverà  dalla  sostitntioae 
A=s2a.seni9, 
Nella  stessa  gaisa  si  troverebbe 

B  ss  aiisea»  ,     C  <=  2c,Mnid  . 
Sostifnendo' questi  valori  nella  precedente  espressione  di  B, 
si  ricaverà 

Cio£  il  rag^o  del  circoloi  cbe  passa  per  i  tre  ponti  di  un 
ellisse  é  eguale  al  prodotto  dei  tre  semidiametri  paralleli  ai 
tre  lati  del  triangolo  diviBo  per  il  prodotto  dei  semiaui  pria- 
oipati.  tìtiaalD  rinilute  è  dovato  a  ^gc-Cutìtugk.  Snobbo  ppi 
facile  il  calcolare  i  valori  di  A,  B,  C  del  paragr.  4*  djetra 
r  espressioni  di  A^  A'«-  •  •  come  quei  di  a,^  £,,  e,,  per 
ì  quali  si  ha 


ly  Google 


(364) 
a,'  =a'8en'(f  -*-  i6)  -+-  A'cos'(9  -i-  ì$) 

A,*  =  a'8ea'{f  -i-  5)  -t-  i'cos'fy  -+-  6) 

e'  ^  o»sflu*(5)  -♦-  5  S)  -»-  A'cos'(p  -^  5  5) 

Di  qui  ^nre.i  valori  di  A,.Bt  G. 

7.  Al  rilroTsto  valore  di  R  si  pnò  dare  ap  altra  (arma,f 
la  quale  si  csle^de  a  tutte  Ire  le  curve  coniche:  il  che  si  ot- 
tiene con  introdurci  le  tre  corde  focali  e'*e'\  e"'  parallele 
ai  semidiametri  a,,  b„  «j.  Sia  p  il  parametro  e  e  It  di- 
elauEa  del  faoco  dal  centro,  u  l'angolo  che  un  ri^o  r  con 
Torigine  al  fuoco  fa' eoa  l'asse  2a,  si  avrà 


«  =  l/-(»'-8'), 


-C.C08U 

per  il  raggio  r*  diametralmente  opposto,  si  ha 
b'    ■ 


1^=- 


'C.C0SU 

la  corda  focate  i/  tsr-t-r',  il  che  porge  ' 

—         Boft'  ■ 

o'  —  c*cos'i» 

Ciò  posto  siano  Xi,  y,  le  coordinate  di  un  punto  della  curva, 
per  le  quali  si  abbia 

,    .     .  .    '      .   ■    taiigua=i-. 

te  d!i,  y^  per  la  relatita  sostilQzione  sferìtM,  reriCcMO  i 
valori 

x,'=  acosti,    y,  ^Asenà 

per  cui  ■      .    .    ■      ■ 
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lingu 

isema 
acoso) 

d'onde 

si 

trae 

i-raV 

^ 

a'cos'a 

a  cos'u  -t-  ó'sen  « 

qaate  valore  soslitsito  nel  seèondo  membro  H-tf  essi  di-. 
viene    ■     ■  ■       ■ 

(o"cos*ciM-i*8eo'«)  ' 

a 

Onde  la  corda  focate  e'  sia  parallela  al  aeitaidiameiro  a, 
conVerrà  sapporre  a)=sf)-i-19,  per  cai  come  dairnitime 
fdrmole  del  parag.  6,  sì  ottieae 

,       2a*,         ,        tu' 
e  — —  .     o  »**^ 

e  nella  slessa'  guisa 

„      2i,"        _,      2c*,  .         oc"        ,        oc"" 

a  a  .2  a 

Formiamo  il  quadralo  de|  raggio  B  etoè    >   .    . 


e  sostiliiiamocì  i  valori  di  a,',  b^',  e,'  si  avrà 


occ  « 


26' 
In&De  per  il  paraniclro  p=s  — ,  si  ridurrà  ad 


,Coo;jlc 
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Ed  in  tolte  tre  le  corvè  coniche,  il  quadrato  del  ng^o  del 
circolo,  che  ptfssa  per  tre  pasti  della  curva  è  egaale  at  pro- 
dotto delle  tre  corde  focali  dirìso  per  il  quadruplo  del  pa- 
nmetr;).  Questo  risaltato  è  dovuto  aacora  a  Hae'Cullagk. 
Facendo  poi  um  di  oao  qualunque  dei  due  valori  di  R  po^ 
tremo  da  esso  dedarre  l'espressioDe  generale  del  raggio  del 
circolo  osculatore  pCT  tntt»  le  carré  oeniahe:  ujalti  riu- 
nendosi i  tre  punti  in  oo  sol  punto  si  avrà  a,^h^^  f, 
per  cui  dal  valore  di  R  del  parag.  6*,  ai  ricaverà 


Sia  a,  il  semiasse  conjagalo  ad  Si  ed  a  l'angolo  dei  mede- 
simi,  si  ha 

(i,aasea«>  ^  «1 
d'onde 

at  «i       ~"  ttisentt       Sseou 

ove  p,  rappresenta  Itparametro  riferite  ai  due  sen»idianef ri 
conjagatì  a„  a,.  Quest'espressione  come  i  noto  è  comune 
a  tutte  le  curve  coniche, 

8.  Occupiamoci  ora  della  posiiLone  del  centro  del  circolo 
con  determinarne  le  coordinate  X,  Y> 
Per  i  Ire  punti  della  curva 

(a,y),  l(ì'^A)x,  (1-^-%],  t(Ì-»-A)'j>,  (l-^A)'yl, 
avremo  per  il  circolo ,   che  passa  per  i  delti  tre  punii  le 
tre  equazioni 

',,_X)'^(j,_Y)-=R' 

(«  _  X -».  i»)" -•- (S  —  Y -1- 4j)' =  R" 

(i  —  X  -4-  2i«  -^  iV)'  -*-  (y  —  Y  -«-  ìiy  -*■  4'»)"=H". 

SoUraendo  la  prima  dalla  seconda,  e  dalla  lerza  sì  otlea- 
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gOQ»  la  dae  m^hhEooì  dì  coadizìoDe 

2Sx'*-à'x 

SostitaiamocL  per  l'ellisse  i  ralori  di  già  trovati  di  y,  x^ 
e  delle  loro  differenze  al  principio  del  parag.6»  e  tolti  espressi 
per  gli  angoli  f,$,  le  precedeoli  equazioni  (1)   diverraano 

2X  —  -  Y  cot(9  -.-  19)  =  a[tosf  ■*-  cosf»  -t-  ^1 

i'  (»0B(y-«"  9)  -*-  8epy)(»en(y  -t-  fi)  —  scnf  ) 
a  cos(p  -4-  d)  —  cosp 

ax  —2  -  Tcoi(y  -^-  ^  ss  «[cosp  -f-  e«s(f -t-  25)] 

i*  (9eD(y  -4-  2g)  -h-  8eBy}(sen(y  -i-  20)  —  sen^^ 
a  c08(y  H-  2fl)  — ■  cos^ 

Ora  è  faeile  di  riconoscere  dalle  formote  trigonometriche^ 

cbe  n  coefficiente  di— in  ambedue  l'equazìoai  è  eguale  al 

coefficiente  di  a  j^so  eoa  il  segno  contrario,  per  citi  si  ri- 
durranno ad 

2X Ycot()>  -.-  iB)=  "  ~       [cos?)  -*-  co8(y  -.-  e)] 

2X  —  —  Ycolff-»-  0)  ss  "   ""      [cos?  -*-  cos(f  -^  29)] 
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OneMe  doe  eqvuiow  éi  prwo  gné»  rnpellD  ad  X,  ed  ¥ 
•oa  qoelle,  che  per  re)ÌBÌBUioae  ci  soBHiaisUaM»  i  ts- 
lori  delle  coordioale  X,  ¥  del  ceatio  dì  quel  ciicolo,  che 
paiu  per  Ire  ponti  di  lu'eliiMe:  qaesli  nlorì  foao 


X  =  a^.,^ 

lj)[<».W  - 

-•«(»•- 

S)«»(? 

-> 

y  =  -p>«.(, 

-^  !«)«.(, 

*«)«.(, 

-^ 

ove  per  breriU 

a 

a 

,^  =  °- 

—  f 

Se  nel  fecondo 

membro  si 

f««e,s  = 

=  0,  ip, 

ecedeniì 

lori  direngoao 

x=<''- 

il'c»>, 

Y=- 

< 

»••? 

i  quali  come  è  nolo  rappresentano  nell'ellisse  le  coordinale 
del  centro  del  ano  circolo  oscnlalore.  Il  problema  di  de- 
terminare le  coordinate  del  centro  ed  il  raggio  di  qael  cir- 
colo, che  passa  per  tre  ponti  di  on'ellisse,  di  na'iperbola, 
e  di  una  perabola,  col  far  uso  nelle  prime  dae  della  Ìo- 
stituzione  ifericai  fo  già  da  Inngo  tempo  il  soggetto  di  ana 
elegante  Memoria  del  aig.  Prof.  Strehlkt  di  t)antig  nel 
tom.  2.  del  giomal  di  Creile  per  l'anaò  1827  pag.  380,  e  seg. 
che  ami  l'autore  suppone  inegoali  i  dìrersi  inlcrTalIi  del- 
l'angolo (p  per  un  ponto  ad  allrO'  dell'ellisse,  per  cui  se 
pongasi 

f"  =  y  -1-  6  ,    (p"  ^  f'  -i-  $  =  f -^- %$ 

i  riportali  valori  di  X,  ¥  sì  cangieranno  in 
X^aco3Ì(f-v-f')Ecosi(j)— 9')— senJ(p-i-y)seni(y'-»-f'')3 

¥=■— ^scni(9i-t-j.')%cnl(f'-+-p'')soni(f''-*-^) 
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In  fpeste  converrebbe  porre 

y  =  y*  =  p",  2p  =  X  =5/11  =:  V  ■ 

per  il  circolo  oscnlalore  l'ellisse. 

9.  Nell'iperbola  con  l'origino  al  centro,  e  riferita  ai  suoi 
assi  principali,  si  ha   l'equazione 


Essa  Tìen  soddisfatta 
gonometrica 

od  anche 

evidentemente  dalla 
osecp ,    y  =  itangv 

sostituzione 

tri- 

«z> 

a 
eosf 

^aenp 

cosp 

Si  determinino  i  valori  di  àx,  Ay,  A'x,  A'y,  si  ricaverà 
primieramente 

iy  6.    cosid 

Ax  asen(9-«-  |ff) 


\  cosp       cos(9  -t-  $)' 

Ax  8  'cosp        cos{p  ~*-B)' 

d'onde  la  prima  dell'equazioni  (1)  del  precedente  parag.  8 
diverrà 

g^   ^   2A      cosig  __  g'  +  A'  /  1     _^         1         \ 

à  8en(p  -I- 19)  a       Vcosp       cos(p  -+-  ff)' 

Nella  stessa  guisa  la  (2)  porgerebbe 


a  sen(p.-<- fi)  »      'co*^       cos(p -t-2' 

armali  di  Seivnit  Mal.  e  Fi*.  T.  Vili  Ottohrt  1857.  24 
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Da  queste  due  cod  la  soltrazìonfi,  csaccessiva  sostitatìone 
otteDiamo  i  valori  di  ¥,  X,  dopo  aver  posto 

cio4 

sen(f)  -(-  ifi)sen(fi  -»-  9)seD  i?-*-  a^J 

Y  jE- 8    — .  ■  '■ 

^         co»9cos(p  -1-  6)cos(jP  -(-  26) 

j  seni» -1-  $}senf f)  -^  a^  )  -i-coB{y-+-29)€Os{f-i-J6)  | 

X  =aCOslS  ■ pr ; jjt; 

co<pcos(p  -+-  e)cos(f  -1-  25) 
Qui  pure  supponcodo 

^'-■p-i-f,    9''  =  ^-«-9  =  f-*-2d, 
gli  ottenuti  valori  di  X,  Y  si  trastbrmeranao  ia 

y  _  _  fl  senl(y  -w  y')sent(y'  -+-  y")8enMy"  -^  T) 
cosfcosp'cosf" 

I  8enJ(9M-p"j9eoJ(f^-+^")-^-cos9)"co8l(fi'-«-p)  I 
X  =  acosHy'  —  OJ) ■ f ìt 

Tali  sono  ozìandio  1*  es{)res$ionìt  dio  trova  il  citato  Prof. 
Strehlke  alla  pag.  384  del  giornale  di  Crellt  voi.  2,  1827: 
la  supposizione  poi  di  f=f's=f"  riducs  te  precedenti  ad 

y__i — _ — .'taog^,    X  =  l ^  seo»y 

che  appartengono  al  centro  del  circolo  osculslore. 

10.  Prendiamo  in  aitimo  ona  parabola  di  par^stro  p 
riferita  agli  assi  principali ,  avremo  per  i  tre  punti  della 
curva,  le  tre  equazioni 

(y  ~t-  iAy  -t-'i'y)*  =  p(j? -t- 24j -+-  il'J^) 
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Iti  quali  porgono  facilmente 

4y  _  l^P  {2Ay  -i-  A'y)Ay  _ 

per  cui  l'equai^oni.  (1)  del  parag.  8  diverraano 

2X  -.1  — ^■■,  *^^^^ -i-~v  Y=^-t-x-k-Ìàx-t-à'x-t-p 

E  ponendo  in  else  per  brevità 

x-*~  àx=Xi  t    y  -*-  Ay  =»  jf, 

3!-^-2Aa;-KA*j:==iCj  ,    y-i-2Ay-+-A'y:^/j 

si  troverà  daU'eUminaziono  per  ì  valori  delle  cwirdinate  del 
centro. 

2X  ss  p  -«-  a»  -•-  »,  -1-  35,  -I-  [/■»«,  -»-  (/■««,  +  (/'«,», 

quali  sì  ritrovano  egaalmente  nella  citata  Memoria  del  sig. 
Strehlke  pag.  384  Gioraal  di  Creile  voi.  2.  Fra  le  molle 
memorie  scritte  dai  Geometri  sniriscrizione,  e  circoscrizione 
delle  curve  coniche  u  poligoni,  ed  al 'triangolo  ia  parti- 
colare io  ne'  citerò  una  del  sig.  Prof.  A.  Geoocchi  inserita 
nel  tom.  3  di  questi  Aunalì  pag.  370,  1852,  ed  un'altra  del 
■sig.  Prof.  F.  Brioschi  nel  tom.  4.  dei  d.  Annali  pag.  457. 
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DELLA    SUPGBFICIE    E    DEL    VOLUME    SFEEICO   COMPRESO 

FBA    LA   INTERSECAZIONE    DELLA  SFERA    ED   UH 

C(HfO   LA   CUI    DIRETTRICE    É    LA 

'    LEHNISCATA     BERHOULLIAHA. 

NOTA 
DEL  PHOF.   HATTIA  AZZAKELLl. 


1.  S'immagini  an  cono  ratto  la  coi  base  sia  una  lemni- 
scata dì  Bernoulli  giacente  sai  piano  XY,  e  siano: 

a  il  semi-asse  della  lemniscata 

b  una  porzione  dell'altezza  del  cono  compresa  tra  il  ver- 
lice  ed  il  piano  XY 

a,  il  semiasse  di  ona  lemniscata  qualunque  parallela  ilia 
data,  e  sa  di  essa  preso  un  punto  qualsivoglia  H,  le  coor- 
dinate sue  siano  :     .  ; 

X,  y,  s. 

Il  vertice  del  cono  vebf^  determinato  per  le  coordinate 

J!a=0,   y=:0,   «  =  —  J 

Per  la  lemniscata  qualunque  avremo 
Ora  pei  triangoli  simili,  essendo 


la  equasione  particolare  del  cono  sarà 


la  quale  é  del  quarl'ordine,  come  la  linea  direttrice- 
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2.  L'orìgìoe  dcKo  coordioale  sia  pur  ceolro  dì  nna  sfera 
dì  raggio  r,  e  designale  per  X,  Y,  Z  le  coordinale  di  qna- 
lanqae  suo  punto,  arremo  -  . 

X»  _».  Y* -H  2*  =  r' - 

Per  la  inlersecazione  di  queste  due  superficie  dovranno  coC' 
sislere   le     - 

a!»  -*-  y»  1-  a*  =  r»}  (3) 

tra  le  quali  eliminata  la  x  risulta 


che  rappresenta  una  curra  del  quart'ordìne.  Questa  equa- 
zione si  riduce  al  secondo  grado  quando  si  ammetta  i=r: 
cioè  quando  si  voglia  una  sfera  che  abbia  il  suo  centro  sul- 
l'asse del  cono  e  passi  pel  suo  rertice.'  In  questa  ipotesi 
troveremo 

che  generalmente  rappresenta  una  ellisse. 
Qui  vanno  distinti  Ire  casi 

Nel  primo  l'ellisse  proiezione  sul  piano  ZY  si  muta  in  un 
circolo  di  diametro  r,  e  di  equazione 

y*  =  «  —  «'.  (5) 

Nel  secondo  la  ellisse  ba  lo  sue  ascisse  limitate  da 


D,:),,!„i,C00gle 


(3M) 
e  nel  torzo  i  vertici  sono  dati  dalla   ascUie 

Se  fra  le  equazioni  (2)  (3)  sì  elimiiia  la  y  ne  risulta 

che  è  pare  una  equazione  del  quarto  grado.  Se  ancor  qui 
ammettiamo  la  ipotesi  di  A  ^  r,  risulta  una  linea  del  se 
cond'ordine  data  da 

'^ — %r'  -ì?' 2?—  <"" 

dalla  quale  impariamo  che  per  r^a  questa  linea  é  una 
parabola  di  eqaa^ione 

«■  =  r--r»j  (7) 

per  r^a  una  ellisse  definita  da 


x'  = 

o"  — r" 
2o" 

,       2r3 

a.' 

i 

per 

r  5>  o  una  iperbole 

di  cai  l'equazìODe  é    ' 

»•= 

r'-a' 
2.-      ' 

,       2r'          r'(o'  ■*-  r") 
%>''^        2a' 

la 

proietione 

sul  piano 

XY  «  dau 

generalmente 

da 

■       J^ 

■-^v') 

-»  =  l/'(r' 

-  »■  —  «•) 

la  quale  nella  ipotesi  di  ft  :=  r  si  mola  in 
(r*-t-o')'j!*-t-(r*— o*)"y*H-2(r4— a*)a;*y* — 4a'r'«'H-4«Vy*sO  J 
e  se  si  ammette  che  sia  r=  a,  essa  si  riduce  semplicemente  a 
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ta  quale  rapprescnla  una  lemoiscala  che  all'  origine  delle 
coordinale  ed  ai  verUci  ha  le  Ungenti  comuni  colla  lemni' 
acata  Bcraoulliaiu,  e  come  essa  ò  qaadrabile,  giacché  l'area 
sua  (rorasi  equivalente  ai  quattro  teni  del  quadralo  det 
lemi-asse. 

3.  Passiamo  ora  ad  assegnare  sulla  sfera  quella  porzione 
della  sua  area  la  quale  é  limitala  dalle  trovate  proiezioni 
sai  piani  ZY,  ZX. 

E  primieramente  considerando  la  proiezione 

y'  :àt  «  —  «" 

e  prendendo  la  x  per  Tariabite  dipendente ,  generalnente 
abbiamo 

Ora  essendo  per  la  sfera 

x' -*- y* -*- x*  =^r' 

dx  y  dx  X 

dy  X  '       dx  X 

così  la  (8)  si  muta  in 

ovyero 

GioTff  qui  ayvertire  essere  i  limiti  della  y  V  ano  n-y,  e 
l'altro  —  y,  e  quelli  della  x  essere  0,  r,  onde 

D,„„.db,  Google 
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c  quindi 

S=2rj^'jiArc.sen(=p,jjJL-^j)  (10) 

E  perchè  là  y  contenuta  in  questa  espressione  A  quella  che 
conviene  alla  linea  che  limita  la  saperficie  dimandata,  così 
la  (10)  in  forza  della  (5)  s)  mula  in 

S=2f pdzArc.senf^  |/^(^^)]  ■     (") 

-  La  integrazione  per  parli  ci  dà 

Fatto  JE  ^  II"  avremo 

e  quindi 

J;^Arc.«.[=K^)]=r(^-,) 

ed  in  fine 

-St=jrr'  — 2r*  (12) 

per  espressione  della,  superficie  dimandala. 

Di  qui  risulla  che  se  dall'emisfero  si  toglie  la  superficie 
trovata,  si  ottiene  la  qaantit&  razionale  ed  algebrica  2r*, 
che  da  la  soluzione  del  problema  fiorentino ,  proposto  dal 


onde 
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Vi?iani,  dì  aprire  in  nn  emisfero  qaattro  Gaeslre  in  modo 
che  la  saperficie  la  quale  rimaDC  sia  quadrabile. 

4.  Se  la  (9)  si  trasforma  in  coordinate  polari  si  giunge 
al  medesimo  risnilato  con  maggiore  speditezza. 

Si  prenda  per  polo  l'origine  delle  coordinale:  dicasi  (i  il 
raggio  Tedore  che  andando  al  punto  di  coordinate  y ,  z 
formi  coll'asse  delle  x  nn  angolo  p,  avremo 

g  =  pcOsp  ,    y  =  pseaf   . 
Avvertendo  che  per  tatti  i  punti  dell'area  proiettala  eoi 
piano  ZY  o  contennla  entro  la  circonferenza  (5)  le  x,  y  e 
f),  f  sono  variabili  indipendenlì,  avremo 

dy  =  dpacop  -i-  pdifeosf 
0  =  dpcoi^  —  pdfieDf^ 
dalle  qaalì  eliminato  dp 

COSf 

Ora  supposto  <f  costante  'aU>iamo 

(izs=dpcosf 
e  quindi 

dsdy  ^  fà^  ■    ■  "■ 

Di  più  fra  le  coordinale  x,  y,  x  esistendo  la  relarìtme 

,      .  ìT» -.- y> -^  f »  =  r»- 

ed  essendo  al  tempo  stesso 

y»  -I-  a»  =  p> 
sarà' 

Con  lali  valori  la  (9)  diverrà 


,Coo5ìlc 
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n 

Pei  limiti  di  |0,  osserveremo  che  l'area  principia  quando  o=0, 
ed  é  terminata  da  un  contorno  che  sai  piano  ZY  ha  per 
proiezione  la  circonferenza 

y*  ^  ra  —  z' 
da  cui 

pìssrcosf 
cbe  sarà  il  valore  dell'altro  limile:  i  limili  poi  di  9  saranno 
0,  e  -  ,    onde 


'SH^. 


e  quindi 

^  =  '^/.'(»-»«»fl''f=''(Ì-»)  ■ 

Se  per  la  determinazione  della  stessa  superficie  si  volesse 
far  oso  della  proiezione  sai  piano  ZY,  essendo  allora 

sì  avrebbe 
da  cui 
ma 
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dunque 

S  =  2r  r''diArc.sen(=  ^ 
dalla  quale   immediaUmeDte 

5.  Sappoaiamo  or*  che  a  sia  qualunque  rispeUo  r. 
Per  la  determinazioae  della    corrìspoadeate    superficie , 
arremo,  dopo  uaa  prima  integrazione  della  (9) 

s=..j:;  ^A..4=p/f'°-->:;::i-'.;-->-)] 

ma  la  qaanlilà  sotto  il  radicale  rtdoceadosi  ad 
■ara 

Fatto  per  comodo 

«  \r  H-  xf  ' 

ÀTTertiremo  qui  che  i  limiti  della  i  sono 

'  ""  '      '         \r*  -t-  «'/    ' 
e  quelli  della  nuova  Tariabile 

tt,  =  0  ,     Wa  =  1  . 


ne  risulta 
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Intanto  essendo  indeCnìtamenle 


1  fr'—a'u 
dedurremo 


— [fcf>-"[=|/('-r)]4/7ii^) 

Per  inlcgrare  l'ultimo  termÌDe  si  ponga 

1  —  (•  ^  itdt   ' 

*       (I«  =  i—  r 


1-' —  F^^Tf 

e  IrOToremo 

J  («■«-«■•)  lA(l-i.') 

e  quindi 

-  -Arc.8enf=«) —-r-. — rrArciang/  =  —^ rf!~i^ '  )  I 

Preso  questo  inlegralc  fra  gli  stabiliti  Hmìli  «Tremo    per 
l'area  cercala  ■  ■        . 

6.  Se  nella  (13)  pooiamo 
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troviamo 

ma  fatto  per  comodo 

^  ar'  _  t^(r'  -t-  a) 

sarà 

.  mXrc.liafsÌ—n\/'{r—a)'i  _         mn 

1/  r  —  a  1-+-b'(«— a) 

ovvero 

2r'l/^(r-»-al 


i:t/'(r'-Ha")]V(r-*-o)[l-+-f.>-o)]    ' 

ove  per  r^B^a  risulta 

A  =  l 
e  quindi 

7.  Se  nella  (13)  poDÌamo  a;>r,  essa  preseolasi  sotto  fonna 
immaginaria,  cioè 

S=2r-  n ^ 

ma  posto 

,         .a     » IH  l/(»"-r') 

^  =>ir  -h ,  -  _  ,^(„._^^.,^,„._^.)  ,     "-^^(„.^.) 

avremo 
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«■•'(/-(-l)  =  Arc.lang{=«l^(— 1)) 
da  cai 

«y{~i)  =  Ungou'l/'(—  !)• 
E  perchè 

cosi  fatto 

X  =  hmVH  l) 
risulta 

e  quindi 

dalla  quale  facilmeote  uè  deriva 


1    ,      /l-+-»\ 


ed  in  Gne 


*="-^'°«(t^)-        '"» 


per  l'espressione  dell'area  cercata. 
8.  Se  qui  poniamo  , 

a  =  r 
deve  risultare  la  (12):  ma  essendo  simultaneamente 

m  =  0  ,     »'==  0 
avremo 

A  to^iere  la  indeterminazione  si  faccia 
m  =  ccf ,  n  =  ^t 
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ove 

«  =  4r- ''  =  -PV^")  •  '='^(«-"  ■ 

e  cogli  ordinari  metodi  troveremo 

_           l/^(l-<3«>H-<S(l^Wi 
■        ^-"'-2(        «(1-pV) ) 

e  quindi  per  (^0 

S  =  nr"  —  2r* 
9.  Per  determinare  U  espressione  del  votame  del  cono 
lermioato  dal  segnenlo  di  saperficie  sferica  compresa  frti  la 
intersecazione  del  cono  e  della  sfera,  principieremo  .coll'aa- 
sogname  la  espressione  elementare.  Qaesto  volarne  infinite- 
simo ba  per  bue 

Se  però  dai  quattro  suoi  vertici  immaginiamo  condotte 
quattro  rette  al  vertice 'del  cono,  otterremo  una  piramide; 
e  poiché  la  sna  base  giace  sul  piano  tangente  la  sfera  nel 
punto  di  coordinata  x,  y,  x,  cosi  l'altezza  di  essa  piramide 
é  la  lunghezza  della  perpendicolare  ad  esso  piano  calala 
dal  vertice  del  cono,  ossia  dal  punto 

«  =  0,  y^O,  x=  — r. 

Dopo  ciò  rappresentando  per  X,  Y,  Z  le  coordinate  varia- 
bili del  piano  langenl*  la  sfera,  avremo 


Xi-hYjh-Jj  — r"=0 

OTTero 

x.?^Y.!!-.z-::"=o. 

Essendo  generalmente 
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,      D  -I-  ax'~t-  Ay'-*-  a' 

la  lunghezza  delta  perpeodìcolare  ad  aa  piaao 

aa!-t-6y-i-i-4-I)  =  0 
che  parte  dal  panto  x\  y',  x*,  sarà  nel  caso  ooslro 


e  perciò  la  espressione  elementare  del  particolare   rolune 
sarà 

10.  Sopporremo  primamente  che  sia  <t=r,  e  cosi  avremo 

da  cai 

y_|:j;',r^.,^Arc.s..(=^7^|).    ('«' 

I  valori  della  y  che  appartengono   alla   lìnea  la   qaale  li- 
mita sulla  sfera  il  volarne,  sono  contenuti  dalla  relazione 


ncora 

V=|[rP.*rc..en(=j/--i_) 

-*-l    sd»  Arc.scn(=:l /    — —  1  I 

D,g,,z.dbv  Google 
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Il  primo  (crmiDe  ci  dà 


£r&Arc..cn(=j/";^)=!^- 
>  é 


e  quindi 


2ffr'    ,   4f' 
2.3^         9 


il  qaale  daplicato,  abbiamo  pel   Tatore  di  tutto  il  cono 

-  =  '^-T-  <">■ 

Da  questa  impariamo  cbe  la  diflerenza  fra  il  volume  del- 
l'emisfero e  quello  del  particolare  cono  é-uua  quantità  ra- 
zionale. 

11.  Se  nella  (15)  s'introducono  le  coordinale  polari,  essa 
si  muta  pel  caso  attuale  in 

Ora  per  quanto  abbiamo  esposto  al  §  (4)  é 

3j,  ^-'.|/^(r*-p')       2.3       3 
Pel  secondo  termine  osserveremo  essere 

/.|/(C--p-)°  §■  [-■•i'1«'»)'-Arc.«>lK=««f)]i 

ma  l'arco  cbc  ha  per  seno  il  coseno  dell'arco  f  è  comple- 

ItMoU  ii  Stittut  Jfol.  «  Fii.  T.  Vili  Ort(>»r«  1867.  3& 
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mento  di  f,  onde 

Are.  8en{=  C0S9)  -"3  —  f 

e  perciò 


'I3  J    *'^*^  (  ~  ***?^**?'  -^  ^  ~  ?)= 


Ora  sostitoendo  sarà 

rtr«_2r> 
2.3         9  ' 

che  rappresenta  la  qnarta  parte  del  rolame  totale. 
La  determÌDazioDC  IkIIo  stesse  Yolnme  Hcscirebbe  sempli- 
cissima quando  si  adoperasse  la  formola 

la  quale  condurrebbe  a  '  '         . 

che  per  ta  proteiioM  snt  pisso  XT  si  -aidta  in  '■- 

0  qQÌDdi 

12.  Passeremo  ora  ad  assegnare  il  Tolnme  nella  ipotesi 
che  la  r  sia  qualunque  rispetto  a. 

Bit>rMa  la  (16)  sì  ^longa  ia  està  per  i;  il  valore  dato  dalla 
(4)  e  si  ollerrà 
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ritenendo 

r*  /r  —  XV 

Di  qai  per  espressione  indefinita 

.  ""eJ  Ir'-t-o"»/  i/  {1— »')         '- 
Desi^Msdo^  questi  termini  ordìnatenente  per 

(A),     (B).-  (c), 
sari 

_   .   V={A)-^(B)-.-(C). 

Per  integrare  ràltimo  termine  porremo  la  parte  razionale 
sotto  la  segoente  forma 

,  \     4r«  —  4f'(f'  -*-  a*u)  -^  (f'  ->-  a*u)\ 
e  quindi 

•^=?[*^  <'*"*'"'"'"*•<'"*  3    *'^ 

fatto  per  comodo  , 

'''~J(r'-«.-«)V(l-»")  '    '"'~J(r'-^o'«)l/(1-«") 
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dii 


'«"-/P(J^)- 


Ora  se  poniamo  qui  come  al  §.   5. 
arremo  pel  primo  termine 

m  2       />tl-^i')dt    . 

OTe 


e  quindi 
E  perchè 

r  dv      ■  .      ■■       .    p  v'dv 

„,  2         ,  ,      ,         2(i»'— 1)   f  v'dt 

da  cni,  dopo  l'integrazione  e  ridazione 

BiteDeódo  le  medesime  Dotazioni  (roveremo 
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e 

(III)    =  An:.»e»(=}-^,) 

Per  la  (19)  avremo 

,„        r>r     4rt(«--.-l).      .      ,        ,,  4rl(»'-l)< 

<•='  =  3-1-  »»p:^-*"-"°»'=""-  »-(rW)-(t^-.-) 

-"  =(?^  Are.U.|!(=-l)*Ar.  ..»(=  }-=^)] 

la  qaale  ci  da 
,«»       r»r8«'mV-+4B»M— 4r*  ... 

t^»  =  el     ^v-^O-      *"=■  ''"^*=^'*'' 

4^(m'-l)(  .  /      1  -  (\-i 

Per  t'integrale  definito  di  questa  espressione   avvertiremo 
che  ai  limili  di  « 

Vr'  -+-  a'/ 
corrispondono  per  la  u 

,   '      u,  =  l,     «,=0, 
e  per  la  particolare  rela:;ione  fra  u.e  t  abbiamo 

onde 

r^r8a'm*r"-*-Am'f^ — 4r*  , 


,„„        r'roa  m  r  -*-4m  r* — 4r*  . 

"=*;  =6[ — „v^-)-..  *"•"■:*<= 

.  4r<(»--l] 

*ii*(r*  -»-  a^y{m' 


_         4r«(in'— 1)     ■■    _  lt-1  . 
'  -.-  i)       2J 
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avremo  per  l'ìnlegrale  definìlo 

e  cosi  pwe  Iroveremo 

,,,,  2!trJ       4rW(r"^Vj'.    ''    ■/     , 

'*>    =-2:3 -wwF*'"'""»*^"': 

Dopo  cid  addizionaodo  e  ridftcendQ  i  trovati  valori  .^vreaw 


2itr'       2ri(m"  -1-  Il  .      .      ,       , 
2.3        am*tr'-i~a\    ■ 


_3»'(i 


2r'(m'  —  1) 


1(20) 


2ltr>  2rJ       rK-^<rAr'''*ng(=l»)-«(l«'— 1)1,„„ 

2.3       3(r--«.')"L  «'(m'-*-l)  J 

12.  S«  nella  (21)  facciamo  llpolesi  nso,  easaodo  allora 
f»^  0,  la  qaaotil&  eotro  parentesi  si  preseota  sotto  la  forma 

indeterminata  di  j^ .   Per&  essendo 


essa  qnantitji  si  muta  facilmente  in 

»-«^2-j(i»'— l)^-f^l 
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i»  cui,  fnn».  m.  3R  0,  dedacÌaiB9  x  per  s*^  vnkHre  9Htìmr 

lare,  onde  soslilneodo  nelU  (3l),àTTerlendo  èssere  r^9y 
rùoIUi 

^        2»rr»       41^ 

la  qnais  4BptioatA,e«ÌB6ide  colla  (t7).' 

13.  Se  nella  (20)  suppooiamo  r  ^  a  essa  motaii  ia- 

_       2irr*  2r7{l— «•)         .       '      ,      '    ^     .. 

^  =  2:3  --  3«.'(rW)V-i  A«-»"«(=?»l^.-«). . 


3in*(r'H-a')'{t-w'> 
Se  qai   facciamo 

2r7(l-m')         l 
3m'(r*-+-«')'       « 

e  rappresentiamo  per  9  il  termine  immaginario,  ripetendo 
il  ragionaaienlo  del  (  7  tftferremo  -   ' 


e  quindi 


.         W(l— m')    ,    /l— «\ 

'■'W(r--;^')."«\i:s;) 


2nr'         r7(l— ffl*)  /l— mv  2f?(m*-^-l) 
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14.  Passiamo  ora  ad  assegnare  l'arco  della  linea  intcr- 

secazioae  della  sfera  col  cono  fin  qoi  considerato- 
Si  prenda  a  questo  &ne  la  proiezione  dì  essa  linea  sai 

piano  XY  e  si  ponga  sotto  la  forma 

.  se        r 

dalla  quale  tpprendianM  potersi  vérìScare  dalle  coordinale 
circolari 

X  ss  rcosf,  y  =:  rsenfcosf .     (22) 

Per  la  sfera  essendo 

x'~*-  y'~*-  z'ss.  r*, 
e  per  l'arco  qnal'uoque 

dt'^  dx'-*-  dy'-*-dM', 


r  —  X  —  y 
perchè  dovendosi  Io  cnrv^  trovare  aalla  sfera,  per  qaesta  « 


dx  = 


xdx-i-ydy 


Ora  per  le  (22) 

(ir  =1  —  rdjisenf,  dy  =  r^fcos2f 

dalla  sostitnsionc  dei  qaali  valori  risulta  dopo  alcane   rì- 
duzioDÌ 

d$  =  rd^{\  -t-  seB*f^. 
Fatto  qui 
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(fa=s  —  r|/^2<fo»i/(l  —i  sen'©). 

Per  integrare  questa  espressione  avrertiremo  che  ai  limiti 

L  P  =  0,  p  =  - 

eorrispondoDo 

e  perciò  sari 

<=!rv^2  r<*Ml^{l  —  Jsen'w), 

ed  usando  la  aolazione  di  Legeodre 

s=ri^2EU)        (24). 

QDlodi  il  qaadrante  della  curva,  interseCaiione  della  sfera 
col  cono  la  cai  direttrice  è  la  lemniscata  di  Bernonlli  equi- 
vale al  quadrante  di  una  ellisse  di  semi-asse  maggiore 
asssri/'2,  e  semi-asse  minore  quello  che  risulta  da 

a'—ò' 

— = —  :=  i,  da  cui  b  =:r. 
a 

15.  Per  calcolare  l'arco  della  curva 


coordinate  circolari  (22)  e  dfl{H>  facili  ri- 


faremo uso  delle 
dutioni  '  ii^véremo 

.   d*'=  r'df  (1  —  3  sen>  -»-  4  sen*? )    (25) 

la  quale  si  riduce  a  dipendere  da'  funzioni  ellìttiche 
Si  ponga 
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<"«Bf  =  """'b|. 

di  qui 

8eD>:= 

m'.en  -                                   I-co.  ^ 

1  -<-  (»■-  1)  MO"  g                1  -^.(i»'-l)  sen" 

JV                     "^ 

2  (Ih- (>»■-»)«.■?) 

e  perché 

,  0)          1— co*»             ,  «          l-+<08M 

avremo  ancor* 

"••(t-™»') 

..  ."»»''"„--^4_(i>-ll<lMÌ... 

dp  = ^   - — ■ 

■        «'ti-I— ^»' — l)coam  '  ■    .L 
ì  quali  valori  sostituiti  Della  (25).  abbiamo 

, m'r*<Ìa'  p,  3m'{1— cosa) 

4tii*(l'*-cow)*.      1 
"*"  Jm'-i-l— {f»'— l)cos«)'J  ■ 

Fatti  qai  gli  opportuni  sviluppi ,  ed  ÌQtra49(tA  lU-AOlulih 
cione 

— 2(m*-l)-+-3m'(m'-*-lH-3m'(m*-l}-8m*==0  (26) 

risalta 
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•^'^  ■'"''"'f''  -[(m»-^l)'-3m>'H-l) 

Cm'-i-l— (m  — tjcosa]* 

-♦-4fn*-«-(m" — 1)*— 3m'(»»* — l)-+-4m*)co8'«»]. 

Dalla  (26)  ricavaodosi 

1 

troTeremo  facilmente 
OTé 

'       1»'— 1    ,1       1 

La  integrsàwi]  della  (27)  difende,  dai  trascaadeDii  ellii- 
tioi  di  prima,  aacooda»  a-Uraa.ayecid,  cotte  in  Legendié 
>  Traili  dei  FoacliiHla  EUip<ii|aeii.  Tolae  I.  pa|.  329.  > 
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SOPRA    UHI    FOKMOLA    DI    LAGRAKCE 
SPETTANTE    AL    NOTO   DEI    LIQUIDI    RB'  VASI. 

MEMORIA 
BEL  PB»V.  AHCEI.*  «EHACCBI. 


1.  Nel  tomo  IH,  pag.  212,  delle  MùcelUuua  taurinenttOt 
proposto  il  caso  à'  un  fluido  omogeneo  e  non  elastico  che 
si  mova  in  no  vaso  di  qnatsivoglia' figura,  t^agraoge  cerea 
ima  Bene  libera  da  immaginari  e  da  coefficieatì  differea- 
ziali  cbe  serra  a  determinare  la  velocità  d'  nu  molecola  ' 
del  flaìdo  riferita  a  dae  coordinale  rettangole  I,  x,  quando 
il  moto  é  giunto  ad  uno  stfto  permanente.  Chiamate  p^  f 
te  Tclocìtà  della  molecola  parallele  ai  due  assi,  trora 

dt       4x         *  dx       dt  ' 

onde 

££-.-£?=o 

e  integrando  con  due  fanzioni  arbitrarie  f  e  ^  ne  dednce 

!p  =  f  (t  -.-  «  !/■-  lì-^-i,^l-x^r—l), 
P^  = ,  (< -^  »  i^- 1)  -  ♦  (<  - 1 1/ - 1) , 

talché  si  tratta  di  ridurre  una  espressione  come 
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«tu  forma  P  ±  Q  \^—  1  ,  oro  P  e  Q  giano  qaaoliU  «ali. 
Sì  faecid 

l. 2 =  FW. 

(3)  j 

(3)        P;i)=«flO)-«iy\»^H-»'>T2»H-«'W:3»)-^...  , 

intendendo  che  a,  «',  a", ...  «inno  qiualità  coslwMi  da  de- 
lerrojnarsi.  Lagrange  ottiene  (^c.p.216}  con  ana  costante  a 
arbitraria      . 

(,.1     /    «\.....    «"—«""     V(l— a)— o 

e  riduce  a  all'  anità  perchè  la  serici  (3)  sia  qnaDlo  pia  è 
possibile  convergente.     '  '  .       • 

Di  questa  formota  il  Barone  Plana  tentò  una  nnova  di-  ' 
mostraiione  nei  tomo  XVI  delle  Memorie  deUa  B.  Acca- 
demia dette  Scienze  di  Torino  (2'*^  serie,  1857).  La  esami- 
neremo più  innanzi. 

L*e(|ttfizione  (3)  determina  P:.  Lagrange  ne  trae  Q  diife- 
renziaudpla  rispetto  ad  ai  e  integrandola  poi  rispetto  a  (■ 

2.  Le  formole  (3)  e  (4)  parvero  elegaotiasime  al  Dalem- 
bert  (loc.  cit  pag.  391),  il  quale  aggiunse  d'aver  trovata 
un'altra  espresaìone  di  F  (x)  che  si  compone  d'un  Damerò 
Gsito  di  terpuni  ogni  qualvolta  ;:  (x)  sia  una  funzione  in- 
tera. Questa  io  sostanza  è  ordinata  per  le  dilTerenze  sncr 
ceasiye  À"9  («) ,  preae  con  A«  =  y  costante  ,  e  si  ottiene 
svolgendo 

p  (aSH-  y  (^—  l)  -.9  |x),  e  Aj)  {x),  A-p  {*),  A'y  {x),... 

per  le  potenze  ascendenti  di  y,  moltiplicando  per  1>  r,  r, 
r",...  l'equaùoni  cosi  formale,  sommando  i  prodotti  e  po- 
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nendo  nulli  i  coefficienti  Aelle  vane  potenre  di  y.  Tattarin 
il  Dalembert  crederà  tutti  questi  melodi  più  carioii  che 
atili  perchè  le  formole  originarie  contengono  i  dìEEereniiali 
d'f  {x)  e  se  7  (x)  é  ana  faniione  diacontinna  qaesti  dUTe- 
reoziali  presenteranno  qualche  cambiamento  repentino  di 
valore  o  lalto  che  renderà  fallaci  Le  espressioni  ottenute 
(iri  pag.  393). 

Ma  egli  non  s'avvide  che  il  sno  metodo  deve  condurre 
alla  medesima  espressione  che  si  trarrebbe  dalla  formola 
NewloniaM  d'inter^oIwiMe 

/(XH- *)  =/M -^  ^  4/(x)  *  ^^4y(.) -,.  ec. 

prendendo  A  £=  y,  i  ^  y  i^ —  i.  Ora  questa  formola  si  di- 
nostra senza  passare  per  alcun  differeniialet  e  vati  ai  rende 
identica  aggiungendo  al  secondo  membro  dopo  m  -t-  1  ter- 
mini il  termine  completivo 

y  •  ('-*-')'*-f-')-'*-"*-''  A-r  (,  ^ .) 

^/*  l.a...tiiA*' 

ove  l'integrazione  ai  riferisce  alla  variabile  x'  presa  con  la 
differenza  &x  s^  h.  Cade  adunque  robhierìotae  denota  dada 
temuta  discontinoitli  dei  d'^{x). 

3.  Come  1'  «spressìmie  di  Dalembert  è  oaa  eonsegaoDM 
immediata  della  formola  d'inlerpolazione  data  4a  Newton, 
eofli  r  espressione  trovata  da  LagrangA  si  dfldac«  in  mod* 
semplicissimo  dath  formola  d' interpoiasiooe  che  lo  stesa» 
Lagrange  propose,  e  ebe  si  esprime  con  .««artZXMt^,' in- 
tendendo che  u„   corrisponda  ad  x'=sx„  e  che  X>  sia  il 

prodotto  di  tutte  le  frarioat   ^'  formate  col  orendere  n 

diverso  da  m.  Si  faccia  t  =  s  [/'~~  ì  ,  e  ai  m^  si  asse- 
gnino gl'infiniti  valwi  de  x,  ±  2i,  =±:  3x,  =t:  4x, ...  :  si  avrà 
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i--     ni 
x.=n — ii — L 


ma  n  (  1  —  — )  steso  a  tatti  i  Talori  a;i,=d=«,ras2«,a:3*,... 

ÌD' infinito  eqaÌTale  a 

n  U         x'  \        X  nx 

\         n  X  /       nx         » 
e  pa^imeDle  ,         '  - 

^    ■'(•-5f^)=n(i-i)  =  ^. 

onde  X,,  sa>à  il.  valore  di   ' 

Ì-Jt 


2a 

'   '\- 

«lA^l- 

—  sen 

■nx 

a„ 

X 

corrìspoDdCBlé  «d 

X  ■■*„ 

,.ck>é 

,"_r-i" 

1 

■*.»■ 

2»      e„,!5;*"'~*'- 

-1 

=  - 

t'-e-» 

(-  !)■• 

« 

posto  «„  ss  :p  mx.  Preodendo  u,  =y(x),  e  rioDendo  i  due 
termini  che  risnll^no  dai  due  valori  ^opposti  di  x„  avremo 


-^■£t-'^/<»')(.^r 


«-1^—1/  ' 
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ossia 

(5)        FW=^£(-1)™..'^1, 

che  equivale  «l(e  forinole  (3)  e  (4)  nel  caso  di  a  =  0.  Pren- 
deodo  iovece 

si  troTerà 

f  (.«/•- 1)= 

integrando  rispello  a  x  i  lermini  di  questa  moltiplicati  per 
dxf  e  differenziandoli  poi  rispetto  9  t,  ai  otlerri 

doTe  T  rappresenta  ona  funzione  arbitraria  di  t.  Supposto 
x=sO  risulterà 

poiché 

-1 i^y  tlL-. 

Dunque 
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che  equivale  alle  formole  (3)  e  {4)  nel  caso  di  a  csl.  Ag- 
giungendo l'equazione  (6)  moltiplicata  per  a  alla  (5)  nol- 
tiplicala  per  1  —  a ,  sì  formerà  una  terza  equazione    che 
riprodurrà  le  formolo  (3)  e  (4)  nella  loro   generalità. 

4.  Ma  non  intendo  presentare  come  nna  vera  dimostrazione 
qnest'  applicazione  della  formola  d' inlerpotazione  lagran- 
giana.  Per  la  dimostrazione  .esatta  ricorreremo  ad  no  teorema 
del  Cauch;  (Jfòmot'rM  det  lavans  itrangert,  1827,  pag.  283) 

9{x  -t-  t/l/" — 1> 
giusta  il  quale  se  la  funzione  ~ ^~-r: — j\  non  varia   a 

a{x  -t-  ylA — 1) 

sballi  tra  i  limiti 

x^  Xo  ,     X  =  X  y     e     y  =  yi,,     y=:Y, 

e  so  chiaminsi  x, ,  «3 ,    ...    x„  le  radici  dell'eqnazione 

-T-r=:±«  aventi  la  parte  reale  compresa  Ira  x,  ed  X, 

il  coefficiente  di  \/' — 1  tra  y.  ed  Y*  supposto  cbc  queste 
radici  appartengano  tutte  all'equazione  »(x)^0  ,  e  fallo 

ai!{x)  :=  -j-^  ,    SI  avrà 


2jrl^- 


Zj  a'{x,) 


{T) 


"J«,  ^6i{x->-  Tl^— 1)       a(x-*~yc  |/-1)'      ' 

ove  l'integrale  relativo  ad  x  si  deve  ridurre  al  sao  valor 

nriocipale  ed  a   -Pf  si  deve  sostituire  la  sua  metà  quando 

Annali  di  Seienie  Mal.  e  Fia.  T.  tlll  Wtofrre  *B67  28, 
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in  Xi  la  parte  reale  ognaglia  x^  od  \,  ovvero  il  coefficiente 
di  i/"— 1  eguaglia  y,  od  V/ 
Si  prenda 

ar,=:  — X,     y.  — 0,     X>1,    Y>1, 

«  »{*)  =  (l  -•-  a)*)a(wnx , 

ondo 

«'(  j;)-  =  2jmciikz  -*-  «(1  -•-  »')C0S7Rr , 

e  sì  chiami  n  il  massitno  numero  ÌDtero  ■anore  di  X.  Arrenr 

m=:n-+-2  ,    Xi=^ — 1  ,    ajj=0  ,    «,i=*l ,   «^sa%, 

e  ad  UD  teuifio 

6)'{ai,)  ^  2^^  —  lsen(ftl/'  —  !)=:—(«"  —  e-") , 
o*(»j)  15=  ff  ,    (»'(:5=  «,+,)  =  r(1  -I-  t')cosnt 

le  9  ^  «  <^  n  --t~  1:  qnÌDdi  il  prìoio  membro  deU'e^uazìOM 
(7)  diviso  per  21/" — l  diverrà 


n9(i^— 11 


It  2  ^  1  -4-  »' 


talché  supposto  9(T)=Ca — {\—a)x*'\f{xu)t  il  secondo  membro 
della  stessa  equazione  (7)  esprimere  il  resto  della  serie  (3) 
dopo  ft-t-1  termini.  Affinché  la  serie  ria  convorgonte  o  però 
esalta  la  fonnota  (3),  converrà  che  quel  secondo  membro 
divenga  ìnfiiitesimo  per  -X  =  oo    e  n  =  co  . 

Quando  la  fraaiooe  ~--^-r~-~  si  amiilla  per  x==fcoe 

qualunque  sia  il  v-«lore  di  y  tra  0. e  OQ  ,  e  per  y:=«>  qua- 
lunque sia  X,  allora  preso 

J?»  =  —  00,      X;^»,     y,  =siO,      Y^so, 
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U  femtla  (7)  aommìDutra  (CaHcfay,  lofi,  cit.,  ftg.  2&3) 


(8) 


ma  per  le  precedeati  espressìooi  di  a(x)  e  9{x)  si  ha 
fi(—  ai)  =  $(x) ,     «(-  «)  =  -  «(») 

e  quindi  i      — ---i/a:=>Oi    daaga«  adeiDpiWndosi  le  con- 
dizioni testò  spiegate,  la  formola  di  Lagrange  che  li  dedace 
dal  primo  membro  della  (8)  egnagtiato  a  cero  sarà  piena- 
mente esatta. 
Sia  per  esempio 

y(ir)  =  seiw  ^    a  =  l  , 
e  qaiodi  d<«)  a/^aiK)  »  sentoosaw,  '         . 

B(x  -*-  yl/"— 1)  aeBleog(a!-^-yi/'— 1)« 

a{x  -4-  yl/"^!)  "  (;i^-(a;-^|/-— l)i']8en(,:?-*-y]/'— l)rt 

sent.i/'—i        (e-J-ert^-'  )'^-^-(e-.rg"y-iy^ 

prodotto  dì  due  fattori  di  cui  ciascuno  sarà  nailo  per  y:=  co 
te  u  sarlt  compreso  tra  n  e  —  r.  '  Il  primo  £al(ore  fi  ap- 
natla  eziandio  per  x  =  ^  ooj  quanto  al  secondo  ciofr 

coijx  -t-  y  ^—  A)it     ■ 
seD(a!  ^-f-y  V^— Ì)ff  '  ■ 

sapporremo  z  ss  ±  {2»  ■•*-  r)  inleadeBdo  con  »  un  numero 
intero  crescente  in  infioito,  e  con  r  una  frazione  minore 
d#ir«Biti,  «  poùsltò  aenlx-^yl/^ — i)3it  sarà 

=  seo[±  r -H- yv^— l)]jr  ,         - 
^■lel  fattore  non  diverrà  mai  infinito:  il  prodollo)  sarà  dun- 
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que  nullo  auche  per  n  =  oo  ossia  ic  s:  d=  go.  Se  si  applica 
a  questo  caso  la  forinola  (7)  prendendo  X  =  2r  -i-  r ,  bi- 
sognerà comprendere  tra  le  radici  x^  le  doe  coningate  =±^r, 
0  l'allimo  lermiop  del  primo  membro  diriso  per2^( — 1) 

.  8en(cosa«n  ,         ,,       ' 

8*fa  — : — ,„   ;,    :  passando  poi  al  limile  di  n  =00,  si  tro- 

l-i-(2n)  "^ 

veranoo  soddisfatte  le  condifionì  per  cai  1'  equazione  (7) 
si  cambia  nella  (8),  il  secondo  membro  di  questa  sarà  nullo, 
«  dal  primo  diriso  per  ì\/'[ — l)sent  si  avrà 

n  ("-*-(-"  1  cosu  cosSti  cos3u 
'  '  2  7^~^^  ""  2  ~  ì=^  "^  3'-4-l  3"-H-l  -*"■-■' 
supponendo  iC>u>~n'  Questa  formola  è  nota  (*)  e  anzi 
deriva  come  caso  particolare  da  un'  altra  di  Legendre  (E- 
xvreiee»  4t  Caleut  Integrai,  P.  IV,  pag.  169),  né  abbisognava 
quindi  d'esser  trovata  differentiando  una  formola  di  Foa- 
rier  (mezzo  non  sicuro  rispetto  alle  serie  Irigonometrìcbe), 
come  sembra  supporre  nella  citata  Memoria  (pag.  103)  il 
Barone  Plana  il  quale  per  errore  ommette  il  divisore  2  del 
pcimo  membro. 

Alle  stesse  conseguenze  pad  condarre  anche  la  formola 
del  ealeolo  dei  residui 

(10)  f "  /(^.m-.i)jp_  r  /ia^i-..)j,  =  „  '"£.'1  ^'1 

che  in  sostanza  equivale  alle  altre  formolo  del  Caochjr  già 
riferite  (Compiti  rendut,  toni.  XV,  f .  259).  Si  potrà  fare 

Dalla  (3)  si  potranno  dedurre  altre  serie  d'una  conver- 
genza sempre  più  rapida  mediante  successive  integrazioni 

[*)  V.  Opiucoti  matematici  e  /itici,  Milano  1834,T.  U,p.  1ÌS. 


ly  Google 


(405) 
relative  ad  x  ^  dilFereiuiazioni  relative  a  (,  ma  s'introdar- 
raono  le  derivate  f'(f) ,  f"{t)f  ■  ■  ,  che  Lagraogc  si  propo- 
neva di  evitare.    ^ 

5.  Al  Barone  Plana  la  dimostraiione  di  Laf^range  non 
parve  sicara  da  ogni  obbiezione,  e  perA  ne  lostital  an'allra 
che  glndicà  chiara  ed  irrefragabile  (Hem.  ck.  p.  102).  E 
per  rerìlÀ  quella  dimostrazione  benché  molto  iagegnosa 
ed  elegante  è  fondala  nella  serie  di  Taylor  in  casi  in  cai 
si  animelle  che  possa  esser  divergente  e  usa  eqaazìoni  Fra 
i  coefficienti  a,  y,  a",  .  .  .  composte  di  serie  pur  diver- 
genti. Ha  qaeslo  vizio  è  comune  alla  dimostrazione  del  Plana 
che  move  dalle  stesse  equazioni  e  serie  divergenti,  e  che 
ha  per  di  più  l'altro  dìFclto  gravissimo  di  ricorrere-  aìh 
due  equazioni 

1— 1__1  _i^ ...  =  t ,  i^  -a'^-H-S'^— 4»*-t-  ...  =  0, 
dì  cai  la  prima  fa  riprovata  anche  da  Laplace  e  la  se- 
conda fu  chiamata  orribile  da  Abel  (*):  onde  non  s'intende 
come  il  Plana  abbia  potato  preferir  la  sua  dimostrazione  a 
qnelia  di  Lagrange.  Egli  poi  vuole  ginslificar  questa  seconda 
equazione  con  una  spiegazione  che  dice  beo  diversa  da  quella 
indicala  j  pag.  500  de)  calcolo  differenziale  d'Eulero  (Hem. 
del  Plana,  p.  193);  ma  dimentica  d'aggiungere  che  la  me- 
desima spiegazione  è  data  a  pag.  388-290  di  quell'opera  d'Eu- 
lero. Si  pone 

S  =  1*^2  —  2»»»"-.-  3"a!'—  4'*x«-*-..., 

e  facendo  x  ■■=  —f- — sì  ottiene 
1-y 

S=  1»^  —  y'A.l»^  y^&,W^~..., 
ossia 

S=-^,l»i fl_  A.1»*H A'.l"^— ...:' 

1-t-x  {\-i-xY  (l-i-ar)' 

(*)  Laplace,  Bitai  pkilotopkique  s*^  Ut  frohabilitéi ,  Parti 
1814,  p.  83;  OemregiAbtl,  lem  ti,  pag.  966  (Christianiif  1839). 
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qacBla  espressione  per  x  ss  i  dìreota 

cbe  sì  trova  esser  natia  qiulanqa?  valor  intero  positivo  si 
assegni  a  X.  Solaoienle  il  Plana  aggiunge  aì  calcoli  d'Eo- 
lero  che  la  generalità  dell'  eguaglianta  S  £=  0  si  dimostra 
per  naeMO  della  foroiola 

A".!*^^  {1  ■+-  «)"—  «.ft»^-+-  -  '■ 

(d/  Mem.  p.  103);  ma  ognuno  cbc  la  sperimeaU  si  farà  ca- 
pace, se  non  erro,  che  questa  via  è  .inetta  all'uopo.  Si  po- 
trà ìnrece  notare  che  nel  caso  di  f  =  0  si  ha 


e  quindi  supposto  àx^  ì, 

1  1  /     K" 

oTe  tra  te  parentesi  potranno  aggiungersi  grìuGnili  (ermiai 


(-^r-(-¥r^ 


poiché  il  loro  prodotto  per  t  si  srolgerà  nella  forma  Ar""* 
-<- BC"'"^-.,.,  e  a^rà  nulle  nel  caso  dì  (=0  tutte  le  de- 
rivale d'ordint  iaftriort  ad  n  -^  1:  si  oltarrà  cosi  l'espres- 
sione 
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„j.V'(^^l)-- 


e  fallo  V  ^  1  pe  risalterà 


„d-..-(^-.-i)- 


perchè 


_^^i L, 


qnesU  deri?aU  si  esprimerà  con  uà  numero  Bernolliano  se 
»  è  impari,  e  sarji  nulla  se  n  é  pari  non  presenUndosl  po- 
tenze pari  di  t  nel  risolvimonto  di  (1  -^  e')-',  onde  si  con- 
chioder&  S  si  0. 

Più  generalmente,  chiamata  u  aoa  fuBiioae  ^(z)  di  t,  e 
fallo  àx^k,  kmsa^ii  —  a'')'*;  V integrazione  per  parli 
(col  segno  2)  somministra 

ss  o*  (u  -•-  kàu  -*-  k'A'u  -+-...-*- k'A'u), 
donde  preadsodo  le  differenxe  ^  ponendo 
0*1^  (X  -<-  A)  "—  i(i  (x)  sa  », 
si  irae 
(11)  (a*— 1)  « -t- a^i-A'*»!* 

ss=  e  -*-  M»  -^-  *»A»i)  -f^...-^-  *"A"v  : 
sapposto  A=d,  a=s— 1,  e  però  A=—  |,  e  denotalo  con  ^x) 
un  polinomio  di  grado  n  -+-  -1  la  cai  differenta   per  AssaQ 
sia  3^,  facciamo  «  =  f  {x)  —  tf  {x -t~  1),  il  che  darà 

i,«y(*-^-2)-f  («)=x', 
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e  qoiadi 

1  1 

<p{x  -^  1)  -  p(jc)  =  -  X-  -  -  A.:r' 

».  _     1     .      • 

poiché  u  sarà  an  poliDomìo  di  grado  n  e  perciò  A""*-'»  sari 
=  0;  basIcrÀ  dunque  determinare  <p{x-*-\) —  f{x) ,  e  ciò 
sarà  facile  se  prendesi 

,  ^       d.V'{e«  -  1)-» 

f(*)= dir— 

sopponcndo  1=0.  Per  n  pari  sarà 

y(2)  —  f  (1)  =0    e  cosi     S  =  0 

Dispetto  all'equazione  i^i  —  l-*-l  —  ecc.,  il  Plana 
la  usa  anche  in  altra  Memoria  (Accad.  di  Torioo,  2.*  serie 
T.  XIV,  p.  29),  e  la  combina  con  la  segaenle  che  avrebbe 
pur  mosso  Abel  a  ribrezzo 

_??_=2r_J___i__^  _J 1 

tf-e-f  L        ?"        ,9'         .        P'      '   J 


poiché  i  termini  della  serte  in  luogo  di  scemare  ranno  ere- 
scendo.  Ha  quivi  riconosce  con  Poisson  (p.  40)  che  la  serie 

cosS  -*-  cos26  -*-  cos39  •*-  ecc. 

non  ha  per  sé  stessa  valor  detcrminato,  e  seguendo  simil- 
mente Poisson,  ne  moltiplica  i  termini  per  le  potenze  d'nna 
quantità  p^l,.  che  in  6no  riduce  al  suo' limile  1. 

Con  tali  trasformazioni  egli  intende  spiegare  il  modeffexi- 
ttence  delle  formulo  a  cui  ricorre,  ma  non  giustifica  perciò 
le  sue  dimostrazioni  che  più  non  condurrebbero  alla  meta 
se  vi  si  usassero  in  luogo  di  quelle  formolc    le  loro   tra- 
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(  M9) 
sformate,  sicché  restano  unicanwDle  fondale  nell'oso  dì  serie 
divergenti  non  più  tollerato  oggi  da'gcometri. 

6.  Gauss  considerando  nna  serie  ipergeotnetrici  (Comm, 
Gotting.  reeent.  tota.  II ,  30  genn.  1812 ,  pag.  4)  avverte 
che  per  a;>>l  a  serìes  si  non  statini  lamen  post  certam 
interTallam  necessario  divergens  erit,  ita  ot  de  ipsins  swnnw 
senno  esse  neqneat ....  Palet  itaqae  .  ■  .  questionem  ine- 
ptam  esse  qnisnam  sii  valor  serici  prò  valore  ipsins  x  ddì- 
tate  majori.  »  Altrove  {d.  tomo,  18  mai%o  1813 ,  p.  24]. 
disapprova  il  metodo  dell'lvory  nella  questione  dell'attra- 
zione degli  sferoidi  perchè  f  considera tioni  serìernm  io- 
itiiitarain  non  semper  conve^ntiam  innititnr  ». 

Piò  energicamente  dichiara  Abet  (al  loogo  citato)  il  sdo 

giudizio  intorno  alle  serie  divergenti:  «  c'est  ane  honte  qo'on 

se  soit  avisA  d';  fonder  aacnnc  déuonstralion.  Od  pcnt  dé- 

monlrer  tool  ce  qo'on  veni  en  les  employant,  et  ce  soot 

'  e!leg  .  .  .  qui  ont  enfanlé  lant  de  paradoxes.  » 

Riferirò  aoche  1*  opinione  di  Poisson  allegala  da  Binot 
(Journal  deVécoU  polytechnique.  27  cahier,  p.  242):  «Qnel- 
qnefois  oo  a  pam  croire,  q'one  sèrie  divergente  pouvail  Atre 
emplojée  dans  des  calcnls  analjtiques  k  la  place  de  la  fon- 
ction,  et  qaoiqac  cette  errenr  soit  loin  d'èire  generale  parmi 
les  géométres,  ÌI  n'est  cependant  pas  inutile  de  la  signaler 
car  les  résoltals  anx  qnels  on  parvient  par  l'intermédiaìre 
des  suiles  divergentes  sont  lonjoors  incertains,  et  le  plos 
sonvent  inexacts.  » 

E  il  Bìnet  abbracciando  questa  opinione  (V.  ivi  p.  125)  prò- 
ponevasi  di  sostìloire  ai  metodi  antichi  «  les  résnllats  qne  la 
rignear  atgébrique  et  peut-fitre  fflfime  la  digoité  de  la  scìence 
réclimaient  depuis  longtemps  »  (p.  128);  e  conchindeva:  «le 
caraclére  des  sciences  maUiématiques  demande  impérieo- 
sement  qoe  le  principe  de  t'exaclitude  des  mélhodes  soit 
discoté  et  mia  hors  de  doote;  si  J'élal  de  la  science  ana- 
Ijrtiqoe  a  pò  exiger,  aolrefois,  que  l'on  abaodonn&t  qoelqae 
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chose  de  la  rìgaear  des  m^lhodes,  dans  le  ?  uè  de  tes  aim- 
pliGer  00  d'aborder  dea  dìffieultés  tré»  épineuaes,  od  doit 
maiolentnl  s'etForcer  d'apprécier,  à  us  ceruio  degrè,  l'effet 
de  ce  qui  a  ite  negligé.  .  .  »  (p^g-  343).   (*). 

Un  esempio  notabile  degli  etrori  che  nastioito  dalla  serie 
divei^oli  fn  dato  dal  Cauoh;  aoi  tea.  I  della  oOlieùone 
de«  Savanu  itrangeri  (1827}  pag.  183.  L'iaiegrale  duplicalo 

I      '  I  .oo»{Ìk[/^ay)aen{x-*-y}diady , 

se  iatrodueaii  sollo  i  segni  d'inlegraziooe  il  fattore  e~"'^J' 
e  supponganai  «  e  j9  costaoli  posilive  iofiaitasime»  lia  per 
limite  cero  nel  cAo  di  i  4^  1,  e  all'incoatro 


nel  caso  di  A^l.  Pure  svolgeado  cos(2A(/'j:y)  per  le  potente 
ascendeDlì  di  i  ai  troverA  che  tatti  i  termini  dell'iolegrale 
ai  aoanllaiio  qualunque  sia  k:  questa  discordanza  che  s'in- 
contra adoperando  una  serie  sempre  convergente  mostra 
(egli  dice)  la  circospezione  con.coi  deve  ricorrersi  alle  serie. 
Ma  la  serie  che  rappresenta*  cosAs  sebben  convergente  per  z 
anche  grandissimo  é  divergente  per  x  in6nitD  come  cosia  al- 
lora A  ia4et«rminab>,  e  .ciò  rende  divergente  la  nuova  se- 
rie formata  cf^H'inlegrasioae:  infatti  si  ha 
ì 


s? 


I   ^"'dxcoix  =  — --"  =  a  —  «^  ■ 


e  differenziando  se  ne  traggono 

(*}  V.  anche  Pleia,  IratMo  desFintegraU  degniti,  Gap.  VI  e 
XIV  {Opiucoii  matetiMtki  e  fisici,  tomo  IIJ. 
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I  (-"a^d^sena:    e    i  e-f'x'dxcoax  , . 

cbe  BTranno  per  primo  termine 

=t  1.2.  .  .  «     e     ±2.3  ..  .  {n-|-l)a; 

untbUodo  «  in  j3  e  a;  in  y,  e  soBUlaendo  si  vedrà  che  Ira- 
scaraii  i  termini  di  più  dimettsicDi  riapelto  ad  «  e  /S,  la 
•erie  avrà  coefficienti  namerici  della  forma 

1.2.3     ...     « 


(n  -4-  2)(n  -*-  3}  ...  2n 

e'uri  divedente  qnaDdo  k  sspera  l'unitA. 

Sì  debbono  pare  alla  dÌTergesia  delle  serie  i  paradoasi 
cbe  presenta  la  dbllrina  delle  sezioni  angolari  ,  e  fibe  da 
nÌBDo  prima  di  Abel  erano  slati  pietumente  chiariti,  ilep- 
pare  dal  Poinsot  il  4piale  volle  invece  dedurne  la  spiega- 
xione  dalla  moHiplicilà  dei  valori  de'radicalì.  Laeroìx  {Trmté 
du  cole,  diff.  et  tnt.  tom.  Ili  pag.  €21,  i'«rù  1819)  rif»- 
risce  un  metodo  del  lig.  Deflers  per  provare  che  la  aerie 

seoflx  -*-  |-  8cn{n  ■*-  ^)x-*-  ecc. 

è  sempre  nnlla  qualunque  sia  x  ,  oentre  è  noto    eh'  essa  * 

non  6  l&Ie  per  «san*  ft  => -,    ed  é  divergente  a  cagion 

d'esempio  per  n  =  —  1.  A  tal  fine  si  ordina  la  serie  se- 
condo le  poterne  di  «  e  si  dimostra  cbe  (^nì  coefficiente 
si  lidnce  a  zero:  considerando  un'  altra  serie 

T,  =  «'r  -^-  ?  {«  —  2)'r--t-''^''~**  (n  -  4)'r-4-^- . . . 

e  calcolando  T,  per  i  ìmpari  e  t^\  si  trova  T, ^0.  Ma 
nel  caso  di 
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n^  — 1     si  ba     T,  =  —  1 -.- 3' —  5'-t- .  .  . 
(all'altro  che  zero;  onde  si  vede  qaal  conio  debba  farsi  di 
codeste  dimostrazioni  fondale  sopra  serie  di  coi  non  è  prima 
accertata  le  convergenza. 

7.  A  qoesli  esempi  altri  possiamo  aggiungerne  relaliri 
alla  celebre  serie  con  cui  da  Lagraogc  fa  sciotla  l'equasiose 
jT  ^=  «  -(-  f{x).  Nella  colteEÌone  de'  Savantt  etrangen  del- 
l'btitato  di  Francia  (lom.  I,  anno  1803,  p.  56T)  Parseval 
sommò  quella  serie  e  ne  ìnferi  che  la  radice  espressa  è  quella 
X  per  cui  la  differenza  x — u  $ia  numerìcamenU  minore  dà- 
Vunitài  emendando  il  soo  metodo  si  pn6  dedurne  un  teo- 
rema esatto,  cioè  qoello  stesso  teorema  che  in  altro  modo 
fa  dimostrato  del  signor  Geronimo  Frontera  io  una  Teti 
pubblicata  a  Parigi  nel  i851. 

In  parecchi  suoi  scritti  (Mom.  Àccad.  di  Torino,  2.'  serie, 
tom.  Vili  e  X,  -e  Antologia  luliaoa,  tom.  II)  il  eh.  car. 
Henabres  intese  rìvocar  in  dubbio  un  teorema  trovalo  e 
dimostrato  con  grande  acume  dal  prof.  Ghìò,  provando  che 
le  serie  dedotte  dalle  due  equazioni 

H  —  x-i-/\x)=j!),    k~X'^-¥(x)  =  0 
esprimono  (a  medesima  radice  se  pongasi 

M^k^k,    k^f{x)^Fix). 

Accompagnò  la  sua  dimostrazione  di  calcoli  prolissi  fatti 
dal  prof.  Olivero  sopra  un  caso  particolare,  ma  in  luogo  di 
questa  maniera  iiisnfficicntc  di  conferma  poteva  facilmente 
trovar  Ìl  termine  generale  delle  due  serie.  Perocché  posto 

yv    d-:{/uy 

"■°'-"-^''"-Ll.2....J..-- 
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Ora  facendo 

-i^. fW. 

si  avrà  dal  teorema  di  Taylor 

.        *"      d"y{A) 
l.a...i«    (tt" 
'  pel  tonnine  generale  di  9  (A  -»-  k)  ossia 
<f'-.|:/-(A-4-it)i- 

OBde  il  termine  generale  di  x,  sari 

jf"     'J '.(/A)- 

1.2.. .m  1.2.. .imM""*"-'  ■ 
D'altra  parte  U  formota  del  biaomio  Ah 
«(ti-l)-(»-«w-l), 
'  1.2.. 

pel  termine  generale  della  potenza  (k-t-yh)",  e  quindi  il 
lenniae  generale  di  «■  risulla 

fc"     »(b— 1...(b-m-4-1)  d-':  (  /  A)"-" 
1.2.. .1»  1.2.. .n  di-'         ' 

e  cambiato  n  in  n -+- m  collima  con  qnetlo  di  x,. 

Ha  per  conchindeme  x,  =  x,,  bisognerebbe  aver  dimo- 
stralo che  tnlte  le  serie  dì  cui  s'è  fallo  nso  sodo  conver- 
genti: senza  questa  prova,  i  calcoli  riferii!  servono  a  nulla, 
anzi  prodncendo  conse^uonta  contraria  ad  un  teorema    la 


-'  (/A)— A" 
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cui  verità  è  con  toezii  csadi  stabilita ,  pongODo  ìd  chiaro 
quanta  eircMpcEÌone  si  debba  avare  Bell'  b»o  delle  serie. 

Lo  stesso  insegnamento  deriva  dall'errore  che  Lagraage 
commise  nelC  assegnare  il  carattere  delia  radice  espressa 
dalla  sua  serie  :  inumo  a  che  credo  noa  ioopporlano  di 
esporre  qua)  sia  a  mio  parere  il  vizio  della  sua  diflKutra- 
zioue.  Parmi  eh'  esso  coosista  nella  tottituzione  della  urie 
inttra  alla  parte  che   contiene  le  potenx»    negative  di  u.  È 

vero  che  svolgendo  —  ovvero  ^-—  ,  le  potenze  poaitira    si 

presenteranno  in  termini  tanto  più  inoltrati  quanto  sari  più 
grande  l'esponente  n,  ma  essi  formeranno  sempre  una  serie 
infinita  che  potrà  offrire  una  sommt  apprezzabile  anche  > 
confronto  della  somma  dei  termioi\con lenenti  le  potenze 
negative;  è  vero  ancora  che  i  termini  lontani  possono  es- 
sere negletti  in  virtù  della  convergenza  ,  ma  entrando  il 
domerò  n  nei  coefficienti ,  pud  darsi  ohe  U  c««verg«UM 
-  divenga  più  lenta  al  crescere  di  n.  Per  chiarire  con  un 
esempio  queste  riflessioni  prendiamo  ta  serie 

1  1.2 


■i(ii-^l)(n-i 
1.2.3 


L',^~•l-H. 


che  senza  dubbio  è  convergente  finché  ìl'nodulo  di  e  4 
inferiore  ad  1  ed  é  allora  il  risolvimento  di  «""(l — x)-", 
tuttavia  i  suoi  termini  sono  crescenti  finché  si  avrà 

m-t-1    ^             .                nx — 1 
<«,     oasia    «<-; , 

supposto  «  reale  e  popilivo,  e  chiamato  m  il  numero  dei 
.lcir>MÌni  aotecedenii  «  qvello  che  si  considera.  Ora  preso 
Ito  BUiuero  determinalo  k  minore  di  x,  se  Cicciamo  r  eguale 
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ad  uqa  frazione  di  -z — -r-  non  maggiore  della  mela  dì  qtie- 

alo  nomerò  qua!  sarebbe  ponenaor  =  ^  ~ — — ,  r  crescerà 

ìndefiDÌtaraente  con  n  ,  e  perciò  le  potenze  positive;  di  x 
tfenpsriranno  tanto  pia  lardi  quanto  n  sarfa  più  grande  ; 
ma  non  perciò  la  parte  che  conterràquesto  pptènze  potrà 
mai  esser  frascuraia  a  fronte  ÀéW  altra  ptticlté  t«  potsatd 
posilire  si  mostreranno  appena  sarà  m  "^  r^  «  dà  questo 
termine  iiistno  a  quello  in  cui  m  eguaglerà  il  massinio  oa- 
me'ro  intero  coaleaato  in 


*ar— 1  ;        ■  1  itx— 1\ 

-, iessendo    r<ix  7- — 

1— a;  \  3  '1 — X  I 


la  serie  resterà  crescente  ,  io  guisa  cbe  la  seconda  parte 
sopererà  it  valore  della  prima.  Non  sarà  dnnqoe  lecito  , 
neppure  per  n  infinito  ,  di  trascurare  le  polente    posilive 

di  «.     ■ 

Si  osservi  di  pia  quanto  alla  sèrie  di  Lagrange   che  se 

a  denota  la  radice  da  eSsa  rappircseotala,  la  serie  intera  quale 

'        ■       ■  Mx)        "  ■     4(m) 

H  troverà  per  .esprimere  la  fsiiiiooe — ^. 4arà  sempre '^^ — 

mentre  la  parte  limitata  alle  potenze  negative  di  u  rappre- 

ntala  la  somma  S  i-~-  il  cui  limite  per  furcoo  dipende  d«lla 

scella  della  funzione  <f  come  ha  mostralo  anche  Eulero  Del- 
l' Introd.  in  Anal.  In/in.  §§,  344  ,  349.  ^^c.  laonde  si  fa 
palese  che  non  può  io  generale  essere  esalto  di  sostituire 
a  questa  parte  la  serie  intera. 

Il  medesimo  vizio  si  riconoscerà  nella  dimostrazione  d'Eu' 
lero,  ohe  giufta  uu'QwervAzioae  di  Artwgasl  ripetuta  dal 
cav.  Heuabres  propose  to.sleiso  ieorema  nel  lomo  JtVilei 
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JVoDi  Comi».  Acad.  Petropol.  C*},  nelle  altre  dovute  ad  Ar- 
bogasl,  e  in  quella  di  Laibbert  che  fu  la  prima  (Accad.  di 
Berlino,  1770,  pag.  227). 

Le  considerazioni  che  precedono  mostrano  pure  ('ìnsufl!- 
cienca  det,  raziocinio  e  dei  calcoli  da'quali  il  cav.  Meoa- 
brea  volle  desumere  che  il  teorema  di  Enlero  e  Lagrange 
é  vero  ogni  qualvolta  la  serie  è  convergeale  secondo  la  regota 
data  da  esso  Lagrange  (Accad.  dì  Torino,  ì.'  serie,  tom.  X, 
p.  115-125). 

8.  L'nso  delle  serie  divergenti,  ancbe  quando  le  formole 
a  cai  guida  non  sono  del  tatto  erronee,  è  inetto  a  deter- 
minare le  condizioni  e  i  cast  ne'quali  esse  sussistono.  Cosi 
dalle  dimostrazioni  di  Lagrange  e  del  B.  Plana  non  si  poò 
conoscere  per  quali  funzioni  siano  esatte  le  formole  (3)  e 
(4).  Il  Plana  risguardandole  come  generalmente  esatte  le 
applica  alle  funzioni 

ft  =  ^t,  ft  =  [/"(ol*  ~  t') , 
e  trova  espressioni  immaginarie  che  debbono  equivalere  a 
quantità  reali,  ma  crede  che  il  resto  della  sèrie  possa  ri- 
stabilire r  eguaglianza  {loc.  cit.  p.  104)  ;  la  quale  spiega- 
zione  accennala  senza  indicare  alcun  mezzo  di  determinare 
quel  resto  sarà  giudicata  insufficiente,  poiché  nìuno  conce- 
derà che  possano  essere  quali  si  vogliano  i  primi  termini 
d'una  serie  salvo  il  corregger  l'errore  col  sottintendere  un 
resto  opportuno.  Lo  slesso  Plana  riconobbe  la  necessiti  di 
altri  schiarimenti  «  afio  d'  éviter  fonte  méprise  dans  les 
applications  que  l'on  voudrait  faire  de  la  sèrie  de  Lagrange 
dont  il  est  ici  qucstion  »  (ivi  p.  105).  Dnolci  che  i  suoi 
schiarimenti  contengano  inesattezze  da  cni  riesce  sempre  più 
oscurata  la  materia. 

(*)  Arbogast,  Calcul  des  dértoations,  n.  335.  p.  891.  Si  deve 
parimente  ad  Arbogast  l'altra  osservazione  delle  relationi  tra  la 
formola  di  Lagrange  e  ■  metodi  d'approssimazione  di  Newton  e 
Daniele  Beraoulli  (ivi,  n.  3i0,  p.  Ì9G). 
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{H1) 

Posto 

.           f".    ,  .       min* 
A„.s=  I    duf(u]eoi , 

abbiamo 

sotto  11  coDdizione  0  <t±  kx^^a,  e  ricordando  il  BÌgoi- 
ficito  àij\x)  ne  dednciano 

af[kx)  =  J     dufiu)  -+-  2  2jAm  cos  —  cos  , 

e  poscia 

=G  -  ra  -*■  àéi  -  sèi  -^  •]/.''''«fi"> 

oV^   .  mufrl       -cosacn     ,  co»2x^      cps3x„,  T 

-  «X  *""" -li  -  i%3 1  à^-;:?^  3v;n-"  ■  ■  J  • 

.  ove  con  x„  denotiamo  l'angolo  compreso  tra  ■±n,  che  dif- 
ferisce   da  d'  un  noltìplìce  dì  2k.    Stese  le  serie  in 

infinito,  il  ^condo  membro  egoaglierà  per  la  formola  (9) 
l'espressione 

talché  la  serie  (3)  esprimerebbe 


Armali  di  Scienze  Hat.  e  FU.  T.  Vili  Navtnibr*  1857 
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ma  la  condizione  annancisla  impedisce  che  k  si  posta  far 
ioGoilo  e  però,  che  si  possano  stendere  in  iofioito  le  serie 
preccdeoU.  Tale  è  oondimeno  il  metodo  asalo  dal  B.  Plana 
ne'  casi  di  ot^^t,  ft=i/'(at  —  t*],  nei  qaali  esprime  quan- 
ùlk  immatfinarie  con  serie  conrergebti  reali,  conchìnsione 
troppo  singolare  i  inoltre  egli  dà  per  somma  della  serie  di 
La^ange  nel  primo  caso 

espressione  erronea  pel  coefficieal*  8,  che  ha  iotredotto  per 

avere  oipmesso  il  divisore  3  nel  primo  membro  della  for- 

^        1  11  tmzx 

mola  (9) ,  ed  erronea  por  1  esponente    • —  che  deve  cam* 

biarsi  io  x„.  Del  pari  errata  pel  coeSSciente  e  per  l'esponeale 
é  l'espressioBe 


2^  /    1^ 


ch'egli  trova  nel  secondo  caso. 

Anche  netl'allra  sna  memoria  già  cifsla  (oam.  5^,  il  B. 
Piana  considera  alcune  serie  (rigooomelriche ,  e  dimostra 
una  formola  sommatoria  data  da  Foisson  nel  tom.  VI  delle 
Memorie  dell'Istituto,  ma  la  concbiude  dalla  formola  lom- 
matoria  spesso  divergente  di  Maclaarin,  mentre  ora  sì  hanno 
dimostrazioni  pienamente  rigorose  di  quelle  serie  (per  esem- 
pio la  dimostrazione  del  signor  Dirichlet),  e  introduce  nna 
restrizione  non  necessaria  quando  per  determinare  ZiF(gi)Ì) 
considera  integrali  fra  i  limiti  0  ed  a,  e  assumendo 

„,=^J!l,  i-u,3,..., 

a 
suppone  ma  mnltiplo  dì  n,  il  che  richiede  sia  —    un  nu- 
mer    intero  (d.  Mem.  pag.  33-41). 
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9.  Dotile  formo)»  (3)  e  (4)  di  LtgBMige  sì  p«ò  d«darr8 
ana  eoHcgaeiiza  nUtira  al  leorama  di  FoaziercÒKtenate 
naU'eqaaxiakfl 

yW  5K  -  I  ooMudu  I  TTvtoosuedp  . 

Se  «Umùom  t^  Mia  qvuiiià  «Mtpresa  tn  ir»  «>  ~~>*  o  l'I* 
cbs  — ^— -  sia  an  namero  intero  o  nullo,  arremo 
COSXN  B»  eo9uf 

e  però 

(13)         fir)  =  -  J^^  c(>8tt'd»J^i>)c»9»i«to    , 
e  anche 

a      P3     2"-i-i     3'-.-»  -"  •  •  • 

2  r*  ri       eosw'        cob2«'  1 .    r  «  » 

"■ijJ.  li  -  i%:i  *2vT  -  -hJ/l')»»"*  . 

donde  per  le  formole  (3),  (4),  e  (9),  sapposto  a  =  1  nello 
prime,  si  trae 

2  r*    f^  .\  e""' C 
T{x)  ss-  Idu —  lAvScwuvdv  , 

ossia 

(13)  yi*i/^(-i)]=  -  rco8(«?i.^-  ijd»  r/ìf)c««rf. . 

Dal  paragone  di  questa  con  la  (12)  «i  scorga  cbe  quando 
la  fnntione,/^:c)  soddisfaccia  alte  condizioni  che  si  richie- 
dono per  la  esattezza  delle  mentOTate  formolo  di  Lagrange, 
il  teorema  (12)  di  Fonrier  potrà  applicarsi  a  valori  imma- 
ginari di  X  non  atenli  parte  reale. 

10.  Rispetto  al  prohlema  fisico  menzionato  da  principio, 
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noie  Boìio  le  specnlaziooi  de'  cbiari  geomelri  Venloroli,  Ta- 
dibi,  Giulio,  Piola,  HossoHì  e  Turazza  per  usa  soluzione 
rigorosa  e  STÌncolala  da  ogni  arbitrarìa  ipoteai:  disgrazia- 
tamente le  coDchiosioDi  a  cai  vennero  o  sono  mollo  meno 
generali  ch'essi  Don  pensarono  o  non  qorrisponditeo  ad  al- 
cuna specie  di  molo  che  s'incontri  realmente  in  natora,  sic- 
come mostrò  il  prof.  BellaTitia  qoM^  alla  nwggwr  parte 
delle  accennate  soluzioni  (*)  e  siccome  è  lecito  affemare 
similmente  per  le  altre.  Ma  &  notabile  che  lo  stesso  La- 
grange  aveva  gìh  per  qualche  caso  ottenuto  nella  sopra  ci- 
tata Memoria  tali  fermole  da  cui  apparisce  l' insofficienza 
delle  nuove  soluzioni  (F.  n^aetll.  $aurm.  T.  Ili,  p.  206-211). 
Supposto  che  il  vaso  ni  siumetrìco  intorno  all'asse  delle  (, 
Lagraoge  riduce  la  determinazione  delle  velocità  al  (rovare 
ona  funzione  9  che  soddisfaccia  alla  condizione 
^,  __  x|^_  1)  ±  9(i  -  xi/-  1)  =  H 
ove  H  ò  una  coatante  e  x  dipende  da  (  per  l'equazione  delle 
pareti.  Se  queste  «ano  rettilinee  lux  —i-i-  kt^  trasforma  la 
condizione  precedente  in  nn'equazìon  differenziale  d'ordine 
infinito,  e  integrandola,  dopo  aver  posto 

*  =  (ang6) ,    (A  ■*-  kt)"-  ==  x 
trova  che  al  segno  -t-  corrisponde 

<p{t)  =  m  -^  Ax  -^  «■•  -H  B*»  -+-  Ar»  -^-  .  .  .  , 
e  che  al  segno  —  corrisponde 

f(l)  —  — — — 7-  \ogz-+-Az'-t-ax-'-t-Bz^-wbx-i-t-  ...  -t-H', 
ny  { — 1) 

ove  A,  a,  Bi  à,  ecc.  H'  sono  costanti  arbitrarie  i 


(*]  Veggasi  una  sua  Memoria  del  1816  pubblicata  nei  Uovi  Cvm- 
mtutarii  dell'Istituto  dì  Bologna,  Voi.  Vili. 
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iofinìto.  Se  fc  ^  0,  *ì  potrà  nellft  prima  eHpressiooe  di  o{t} 
ridarre  za 


e  allora  oel  caso  di  H  ::=  0',   o)  •=  -  ',    essa  si  accorderà 

pieoameote  con  una  formula  data  dal  prof.  Bellavitis  nel 
nniD.  'S4  della  sua  Mcnloria.  Lagraage  applica  pure  qaeslo 
metodo  al  caso  d'un  cankle  rettilineo  di  larghezca  costante  ' 
e  spiega  come  si  debba  procedere  quando  l'asse  delle  (  non. 
dirida  il  caso  in  due  partì  ogaalì  e  Binili. 

Ora  il  Tentnroli  (*j  votendo  determinare  il  moto  d'  ob 
velo  fluido  raccolto  fra  due  rette  ysxO,  y:=bx,  giuoge 
alt'eqoazìODe 


e  coosìdei^ndola  come  uq'equatiohe  à  diSereofe  finite,  ne 

A 

deduce  F;(f)=.  -  con  una  sola, costante  A.  Ponendo 

ai  fora  che  Teqnaiionc  del  Venlnroli'  sia  compresa  io.  quella 
di  Lagrange  e  si  avrà  quindi  i 

<f(t)  =  1i'  -*-  Ax'  -*-«*r»  -t-Bx  -*-  òri  -*~  .  .  .; 

onde  si  vede  quanto  sia  particolare  la  soluzione  data  dal 
primo  la  quale  corrisponde  a  tf{t)  ^  H',  e  trascura  i  ter- 
mini contenenti 


(*)  Elementi  di  Heccanica  e  d'Idraulica.  Voi.  11.  pag.  31ì  (Mi- 
ano  1818). 
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supposti  y  ^  (Flangu  l'eqaii ione  delU  secondi  psrete.  Tale 
imperfeiione  nasce  faor  di  dubbio  dall'aver  cambiale  ki  sem- 
plici costami  le  funtioai  periodiche  arbitrarte.  L'espressione 
di  ¥{t)  poò~  anche  mettersi  sotto  la  forma 


,io=*<±ri<-l. 


indicando  con  ^  nna  fanùone  arbitraria;  ed  in  effetto  que- 
sta espressione  soddisfari  sempre  alla  fnfitidxale  (fqasiiooe. 
Ossetvo  che  Ditewbnrt  ^adicnya  illukoria  e  india  i  ri^ 
presentare  il  moto  del  fluido  ne)  caso  delle  pareli  n|tilì- 
nce  e  in  malti  altri.  l'cqsasioM 

p(x -*- ylA- 1)  -  ?(x  -  yl/-- 1)  =  2MV/-(- 1) 

{Mitcett.  tour.  T.  IH.   p.  386.) 

KeUtirameate  ad  un  .raso  formato  di  dite  pareti  retti- 
linee e  parallele,  Lagrange  dednsse  dalle  Ibrmole  (3)  e  (4) 
altre  MpressiOBi  delle  relocìtà  cbe  c«otengoqo  fnazioai  ar- 
bitrarie (ivi  p.  217-221). 

Dalle  cose  premesse  si  può  eziandio  conchindere  cbe  ì 
metodi  esposti  dal  Piola  coo^  generali  per  l' integrazione 
di  alcune  equazioni  a  derivate  parziali  nel  primo  velame 
delle  Memorie  delfbtitDto  LombH-do,  eoBdaconoioTeeèad 
integrali  affatto  particolari. 
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laR    QUATRE    nRSORNAGBS   APPELLA    TBKASYUI     IXTRAIT 

D'unR    LETTRE    ADUSBtE    PAR    II.  TB.  SINRt    MARTIN  DOTBN 

Oi  LA  FACOLTÀ   DB    RIIINES   AH.*.  BOHGOMMSm 

e*  date  de  ResnQs  le  IS^oian  1858. 


ArrivoQs  à  la  questiop  des  Thrasyll^s.  J'  ai  mainteoRat 
sur  ce  point  une  opinion  bien  arr«l6e  ,  et  assei  motivée 
pour  qa'  il  me  soìl  perinis  d'espérer  de  vous  la  faire  par- 
tager. 

Je  commencc  p^r  résumer  les  tèmoignages  sous  quatre 
numéros. 

I."  Un  composilcnr  de  nasique  ,  nommè  Thrasjlle  de 
Phiionte,  est  cité  par  Plutarque  dans  »on  traité  dt  la  Mu- 
tiqut  (1). 

II.*  Un  mathéma ticien  nommé  Thrasylle  est  cité  par  Théon 
de  Smjrne  ,  par  Nicomaque  de  Gérase  ,  par  Porphjrre  et 
par  Achillèa  Tatiua  (2),  comme  s'étant  occnpé  de  la  théorie 
mathèmatiqQe  dea  nombres  nnsìcaai  et  de  la  miuique  dea 
aphéres  céleites. 

III.*  Un  Eavori  d'Aagnte  et  de  Tibira  *  nommé  Thra- 
■jlle  ,  est  meslionné  par  Tacite  ,  par  SvAtone  ,  par  Dion 
Caasias,  pxr  Tbemislioi,  par  1' empereur  Julieo-et  par  le 

(1)  Voyez  PluUrque,  Be  Im  miuique,  e.  XXl,  p.  1137  F. 

(8)  Voyez  Théon  de  Smyroe,  Musiqve  e.  II.  e.  XXXIV  et  e. 
XXXVl  (c'est  i  dire  Arithmetùm,  o.  XXXIV,  LXVI  et  LXVIll). 
p.  71,  137  et  li^—HG,  ed.  de  Boulliau;  Atlronomu;  Epilogue, 
p.  310;  Nicomaque,  harmoHigius,  I,  pag.  fi  de  Meybauai;  Por- 
phyre,  sur  les  HwmoniqMs  de  Ptolèmée,  1 ,  6  (Wairisìi  ,  Opera, 
t.  3,  p.  MS  et  «70);  et  Àchilles  Talios,  Introd*elion  tMt  Phé- 
noménet,  e.  XVI,  p.  136  (PeUvJi  UnuoMgìQm,  1630,  la  folio). 
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SGoHasIc  de  Juvcnal  (1);  il  est  dèsìgné  commc  pbilosophe 
platoaicien  par  Themislìus  ,  par  1'  empereur  Julien  ,  par 
SvétODe  et  par  lo  scoliaste  de  Juvioal;  comme  ècrivaìa  lo^ 
la  philosophie:  plalonicienae  et  pjlhagoricienne  par  Dio- 
gene de  Lafirle  ci  par  Porphjre  (2)*  cemme  astrologne  par 
Tacile,  par  Svétooe  et  par  Dion  Gassius  (3):  comme  écrt- 
vain  sur  l'astronomìe  et  Sur  l'asti^jlogie  par  Achillès  Tatios 
et  par  Dèmophile  (4). 

IV."  Un  bistorieo  nommà  Trasylle  de  Hendes ,  remar- 
quable  par  un  esprit  grossièrement  et  rìdìcalement  snpcr- 
stitieux,  est  cité  pAr  Plìne,  par  l'auleurda  tratte  da  fUu- 
ves  atlribué  ji  Plutarque,  par  Jean  de  Stobi  et  par  Clémenl 
d'Alexandrie  (5). 

Màìoteuant  voyoos  ce  qu'  il  faut  conclure  de  ces  lémoi- 
gnagcs.^ 

Daos  la  DissertatioD  qui  précède  mon  èdilion  de  VAttra- 
numte  de  Théon  de  Smjrae  (p.  69-72),  j'ai  dit  qne  le  ma- 
théma(icien  fhrasjlle  (a".  Il)  citè  par  cet  auteur  doit  Atre 
distingue  de  l'histo^ien  Tbrasylte  de  Mendes  (n".  IV).  Je 
crojrais  alors  pouvoir  prouvcr  U  Decessile  de  iictiè  disUn- 
ction  ,  en  disant  qae  le  roethématicicn  Tbrasjlle  élail  de 

(1)  Voyez  Tacite,  Aniia/«,  ÌVi  SO— M;  Svétone,  libere,  e.  XIV 
et  LXII,  et  Caligola, z.  XIX;  Dion  Cassias,  LV.  11,  LVII,  15,  et 
LVin,  »— Ì8;  Tbémistius,  Ducowrt  V,  p.  63,  et  Dtseovrs  SI, 
p.  1i6  de  Morel;  l'enipercur  Julìen,  a  ThémistÌMt,  jt.  ^^9  de  P^u, 
et  le  Scoliaste  de  Juvénrf  sur  la  Satire  VI,  V.  172. 

(«)  Voyes  Diogene  de  Laerte,  <iX,  37,  38,  il,  45,  et  III,  1,  et 
Porphyre,  Vìe  de  Plotin  (dans  la  Biblioth.  ^r.  deFabricios,  l.  j, 
p.  i30  de  l'ancìenne  édilion). 

(3)  Aux  endroits  citès  dans  la  noie  3. 

(4)  Voyez  Acbilles  Tatius,  cité  dans  la  note  i  ,  et  -Dèmophile, 
Seoliit  sur  Vomraqe  astrola^iqne  de  Ptolémée,  p.  196  (Bàie,  1569, 
in  folio). 

(5)  Voyez  Pline  XXXII,  _9  [S)  et  1,  index  des  -livres  H,  IX,  et 
XXXI;  le  Taux  Plutarque  des  petnes,  e.  XI  et  XVI;  Jean  de  Stobi, 
Anthotogie,  titre  100,  p.  Sii  de  (ìessner  et  ClémeHi  Stromatet, 
1,  p,  ZJ&  D'  (Paris  1641,  in  folio).  '  . 


ly  Google 


(425  ) 
Phiionle  et  non  de  Mendes:  cette  preQTe  disparati,  parceqne 
le  nalhénMlieien  Thrasylle  doit  fitre  dislingaé  da  musiciea 
de  Phtìóate  menlìonnè  par  Plalarqne.  Mais  ane  seconde 
preàve  suluisle:  c'esl  qn'it  n'j  a  nulle  apparaoce  qne  cet 
hiaiorien  slopidement  laperstilieax  soìt  le  méine  qae  le 
nathémalìcien  philosopjie,  qui  èlait  astrologne,  il  est  Trai, 
mais  très-seosè  è  cela  prés,  comme  tant  d'antrea  p«DSeon 
el  satants  de  l'a&tiqoilé,  par  exenpie,  comme  l'astronome 
Ptolémée,  doal  les  onvragea  aslrologiqnes  soni  ,  quoi  qae 
qaelqaes  critiqaes  modernes  en  aient  pn  dire,  parfaitemeot 
aathentiqaes. 

Daas  la  mème  dissertation,  j'ai  admis  qoe  le  mattièmatioien 
Tbrasjrlte  (d*.  II),  cité  par  Théon  de  Smylvet  est  le  mime 
persoDoage  qne  le  philosophe  platonicien  et  p;thagorÌcien 
Thrasjlle  (n.°  IIl)i  ami  d'Anguste  el  de  Tibère.  Je  persiste 
entiirement  daos  celle  opinion  par  les  motisfssaiTants  1.* 
Tbéon  deSmjrncjNìcomaqaede  tiérase, Porphjre  el  Achillis 
Tattns  sont  dés  philosophes  platonicìeu  et  pjtbagorioiens, 
cn  ift'ème  lemps  qnedes  malliéinaticieni)  les  antears  qo'ils 
cHenl  daifs  lears  oavrages  matbèmatiques  onl  en  general 
4e  vème  doable  carACtére  de  matbèmalieieos  el  de  pfailor 
wphés.  llirtisylle,  tilé  par  eax,  et  cilé  oolamment  par  "niéon 
de'3mfrne,')iar  Porplryre  et  par  Achillés  Tatiasà  còlè  de 
tìercyllides  ei  d'A'draste»  est  un  pblIos<^he  maibémalicien 
tdmAe  dero^Itidés  el  comme  Adrasle  (1),  et  probablement 
è'pen  prés  dò  la  mene  époqne',  c'esl-à-diro  entre  T  avé- 
nement  d'  Auguste  et  le  commencement  des  Antoains.  S.* 
Noas  savons  par  Tbéon  de  Smirne  qne  le  maibématicìen 
Tbrasjllè  (n.*  II)  avait  écrit  sor  la  masique  des  spfaères 
celeste»;  el  nous  savons  par  ÀcbìMés  Tatius  el  par  Démopbiie 
que  ìa  pbilosophe  Thrasylle  (n*.  lU)  avail  écrit  sur  l'astro- 

(1)  SorDcrcvIlidès  el  sur  Adrasto  .  Voycz  ma  Dissertalion  en 
téle  de  mon  édìlion  de  V  Astronotìiie  de  Théon  de  Smyme  , 
p.  78— 79. 
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nomie  et  aur  l'ulrologie.  Or  Aabillfo  Tstius,  dtna  uà  méne 
ou?rags  et  à  troìi  chipitras  de  dUtaace,  a.  cili  l«  traile  i% 
TbrisjUe  lar  la  muiique  des  Bpéres  céleatM  et  le  traile 
as(ronomif[iie  «le  Thru^lle  Bur  Ib  soieil.  Le  ii»dbéinaticie« 
Trattile  (0°.  II)  écrivùo  sur  la  uasiquBi  et  le  pkilqfiopbc 
Thnsylle  (a°.  lU)»  .ierÌT&in  sur  rutrooomle,  wai  ioùc  biea 
«n  Seul  et  m&ne  persoDoage ,  qai  o'est  aotre  qae  le  pla- 
tonieiea  favori  d'Àagoite  et  de  Tlb6re,  utrologne  caÌTanl 
le  léanDignage  das  taleun  qui  parlent  de  sa  KaiM»  aree 
ses  deux  amperenn,  écriTain  sor  l'asirologie  raÌTaal  le  té- 
moignage  de  Démophile. 

Puifl  qn'  il  eal  eerlain  qnq  le  matbéatatioien  Tbraifile 
^D'.  II)  cité  par  TbiOD  de  Smirne  ,  par  Nìcomaqoe  ,  par 
PorpbjK  et  par  AcbiUét  Talii^  ea(  le  mAme  qae  Thra- 
«yUe  (n°.  IH)  con4«faporaÌD  d'Augoile  «t  de  Tibére ,  il 
QÈ  peat  pas  eire  le  aeme  q««  Tbrasjlle  de  PbUoate  (a'.l) 
eilé  par  Pinttirqae  è  còìÀ  des  muHcieiu  atUifu«i  Tjrtóe 
de  UABtiB^e  et  André  de  Goriatbe'  D'ailleurs»  coolre  celte 
ìdentiSeatioo,  oUtre  la  raison  cbronolDgique,  il  j  en  a  eacore 
noe  aotre  :-c'  est  qae  TfarasyJle  de  PbUoote  noas  est  cilé 
par  Plutarqaa  aoiaaM  an  artiste  eon^nniteur  di  wnuiftu , 
taDdteqae  Tbrasylle  cité  par  Tbioa  da  Saajrroe  n'  est  Dut- 
lenaeiri  db  fliHiicteit  4«Rs  cette  acceptiQa.da  siM)t,  aitisi  què 
Baratte  l'a  fori  biao  remarqaé.  Tbéoa  de  Smjme  (1)  di- 
slìngde  daos  la  mosiqae  troia  partiet,  aavoir:  1*.  la  mutique 
arUhmeiiqw  («ì  iv  dptBpuits  fiwtnoi),  oa  iliéorie  des  oooibres 
mnsicaax,  qu'il  aononce  l'ialeatioa  de  tratter  cemmé  partie 
iatègraate  de  raritmétiqae  1  et  qui ,  en  effet ,  dans  sod 
ÀritÀutéti^ut  composée  de  93  cbapUras ,  occape  les  cbapi- 
Ires  33-68  (2) }  2*.    la    mu$iqw   or;«nifM  {q  Év  épyaiMs) 

(I)  Aritkméliqut ,  e.  II ,  p.  SI.  Masiqìu  ,  e.  I.  et  e.  XXXVl 
(c'csl-à-dìre  arithm^lique)  e.  XXXIII.  el  e.  LXVIII.  p.  73— 74et  p.  115 
etsuiT.  de  Boulliau;  Attronomie,  EpUogue,  p.  338. 

(i)  Voyez  ma  Dissertation  en  téle  de  moa  éaitiou  de  Vastronomie 


,,Googk 


(431) 
c'eti-i-dire  It  mofiqiifl  vocsIb  et  ÌBsIrnmeolale,  li  oinsiqa* 
pralifne  des  ai lisle»,  qu'ìl  txclut  da  pian  de  ses  ir^raas 
cornine  étnogére  à  «es  éfades  de  philasQpliia  et  de  piathè- 
Htatiqvei)  3."  U  »mnq^e  eoimifut  {i  ì\ix^óiJiia>);  «a  nuAÌ^ue 
àdttfhtrea  c4le*te4,  qu*  Théw  airaìi  dù  initer  ji  Usuile 
'  de.sw.^ifrttnoMfe.,  coniine  »a  rattaehaat  à  (a  MieoM  dea 
«ptMBf  Tbfwjide  le  Bwlkiquticìeii  arait  icrìt  sur  Uatunfu* 
mrUfMitifve  ti  sor  U  nuti^ue  t»tmijHi,  «1  tont  bieo  c«fr- 
«d4r£t  rien  ne  prouve»  qii'il  aU  écvit  aussi  sor  It'mUftftw 
nydnìjwf;  tcar  ««n  Mite  'de  l'AtpMcardt  conearaait  proba- 
Uemelit  la.  Iliiari«  mathéoiHtiqua  des  PythigoTicWBa sur  Ica 
was  amMctax  (1).  Au  surpliu ,  peu  importo  pon-  natre 
qaeslion.  Jlais  ce  ^a'il  tduporte  4«  oea»Uter  ioi,  c'estqoe 
si,  dans  son  commentaire  lur  la  formation  de  l'dm«  suivant 
It  Timie  de  Platon^  Ptutarque  s'est  occupé  de  la  mutique 
arìtkmétique  et  de  la  mutiqHt  cosmique  ,  an  contraire  son 
traité  de  la  Musiqut  a  pour  objét  special  l'histoire  des  orì- 
gines  de  la  mutique  orqanique  e'  est-à-dire  de  la  pralique 
de  l'art  mosicali  et  non  la  théorie  des  nombres  musicaux. 
Thrasjlle  de  Phiionte,  qae  Platarqoe  cita  dans  ce  deroier  oo- 
vrage  à  ebtè  de  T^rtée  de  Manliaée  et  d'André  de  Corinthe, 
etait  comme  eox,  no  antiqua  compotìteur  de  mutique.  Il  n';  a 
donc  ni  molìf,  ni  preteste  pour  IraBsformer  Tbrasjlle  de 
Phiionte  en  no  matbématicien  philosophe  ,  tei  qae  fnrenl 
Phitolaus  et  Platon,  dont  Plularqoe  ne  parie  pas  dans  son 

de  Théon  de  Smyme,  p.  IK— 17.  C'est  i  tori  que  Bonillian,  dans 
son  édilion,  a  divise  ì'Arilhmetiqve  de  Théoa  de  Smirne  en  denx 
parties  ,  en  donnant  aux  3Ì  premiers  cfaapitree  le  titre  d' Arìtb- 
métiqne  de  Théon  de  Smyrne  en  deux  parties,  et  aux  61  demiers 
le  titre  de  Mutique,  tandigque  les  SS  demiers  ne  concernent  pas 
la  mnsique.  C'est  de  méme  a  tort  qu'en  donnant  une  édition  des 
"3%  premiers  cliapitres  ,  M.  Van  Gelder  a  cru  donner  une  édition 
de  tonte  Yarithmetique  de  Théon. 

Il)  Sur  le  traile  de  Yheptacorde,  voyez  Porphyre,  dans  les  Opera 
Mathematica  de  Wallis,  t.  3,  pag.  970.  Comparez  ibidem,  t.  3, 
p.  266,  et  Nicomaque,  Aormom^ttM,  I,  p.  20  1. 1  des  Mutieiveteret 
de  Hejbaum. 
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traile  àelamusique,  et  tei  qQe  farent  pluj  ttrd  Thrasjtle 
ami  d'Angnste  et  de  Tibére,  Dercjllidés,  Adnute,  Tbton 
de  Smjrae  et  Nicomaqne. 

En  résninS,  il  y  a  donc  lieo  de 'distìngaer:  l.'TbrasylIe 
de  Phtionle,  antiqae  comporilear  de  masiqDe;  2.'Thnsjlte 
faTori  d'Anguste  et  de  Tibdre  ,  phitosopbe  plalonìeìeB  et  ■ 
p;(hagorici  fl,  mathèmaticien,  «slromme,  asin^ogae^  autear 
d'oQvngcs  sur  la  pbilosophie  pUlosicien  et  pythagoricieone, 
snr  l'asUvnomie,  aar  l'astrologie,  sor  la  mmiqut  catmifu» 
et  snr  là  murique  aritkmetique}  3.*  l'bblorìea  soperstitienK 
Tbrasyllede  Hendes.  Le  Tbrasjlk  cit6  par  Tbéon  de  Smjme 
et  par  Nioomiqae  ett  le  second  de  ces  troia  {wnoaoages  et 
D'est  pai  de  (oat  le  masicien  praiiqae  Tbrasylle  de  Phlionte. 
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CHiPlTRES  IX.*  ET  XX'  UV  LIVRE  SECOND   DE  L  IRTRODUGTIOM 

ARITBHATIQDB  de    RICOmQDB  DE  G^RiSB    TRADDITS  DU  CREC 

EH   FBiNGAIS   PiR    M.    TH.    HENRI    lIARTin 

Doyen  de.  I«  Faculté  de  Lettres  de  Bennes  Hembre 

oocrespoadant  de  l'Institjut  de  France  et  de  l'académie 

.    des  Sciences  de  Berlin. 

JtVSfi  DIS  UMARQUES  DU    TRADDCTEUR    SUR    CES  CHAPITRES 


Cbap.  9.  Le  nombre  carré  est  celai  qni  lient  k  la  saild 
da  precidenti'  et  qui,  dai»  le  trace  géomètrìqae,  ne  donoe 
plus,  comme  lui,  Irois  angles,  mais  qdatre  aDglai,  loajoDrS 
poarlaot  en  ane  figure  éqnilatérale:  tela  soot  les  nombrea 
1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  SI,  100.  Car  les  tracés  gtomé- 
triques  de  ces  u»ubrea  deTieanent  des  figures  quadraogn- 
laires  équilatèrales,  de  h  manière  snifaate:  ' 

N.  B.  Le  lexte  suppose  évìdemmeBt  des  figures  qui  teaai 
queot  dans  l'èditìon  el  daas  les  ntannscrjts. 

et  ainsi  de  saìtc,  jnsqa'où  l'on  veat.  Do-  roste,  .ces.  oom- 
brea  ont  cela  de  common  aree  Ice  prècédenls  ,  que  1'  sc- 
croissemenl  dea  catés  suìt  la  sèrie  natnrelle  des  oombres.  £n 
effet,  eeloi  de  ces  nombres  qui  esl  le  premier  carré  virfuel, 
c'«at-à-dira  te  nombre  1,  a  pon^  c4té  l'unite;  celoi  qui  eai 
le  prebiier  carré  «ffeetif,  le  nombre  4,  a  poar  coté  2;  celai 
qui  eat  le  seeoad  earré  effectif,  le  nombre  9,  :a  pour  cdté 
3}  celai  d'aprés,  qui  est  le  Iroisième  carré  effectìf,  le  «om- 
bre 16  t  a  pouE  coté  4  ;  le  qQstriéme  a  ponr  c6lé  5.  j  la 
ewqnième  6  ;  et  de  mème ,  en  general ,  les  sulranls  ont 
ponr  cdtés  les  nombres  snÌTants.  Le  nombre  carré  esl  en- 
gendré  ,-  Ini  «ossi ,  de  la  eètie  naturelle  des  nombresex'- 
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posée  eo  rang,  ooo  pins  en  ajoutanl  i  l'iiDilè  et  k  cfaacan 
des  nombres  auivaoU  le  nombre  qui  vieni  aprés,  comme 
il  a  étè  montré  qae  cela  doìt  se  fìiire  pour  les  oombres 
triaogles ,  mais  en  prenant  tonloórs  les  'nombres  separi* 
par  an  intervalle- d*  nne  unite,  c''est-i-dire  les  nombret 
impain.  En  effet ,  le  premier  nombra  ,  qai  est  1,  est  le 
pramier  carré  TÌriael^  le  secorld,  qni  est  1-k3,  est  le  pre- 
mier carré  Affectif;  le  Iroiaiéme,  qni  est  1-^3  -w  5,  est  le 
aecond  carré  effecliPj  le  qnatrìéme ,  qai  est  i-tS  t-5-«-7 , 
est  le  troisiéme  carré  elTectif;  le  suivaat  se  forme  en  ajoa- 
tant  9  anx  nombres  prècédenls  ;  le  snivant  en  ajontanl 
11,  est  toujours  de  méme.  11  arrive  ègalement  poar  ees  oom- 
bres qae  le  cdté  de  chaeun  d'  eax  est  d'  aatant  d*  nnilét 
^a'il  7  a  de  nombres  ajovtès  enseMble  pour  fcvmer  ebaciu 
de  cf8  lombrea. 

Chip.  96.  Eb  oalre  ,  (out  carré  de?ieot  un  rtetamgt* 
eUsajT  ,  si  on  V  augmeat  de  son  ctM  ,  et  de  méne  si  od 
le  diminue  de  oe  uAme  c61é.  Ainsi  V  od  ooneoit  qoe  ce 
mime  carré  devieol  autre  soit  en  plus ,  soit  en  moios  ,  sì 
le  changemeat  s*  McoMptìt  par  additioo  oa  par  soostra- 
ction;  de  méme  q[ue  les  deal  espéces  de  Vinégal,  savoìr  le 
pluM  grande  et  te  ntoindrt  ,  preoneol  neiiisiDce  par  une 
additioD  ou  par  une  souBlractioD  sn^renaot  à  ce  qnì  ètait 
é<f»l.  Ceci  sufflt  ponr  jtfottver  qne  ces  dcnx  espéoea  par- 
ticipsal  d«  Viihnliei  et  de  la  dwerit'M,  ssToir,  de  la  divernti, 
d'ude  manière  indéfinie  ,  et  d^  l'identilé  ,  d'  ttoe  miDiéra 
ééfìole;  qne  Vanite  et  la  d^adf  partioìpeat  origioairement 
k  Vidéntitiei  à  Ift  diviniti^  «I  qse  Seoondaìreneat  Vimpair 
partioipfr  à  VidtnUti  ,  parceqs'  ti  est  de  4«  ««me  Mtare 
qae  Vuniti^  et  le  p«ir  à  la  divertiti,  perceqa'tf  est  de  la 
méne  octare  «pie  la  éy^dv.  Il  est  voeutfi  plot  étideol  qne 
le  eorr^a  de  l'affioité  aree  Vidmtitér  parceqo  11  est  Forme 
de  rtiNjMtr  par  eomporition,  et  qae  Je  rtetantiU  obloog  • 
de  l'aflMlé  a?ec  la  divertite,  parccqu'il  est  forme  du  jMur. 
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Ed  effet,  parane  amitié  réoiproqoe,  ces  dcqx  espéees,  dau 
les  dtox  séries,  se  commnoiqaent  l'ape  à  l'aatre  sAptrémeat 
lu  mfioieB  diSìirencw,  Mas  se  comnnnifiaer  les  raèaes  rap- 
porls  par  qnotiaot,  oa  Uen  les  mCmes  rapporta  par  ^ao- 
tiest  sans  Ibi  mAmas  difréreocas.  Gar  le  mppakt  par  diUoeiiee 
entra  4  et  3  doniM  Mitre  ces  deax  aonbres  la  lapport  par 
qaotisDt  2,  et  le  mème  rapport  par  differaoce  entro  4fit  6 
deDBB   aotre  cea  deax    nombraa  le  rapport   par    gootient 

donne  enlre  .ces  deax  nombres  te  rapport  par  qnazient 
1    s  *  tandis  qne  ce  mème  rapport  par  difference  entre  9 

et  12  donne  le  rapport  par  quotieot  1  ^   entro    ces    deux 

■ombres,  et  tonjoars  de  m6me.  Ainsi  ce  qui  est  le  mAme 
ea  ptaliU  est  aotre  eo  quantité  ;  et  ce  qai  est  le  infime 
BO  quantité  est  aalre  en  qualité.  D'  bb  autre  cAté  ,  il  ar- 
riverà nécesnirenient  que  dans  toates  le  positioos  la  memo 
difference  de  deax  termes  sera  dite  toojoars.  avec  difference 

d'une  nnilé,  -  de  1*  un  de  ces  termes  et  -  de  l'aittre,  oa 

11  11 

bien  :::  de  l'an  et  7  de  Tautre,  oo  bien  ancore  -t  de  Ì*no  et  = 
3  4  4,5 

4e  l'aatre,  et  aiusì  de  suite.  .Maia  TOrcica  quicoofirmera 
le  miaux  qae  Vinpair  est  par  excellence  la  caaie  de  Viden- 
tilé  et  que  le  pair  ne  l'est  jainais:  il  faudra  montrer  que 
celte  vèrité  se  maoireste  dans  Ioale  progressioa  par  quo- 
tieot, par  exemple,  dans  la  progrossion  des  doables,  1,  2, 
4,  8,  16,  32,  64, 128, 256,  et  daos  la  progressiop  des  iriptes, 
1,3,9,27.81,243,729,2187,  et  joEqu'ou  tous  roaSrezi 
Tous  irourerei  nécessairemeot  que  loos  les  nombres  de  rang 
impair  seront  carrés  et  absolumeot  aucaa  aotre, -et  qu'il 
u'j  aura  pas  nn  seul  carrA  dans  lei  rangs  pain,  En  outre, 
tous  Ics  Boipbres  formés  d'un  méme  nombre  pris  teois  foia 
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comme  facleaV  ,  e'  est-à'dire  les  cnbes  ,  qui  ,  ajant  trois 
dimemioiu  ,  sembleot  participer  pio»  cacore  à  Videntiié  , 
1,  8,  27,  64,  125,  216,  et  linst  de  saite,  mot  l'oeavn  des 
impairi  et  non  I'  oeurre  des  pain ,  comme  on  va  le  voir 
par  oae  mélhode  sinple  et  san*  eomplicatiòn.  Ed  effet,  les 
nombres  impatrs  depois  l'anlé  jnaq'à  riaCni  étaot  exposé» 
en  rang  ,  faites  l'obaerTalioR  suìvanls  :  le  premier  forme 
le  cube  virtwel;  les^enx  suivaDlsajonlès  ensemble  fomeat 
le  second  cnbe;  les  trois  solvaiits  formeut  le  3*;  les  qaatre 
d'aprèa,  le  4';  les  cinq  a  la  suite,  le  5'j  les  6  à  la  snìte, 
le  6*,  et  aiosi  à  l'infioi. 

BBHARQUES   SUR    LB    CHiPITRG    9. 

Le  chapiire  9  du  secood  lirre  de  l' Introduetion  arilk- 
mitiqueie  Nicomaque,  le  premier  des  deax  chapitres  dont 
OD  vient  de  lire  la  traductlon  ,  se  ratlache  aux  cbapìlres 
7,  8,  9,  10,  11  et  12  de  ce  méme  lirre,  et  ces  six  oha- 
pitres  renferment  une  tbéorie  sur  laquelle  qaelqoes  obser- 
Tationa  soni  aécessaires. 

Il  y  a  entre  rarìtbmélìque  et  la  geometrie  une  aDalogie 
réelle,  dont  l'otode  condnit  i  des  applications  utiles.  Les 
lignea  étant  expriméea  par  dea  nombres  dils  Unéairet)  dont 
cbaque  anìlé  représente  l'unite  de  tongueur,  les  aurfaces 
sont  expriméea  par  >des  nombres  dits  rtctanglea ,  qai  sont 
le  produit  de  deux  nombres  tinéaìres  ìaégaux,  ou  par  des 
nombros  earrii,  qni  soni  le  produit  de  deux  nombres  li- 
néaires  égaax  eutro  enx,  c'est-à-dtre  d'un  nombro  linéaìre 
pris  deux  foh  comme  faclenr.  Les  volumncs  sont  exprimte 
par  des  nombres  paralléìipipides  rtetanght,  qui  soni  le  pro- 
duit de  trois  nombres  liaéaìrcs  quelconques  ,  ou  par  des 
Qomhres  evhiqut»,  qui  soni  le  produit  do  trois  nombres  li- 
néaires  égaux  entre  enx ,  c'est-i-dìre  d'un  méme  oombre 
linèaire  prìs  trois  fois  comme  faclenr.  Celle  tbéorie  utile 
a  été  donne  par  Euclide  et  par  lous  les  géomélres. 
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Mais  les  philoeopheS  grecs  qui  oot  voulu  spéculor  sur  ' 
les  nMlhémaliquesse  soDt  efforcés  de  pousser  plus  loia  l'as- 
similatiOn  eutre  l'aritkinétìqae  et  U  geometrie.  Cel  efforl 
s  prodnil,  entre  autres  (héories  plus  curieases  qu'uliles  , 
celle  des  nombret  polygonet-,  sur  laquelle  le»  textes  pnn- 
cipaax -scmt:  1.°  Nioomaqne  de  Génse,  Introduetton  artth' 
métique  en  deux  livrt»,  IÌTre2,  clìap.  7,  8,  9,  10,  11  et  12 
(p.  117— la&del'édition  de  H.  Asl);  2.°  Jambliqne,  Com^ 
mentaire  sur  Vlntroduction  arithmétique  de  Niettmaque  (pag, 
82—87  de  l'édiUoD  de  TeanDliua,  Arnheim,  1668,  io  4^); 
3."  Théou  de  Smjrne,  Àrithmitique,  chap.  18,  19,  20,  23, 
25,  26,  27,  38  (p.  47—56,  58—64  de  l'édition  complète 
doooée  par  Boolliau,  Paris,  1644,  in  i.',  oa  p.  57,  59~61, 
63 — 65  do  l'édition  des  32  premicrs  chapiires  doaaée  par 
M.  V^uGelder,  Leyde,  1827,  ìd  S.*).  Micooiaque  de  Gérase 
est  UD  pbilosoplie  pjtagoricieo  du  secoud  siè'cle  de  nolre . . 
ère.  Théon  de  Smjrae  estuo  pbiiosopho  platonicien  du  coin- 
mencemeDtde  ce  mfime  siécle^  Jamblique  est  un  philosophe 
nèoplatonicien  du  qualrième  siede. 

Je  -dis  que  la  théorie  de  ces  philosophes  sur  les  oombres 
poltrone*  est  plus  curiense  qa'ulile,  et  qa'il  en  est  de  ménte 
de  leur  théorie  sur  les  aovahres  jtolyédret.  J'excepte  pour- 
tantla  panie  qui  concerne  les  nómbres  rectanglti  blcarrét, 
et  les  bombrei parallilipipide»  rectangUt  et  cùbigaes.  Ed  effet, 
les  nombres  rectanglet  et  carré»  exprimeot  la  mesure  des 
snrfaces,  et  les  uomhns  foralléUpifidtt  reetaagUs  et  cul>iques 
cxprimeoi  la  mesure  des  solides.  Au  contraire,  les  nombres 
triangUs ,  penlagones  ,  kexigonet ,  etc.  ,  de  méme  que  les 
nombres  tilraidret,  pentaédrei,  hexaédres,  etc,  o'exprimeot 
rien  qa'one  disposition  imagiuaire  des  unilés  dans  l'espace. 
Par  exemple,  le  nombre  triangle  doni  le  c6té  est  2,  c'est- 
à-dire  l«  nombre  3,  n'exprime  pas  l'aire  du  triangle  régalier 
doni  le  cAté  est  2;  le  nombre  (riangle  doni  le  cOté  est  3^, 
c'est-à-dirc  le'uombre  6,  n'exprime  pas  l'aire  du  triangle 
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régulier  doal  le  oAlè  ait  3,  etc.  De  mème  le  Dombre  ^n- 
lagone  dont  l«  coté  eit  3;  c'ósi-à-di»  le  nonbre  5,  a'itxprinM 
pu  l' Siro  da  ponlagone  régnlier  ,  doal  le  tMé  Mt  2  ;  le 
DOmbre  penligone  doDtle.còté  est  3,  c'est-à-dir«  le  nonbrs 
12  ,  n'stprìme  pu  1'  aire  do  penUigooe  r&galùr  doat  le 
c6lé  esl  3*  eie.  Il  eo'  eet  de  nftne  poor  les  aulrei  nooibres 
poljgones ,  &  l'eiceplioD  seuleasDt  dei  Dombres  nclaoglea 
el  carré* ,  qui  exprìment  ies  aire»  des  6gura&  correspoa- 
daDles. 

La  loi  do  formatioo  des  oonbres  Irianglas,  carréft,  peli* 
lagonos ,  etc.  j  telle  qa'elle  est  indic|aée  par  Misoina(|ae , 
aossi  bteo  qne  par  Jambliquc  et  par  Théon  de  Smirne,  se 
résame  daas  lea  tableaux  snivaott: 

flOHBRES  TRUKCLES 


Sèrie  naiurelle  des  nombres  Ht^là)  4  ]  5  |  6"|  7  l" 

Sèrie  des  nombres  triangles  |1[316|10|15|21128| 

Sèrie  des  diff.  oa  nombres  composants  il|2|3|4  |  5  |  6  |  7  | 


NOHBBES   CARRÉS 


Sèrie  nalorelle  des  nombres  |<|a|31  4  |  5  |  6  |  7  |  . 

Sèrie  des  nombres  carrés  |1|4|9116|25136|49|  ■ 

Sèrio  'des  diff.  oo  nombres  composants  |li3|5|7  |  9  |lljl3|      ■ 


KOHBKBS  KRTADONES 


Sèrie  naturellte  des  awbres        |1|2|  3  |  4|  5  |  6  1  7  j.- 

Sèrie  des  nombres  pentagones        |H5H2iaB'35|51|7Q| 

Sèrie  des  diff.  ou  nombres  composants  ]  114|T  |10|13H6I19|    .■■■. 

Les  nombres  bexagoDes,  heptagones,  oclogooes,  el<;>t  don- 
neraicnt  liou  k  des  lableanx  analogues.  Ces  tableaux  s'ez- 
pliqucnl  par  les  observaUons  suivantes: 
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i.*  Cllaqua  oonbre  de  la  siriè  naMrtHe  aaf  (e  còlè  ia 
pombre  poljrgone  correspondanl. 

2.*  Cbaqae  sèrio  de  noojbres  poljgoaes  commence  par 
l'oDÌIé  ,  qui ,  SDÌTant  une  expression  empruntóe  à  la  Mé- 
taphysique  d'Arislole,  n'ast  an  nombrc  trìangle,  carré,  peib 
(agone,  etc,  qu'en  puisiance  (duva/*»),  c'est-fc-dire  rirtuel' 
Ument,  tandisqne  les  oombres  suÌTanU  de  chacnne  de  ces 
sèrìessonl  trìaagles,  carrés,pBntagones,  etc-,  «n  acte  (ivtpyeioc) 
e'  es(-A-dire  effectivement.  Gfaaque  nombre  poligone  d'  one 
piéme  sérje  cpotiaDt  le  nonjbre  poljgoue  précedeal ,  plus 
la  différeoee,  et  par  conséquent  efaacun  de  ces  nombres  est 
la  somiQe  de-  toates  le  différences  prècédentes. 

3.*  Àinsi  les  dìfférences  sout  eo  iQènje  lemps  los  nom- 
bres composauts  des  nombres  poI;gones.  Les  nombres  com- 
posants  oa  dìfférences  forment  des  s^ries  dont  le  premier 
terme  est'  (oujoors  Tunìtó  ,  et  daus  lesqnelles  chacnh  des 
Dombres  snìvaots  est  dgal  au  précédeot  -*-  l  pour  ta  for- 
mation  des  nombres  triaogles  ^  au  précédent -4- 2  pour  la 
formation  des  nombres  carrés,  an  précédsnt -»- 3  pour  la 
formalion  des  nombres  pentagones^aa  précédeal-f-m — 2pour 
la  formation  des  nombres  qni-  ont  un  oombre  m  de  cfttés. 

4.*  Le  cdtè  de  cheque  nombre  poligone  a  aotant  d'unités 
qn'il  y  à  de  nombres  composants  comprìs  dans  le  nombre 
eomposanls  oompris  dans  le  nombre  poligone  correspondanl. 

Les  noms  de  triangles,  de  carrés  ,  de  pentagones  ,  eie.  , 
donnés  à  ces  nombres  ,  s'  ex-pliquent  par  des  figures  gèo- 
tuÈlriques,  où  les  unités,  représunióes.par  des  points,  sont 
distribuées  régulìéremcnl,  de  manière  à  montrer  comment 
chaqne  nombre  poligone  d'une  sèrie  comprend  le  nombre 
poligone  prècèdent  plcs  la  diCTérence,  et  est  la  somme  de 
loutfls  les  dìfférences  ou  nombres  composants  qni  précèdcnt. 
Les  figures  manquent  ici  dans  les  manuscrits  ,et  dans  Ics 
édilions  de  V Introduetion  Àrithtnétique  de  Nicomaque>  mais 
on  Ics  trouve  dans  l'édition  du  Cvtnmenfat're  de  Jamblique 
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et  dans  les  deox ééUìoatdeVAritmétìquaée  Théon  de  Smjrae. 


-  u  t,  «,«. 

.-)-  ■ 

'■  ;■■  i  i 

et.     .  -  •     •     •  S 

::;--| 

*-.     .■  '•■    •     ■ 

1 

-•      M 

«.  ;  ri« 

w.  ■ 

"i                   !? 

-■1-                0 

.r^          ^ 

—'    w 

«./•'^      i 

„.-•■  .--  1 

•      ^   *-"    .; 

*••■' 

»•    /     >|5 

^ 

"  •■  .    / 

^»  «j 

.'^'  /*(. 

^ 

«-'x-   '•  |s 

„     O 

•     ^«r     1 

**"•*- 

*■•    ,^* 

"*  *       '••,     ' 

Su» 

t:  /}P 

^,     1* 

-r  r          o 

*"*   •.       ,.• 

-.-il-,  1 

*  »' 

_  e 

F^     «•      Cn 

*-7  •  \ 

"*'     t     M    ■ 

'"-•'          ^*      \    \    lu 

::::  IH 

'  *  ,    /* 

».  .   !  i 

Je  Ics  reproduis  ìci  pour  les  triangies ,  les  carrés    et  I« 
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penlagoses  ,  ea  joigoant  daseaible  par  de  lègers  traila  lea 
potnts  apparteoant  k  cbacun  des  aombrea  conposanis,  afia 
4e  metlre  en  éTÌdence  ees  Dombres  ,  qui ,  en  s'ajoutanl  , 
fonnent  chaque  nombre  poligone.  Lea  nombres  de  la  sèrie 
natnrelle  ^ont  écrits  soos  le  c6U  iaferìeDr  ;  ìea  nombres 
compoaaots,  oa  difTérences,  sont  écrìls  te  long  du  c6té  adja- 
cent  vera  la  gauche;  les  DOmbres  polygoaes  sotti  ècrils  sa- 
dessDs  de  chaqae  6gare:  ■ 

On  aorait  des  Ggures  aoalogues  pour  les  hexagooes,  hepta- 
goDes,  eie.  * 

DEIIiRQUES   sua    LE    CRAPITRE    20. 

L'aatevr  a  dcmnè  plus  hant  (li,  17,  p.  129  de  rédilioa 
d'Ast)  la  définition  de  ce  qa'il  entend  par  reeiangìe  ohlong 
(itepefiqxijs):  c'esl  no  reclangle  doni  les  denx  cdiés  adja- 
cenu  dìffèrent  d'une  unite  teulementf  eomne:  1  x  3  ^^S, 
ax3  =  6,3V4=12,  4x  5-»20,5x6=80,6x7  =  42, 
7x8=  56,  eie.  Il  yienl  de  donner  dans  le  ebapitre  prè- 
cèdent  (II,  19,  p.  134)  an  aatre  mode  de  fiormalioD  de  ees 
f'ectangla  oblongt,  par  l'additioo  snocessire  des  nombre»  eom<- 
potantt  oa  diffirtnca.  Nona  avons  fu  plns  baal  (chap.  9, 
Remarqnes)  qne  les  nombres  eomposants  oa  dìfférences  des 
Gfirr^'sont  les  nombres  de  la  sèrie  des  nombres  impairt. 
Le  nombres  ctunposànls  ou  différenèes  des  reetangles  oblongs 
soni  les  nombres  de  la  sèrie  des  nombres  pairr. 


Sèrie  des  rectangles  oblo^s  |l 


Sèrie  des  différeoces  |2|4i61  8  1 10|12|14[16|  , 

lei,  aa  commeocement  da  ebapitre  20,  Nicomaqne  donne 
^nx  mojens  d'obtenir  la  aérie  des  rectangles  oblongs  à 
l'aìde  de  la  sèrie  des  carrés.  Le  premier  procède  consisto 
k  ajouter  à  chaqne  carré  soo  cftté;  le  second  à  relraocher 
4Ìe  chaque  carri  le  cA(é  de  ce  méme' carré.   Gnajoutant, 
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Sèrie  ies  carrés    ■  ■  .  ■  |114j  9  |16  25|36|49  64|...  _ 
SériedesrecUngle»Qb]ongsl2|6\12120l30l42|56l721— 

En  rolrancbant,  on  a:  1—1  =^0;  4—2  =  2;  9—3 
i6  —  4  ss  12«  etc.  Ce  qoÌ  donoe  le  tablean  saivant; 


Sèrie  des  carrte  "... 

'  Sèrie  dès  rectaogIe'9obÌong8l0[2T6|12[20|30|4ai56172|:. 

Les  consideralioDS  qne  l'auteur  présente  ensaìte  sor  le 
n}le  dt  l'iàtntilé«t  de  la  divenite  Aaiahuério  in  catréa 
et  daiu  cella  de»  rectaDgles  pbloDgs,  nttr  l'uoiti  conaidtrte 
iCQPime  principe  d'idetUtti,  et  stur  la  dyaie  (nopbra.  %  faotear 
4e  toiu  les  oombns  ptin)  considérèe  eomsM  pfìikcipe  de 
dH>*riUi,  ce»  comidéralioiu,  dit-je,  appartiAmenlft  la  pbi- 
losophie  de  PjalOD,  qui  sairait  «B  cela  leajndiUÒDS  i^- 
Ihagoricieaii^  E»  affeti  sqr  le»  l'dte*  de  nttme  {tecùxSìt)  et 
i'wiM{0ca£{Uii),Ì'idtHtil4(xaar:9tTK)^iàedivtr*ité{éTtf>ètKh 
et  Bar  la  parlicipatMui  .4fi  tpna  l^  élna.à  tea  ìdÉea  ^  oo 
peut  vojr  4irera  tèttes  da  Platon,  par  ezemplé  le  SopkiM 
(p.  250-260,  Paris,  1578,  in  fol.)  et  le  Tinte  (p.  25-37. 
iD^me  a,),  hfia  plalooiciens  doDBaìent  è  la  miiUIplieitA  le 
nom  de  djfade  indèfMÌe  (ivàg  àéfitatt?).  Il  eit  donc  aatDrel 
qae  la  dyade  et  ses  maltìples,  c'est-ii-dire  les  nombrea  pain 
soioDt  cOQsidéréa  par  le  pbiI<Mopbe  platonìeietl  et  pjt^orìcien 
NicomaqDe  comme  participant  sourloat  «a  [Hrincip*  de  b 
muìtpUeiU  et  de  la  divertite,  landisqae  l'aailè  et  les  nom- 
bres  impaiis  participeot  Mortfnit',  snivaat  lai,  ao  prìacipe 
de  i'uitité  et  de  l'identiti.  Dans  le  chapttre  9  et  ^ni  net 
Remarqoes  sar  ce  cbapitre,  noos  atons  va  qoe  les  lOMbres 
compesants  dei  carréi  sont  lea  nonbres  inpaira,  1,  3,  5,  7, 
etc.  Dmc  ,  suivanl  Betrre  aateur,  le  carri  a  de  l'affinité 
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■Tee  VidtHlilé.  Noos  TenoDs  de  voir  qne  les  oonbret  Gom- 
poMDts  des  racUDgles  sont  les  nonbres  pairs,  2,  4,'  6,  8, 
eie.  Doncf  saÌTMt  lai|  lea  reolaaglei  oat  de  l'aOdité  «Tee 

L'  antaur  ajonto  qae  «  ai  l'oa  compare  {vojex  cì-detso* 
le  TMtan  G)  lea  noabres  de  la  sèrie  des  carrés  atee  ceax 
de  la  sèrie  dea  récUngtes,  on  troave  qne,  lorfq'nn  aombra 
d'aoe  de  ces  deoisérìes  est  moyen  pr^p^rlionnel  pardiffireitce 
elitre  deax  noaabres  de  l'antre  sèrie  ,  il  a' est  pfls  t^oyn 
proportionnet  par  fuoHtnt  entre  oes  deox  ntèmos  oombres 
et  qne  lorsqu'  il  ett  moyen  proporliooBel  en(re  etix  pur 
fti»tùntt  il  B«  l'est  pas  par  iigfértHfeì  mais  il  l'est  toajoara 
de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deox  manières.  En  effet,  le 
carré  4  dst  Bioyeo  proportionoel  par  différtnet  entre  lea 
reetuigles  3  et  6;  le  carré  9  est  mo^eo  preportioonel  par 
iif(4rtMt  entre  les  rectangles  6  et  12;  le  carré  16  est  mojen 
proportionsel  par  différenee  entre  les  rectugles  12  et  80j 
fltc.  D'nn  aolre  còte  le  rectangte  2  est  mojren  proporlloonel 
par  quotient  entre  les  carrés  1  et  4;  le  rectangle  6  eat  mofeo 
proportioBBel  par  quotìent  eetre  les  carrés  4  et  9}  le  recUn- 
gle  12  est  moyen  proporlionnel  par  quotitnt  entre  les  carrés 
9  et  16,  etc.  RomarqBons  qae  Taatear  oomme  rapport  de 
qualité  te  rapport  por  quotUnt ,  et  ra|^iort  de  quantiU  le 
rapport  par  différenee. 

Il  ajoate  qu'uDe  méme  différenee  entre  nn  carré  et  od. 
reclaogle  et  entre  ce  mème  carré  et  unauire  reclangle  sera 
one  fraclioo  differente  da  plua  grand  des  deox  nombres, 
de  telle  sorte  qae,  le  naméraleor  de  chaqne  fraclion  etani 
1,  la  différenee  des  deax  déoominalears  soit  loujoars  d'une 
nnilé.  Ed  effe t  (yojez  le  TMeauC),  4— 2=3,  et  6— 4==^; 

mais  =  -  =r  De  méme  9  —  6  =a  3,  et  12  ~  9  =:  3}  mais 

3  =  1  =  -3-  De  méme  encore  16-12=4,  et  20— 16=4  i 
4         4 
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»       16       20         .     .   ,        , 
mais  4  =Tr  =   — .  él  ainsi  de  suitc. 

L'aDtear  rémarque  citSBÌte  qu'élanl  donnèe  la  progression 
dont  la  raison  par  quotient  est  2  ,  et  la  progression  dont 
la  raison  par  quoltenl  est  3,  ob  peut  voir  qae  dflna  cka- 
cune  de  ces  deux  progréuions  toue  les  nombrea  de  rang 
ìmpajr  et  ces  nomlires  seais  leroDt  dea  carrèi:  ce  qai  proave, 
sDÌvant  lai,  que  le  carré  a  de  l'affinitè  avec  l'tm^Mitr-,  et 
par  conséqaenl  avec  V  unite  et  V  identiti.  Cette  nèmc  af- 
finile exisle  encore  mienx,  saivant  lai,  poor  les  cobes;  car, 
9aÌTant  sa  remarqne  ,  le  .premier  nomhre  de  la  sèrie  des 
nombres  impain  est  1,  premier  cube  virtuel;  la  somme  des 
dciix  nombres  impairs  suivants  (3-t-5|  donne  le  second  cube 
8j  la  somme  des  troia  nombres  impairs  suivaDU  (7-+-9-«-11) 
donne  le  troisiéme  cabe  27;  la  sommq  des  quatre  nombres 
impairs  suivanls  (i3  m-  15  -i-  17  -^-  19)  donne  le  qsalriéme 
cube  64,  et  ainsì  de  snile. 

Je  pensc  que  ces  rcmarqaes  sur  les  chapUres  9  et  30 
de  ì'Àrithmitigue  de  Nicomaquc  saffisenl  ponr  en  espliquer 
le  sens.  Ces  remarques  étaienl  nécessaire!  ,  parceqne  ces 
dcux  chapilres  louchcnt  k  4és  ihèorìes  antiqucs,  lou1-à-fai( 
^trangòrcS  &  l'arKhmélique  moderne. 
Bcnnes  le  12  janvicr  1856. 

H.  Martin. 


ly  Google 


(  «1  ) 

SUPERFICIE    DEI    CONI    E   CILIKDRr. 

HEMORIA 

m€h  PMOV.  MATTIA  AZZARELLI 

CAPITANO   D'/HtTIGLIERIl 

1.  Il  Cardinali  in  una  sua  memoria  stampala  in  Livorno 
nell'anno  1809  sulla  teorica  delle  funzioni  ttllitliche,  come 
appiicazioDC  di  quesli  trascendenti  indicava  il  modo  per  aa- 
8eg;nsire  le. superficie  dei  coni:  il  Legcndre  nel  suo  Irat- 
UlQ,(^(e  flesse  runtioni  ellittiche  pagina  329  e  seguenti 
del  tQmo  primo  si  occupava  dello  stesso  problema  ben  più 
dif^esamtinte:  questo  argomento  veniva  pure  trattalo  dal  Plana 
nei  giornale  di  Creile  tomo  36;. ed  in  ultimo  il  dott.'  J. 
^iqnger  in  .questi  Annali  alla  pagina  119  del  t.  II.'  asse- 
gnava la  superficie  del  cono  obliquo  a  base  ellìttica. 

Profittando  dei  lavori  di  questi  chiar.  geometri,  nel  trat- 
tare (ale  argomento  ,  priocipiercmo  dallo  stabilire  le  for- 
inole generali  per  la  quadratura  di  qualunque  cono,  e  per 
alcune  altre  ricerche  che  ne  possono  dipendere;  di  esse  for- 
mole'faremo  quindi  t'applicarìone  ad  alcuni  coni^  ad  assegne- 
remo ancora  le  foratole  generali  per  la  determinazione  delle 
superRcie  dei  cono-cunei»  e  di  lotti  ì  cilindri. 

Determinato  Ìl  fine  di  quanto  siamo  per  dire,  sia  il  se- 
guente. 

2.  Problema.  Data  la  lunghezza  dell'asse  di  uit  cono  qua- 
lunque, e  la  linea  direltrice,  auegnare  una  formolo  pel  cal- 
colo della  tua  tuperficie. 

Sia  C'  l'orìgiae  di  due  assi  tra  loro  perpendicolari  fig.  1* 
A  questi  venga  riferita  una  curva  che  diremo  direttrice: 
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(M2) 
preso  su  di  essa  an  punto  qualunque  H  siaao 

CP  =  a:  ,     PM  =  y 
le  coordioate  ed 

l'equuiooe  avA- 

Di  un  pnalo  qualunque  S  nello  spazio,  sia  SB  t'afleZza 
sopra  il  piano  delle  coordinate:  Immaginando*  ora  cbe  nna 
retta  passando  per  S  percorra  la  corra  ABlB  avremo  aa  cono 
del  quale  si  dimanda  la  superficie.  Per  mag^fiore  semplicità 
riterremo  cbe  il  centro  di  esso  sia  in  G,  onde  CS  ne  rap- 
presenti l'agge  dato. 

Si  concepiscano  due  rette  generatrici  infinitamente  pros- 
sime SH,  Sm;  la  superficie  SMm  sari  rdemento  della  su- 
perficie del  cono.  Onde  assegnare  il  valore  di  essa  imma- 
giniamo condotta  at  punto  M  la  tangente  TH,  e  per  que- 
sta e  la  generatrice  SH  passi  un  piano  ,  cbe  sarà  quello 
tangente  il  cono:  se  ora  per  l'altezza  SB  del  cono  sì  im- 
magina condotto  oq  piano  normale  alla  traccia  o  tai^nle 
TM ,  la  intersezione  SN  col  piano  tangente  rappresenterà 
l'altezza  della  superficie  elementare,  la  quale  designata  per 
dS  avremo 

^        MmxSN 
•   dS  =  -~^— . 

Le  coordinate  del  ponto  B  sono,  usando  le  deAomiiHuioni 
degli  angoli  notali  in  Ggora 

CI  ^  /cos9coSj3  ,      IB  =  lcM93Vop  , 
perché 

CR  =  lcos9  . 

L'altezza  del  cono  in  funzione  della  lunghezza  dell'asse  sari 

SB  —  It^aB  . 

3.  Per  determinare  la  SN,  e  la  lunghezza  di  una  gene- 
ratrice qualunque  SM,  osserveremo  essere  aecessario  cono- 
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scere  ItN,  ed  MB.  La  prima  di  qneste  rette  è  la  langhezta 
della  perpeodicolare  calala  da  ad  ponto  dato,  sopra  li  Md- 
feote  alla  direttrice,  eioé  soila  retta  di  eqaasioiM 

Y»=^  x-f-  y^^^y 

«ir  (te        * 

onde  essendo  generalmeale 

e  n«l  caso  presente  avendosi  •.,,  : 

y'-=  (cosSsen/S  ,     afs= — /cos9cos^  a,':, 

dy  yjr— gdy  j 

«ir  '  dx 

sarìi  sostituendo  e  riducendo 

a;dy— y<ii;-t-MycosScos/3-t-/(iiCCos5seDj3 
•  "^  ' 

La  MR  é  una  retta  la  quale  passa  per  due  punti  dì  eoor- 
dio^te 

X I  y  ;  —  IcosdcosjS  ,     Icos^sen^  , 
onde 

UB.s={x-t-  Icosdcos^}*-*-  (y  —  IcosdsenjS)* 
ovvero 

MB  =s  ae*H-  y'~*-  Tcos'fi  -^  StrcosScos^  —  2Iycose8en;3   , 
e  quindi  per  le  due  cereale  rette  avremo 

-  =  =^ 

Xt^[(^y — y(ir-^Uycosdcos/3-i'/(ÌxGOS$sen/3)'-*-I'(I(*sen'd)] 

MS  =»  |^[«'-t-y"-*-Ì'-«-2tecosecos^— a/ycosesen/S]  , 
dopo  di  che  abbiamo 
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X  l/'lixdy  — y(t!rM-Wycos5c09p-i-Ì(iicos9seD|9)'-«-(*(Ì«*seD*S] 

pel  valore  deirelemento  di  superficie  di  qualunque  cono, 
e  quindi  dalla  inlegrazione  di  qaesla  entro  dati  limiti  ne 
risalterà  la  superficie  finita. 

Se  vorremo  considerare  il  caso  dei  coni  i  cai  assi  siano 
obliqui  soltanto  rispetto  l'asse  delle  2 ,  cbe,  seguendo  Le- 
gendre,  diremo  coni  ad  una  sola  obliquiti,  chiamando  gli 
altri  a  doppia  obliquili  ,    dovremo  porre   J9  i=0  ,  se  poi 

vorremo  i  coni  obliqui  rispetto  l'asse  y  faremo  j3  ^  ^  eoa 
cbe  avremo 

(2)  dS  —t  Ji/  {.[xdy  —  ydx  -«-  Wycos?)*-!-  /*d*'sen'fi] 

(3)  dS  =  iWKxdy  —ydx-i-  ldxcoaG)*-i~  l'd$hm'6'\  . 
Se  poi  vorremo  considerare  ì  coni  retti  sari  ancora 

9  =  0 

e  cosi 

(4)  rfS  =  i  1/  l{xdy  —  ydxy-^-  i'd**] 

4.  Se  ora  si  voglia  la  formola  generale  data  in  funzione 
delle  coordinale  polari  r,  a  avvertiremo  essere 

X  =  reota  ,     y  =  rsenu  , 
e  pcrcbè 

da;  =  drcoea  —  rdusenu 

dy  =  drsenu  -i-  rtiucos» 
troveremo 

xdy  —  ydx  =  r'da 

e  quindi  sostituendo  0  ridacendo  sari 

■ffl)-t-rduco8(^-i-u))' 
-t-^'{r'da'-^'dr*)seu'92 
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pei  coni  a  dop{^ia  obliquitji,  e  per  quelli  ad  nna  sola  obli- 
quità, essendo  p  =  0,  sarà 

Xl/[(r'(to-f-Icos9(drsen6H+-rds)cos6)))*-4-Ì'(r'(&)'H-rfr*)sen*6], 


(6) 


m  :  .  ,      ..     .      ,      2      , 

'    X  k^[(f '(fc*-t-icosfl(drcosM— rda»8enu))'-Hr{r'dM"rt-^r')s«n'fi] 

e  finalmente  per  ^  =  à  «vremo 

{8)        dS  =  ii^lr^da'-^  dl'(r'da'^  dr*):i       '   '  ' 
5.  La  forinola  generale  (1)  pad  determinarsi  ancora   in 
modo  forse  più  semplice,  col  prendere  per  l'area  elemen- 
tare quella  del  triangolo  SMr,  trascurando  cosi  una  quan- 
tità isGnìtesima'  del  second'ordine. 
Abbiamo  di  fatti 

HrxSH 


SMr- 


2 


ora  per  calcolare  quest'area  indipendentemente  dall'angolo 
MSr,  avvertiremo  essere 

Mr^  l/(Mm  —  mr) 
ore 

ntr=<i.SM,     . 
onde 

SMr  =  i  X  SMXk'id*'  -  (rf.SM)') 
Ma  essendo 

mS  =  x*-4-y'-t-/'-+-2izcos5cos/3— 2iycosffsenj9 
da  cui 
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xdx  -t-  ydy  -*-  /drcos^cos^  —  IdycosQsen^ 

~  y[x*-t-y'  -*-  /*  -t-2tecos9cosj9  —  2/ycos9seDj3] 
B  quindi 

dS  =  ll/"[**  -*-  y*  -+-  r-hf  atecosScos/S  ^  SfycoseseojS] 

I  /^r,  1       (3!(tr-^-ydy-*-Wa!cos6co8)3 — Wy«HflBeiij3)'l 
^y    |_  j;'-*-y*-W*-H2tecoseco8/3— 2iycos$8eo;3  J 

(a  qnale  ridotu  riproduce  la  (1). 

6.  Il  secondo  metodo  impiegalo  per  la  delenninaxiooe  dol- 
t^rea  «Inoentaré  ci  conduce»  stabilire  aaa  formoli  pel  cal- 
colo di  un  angolo  piano  eguaio  4  quello  che  risalii  al  vertice 
del  cono  lorquando  sì  spiani  la  sua  superficie. 

Considerando  l'area  SMr  quale  settore  di  raggio  SH=:4 
e  dì  angolo  da  abbiamo 

dalla  quale,  sostituito  per  k  iisno  valore  in  funnose  delle 
coordinate  rettilinee,  deduciamo 


(9)         d«  *=  - 


J*-i-2tn;Os{'cos^— 2(ycos9sen(3 
ed  in  funzione  delle  coordinate  polari 
2dS 


(10)  dee: 


r*-*-l'-*-%lrcfuacosScos§  — 2/rsen(i>cos9senj3 
le  quali  pei  coni  ad  una  sola  obliquità)  sì  riducono  a 
2(fS 


(11) 
(12) 


a!*-i-y'-+-i'-i-2trcosS 
r'-+-r-*-2/rcosa)co85 
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p«r  (3  =  0: 
(13) 

(447) 
Cd  a    - 

2iS 

*  "■  l'-^s'-i'-SijcosJ 

(M) 

da^               ^* 

r'-<-!'-2Ir»en»cos9 

p«;S  =  |. 

Quando  si 

sDppoDMM  cl)'a  t  <;ODi  roasero  retti ,  oas«ni)o 

6=sr,   avremo 

(15) 

idS 

d«="5 5 Ti 

(IS)  <fa= 


7.  Le  fonuole  stabilite  servono  aucora  per  assegnare  la 
curva  cbe  tvroiìiia  li  superficie  del  cono  lorchè  venga  spia- 
nata. Poicbé  designando  per  p  la  lunghezza  di  una  gene- 
rati-ice  che  dal  vertice  del  cono  va  al  punto  »,  y  della  d{- 
iiettrìce  abbiamo 

(17)    p*=a!'-*-y'H-r-*-2fci»cos9cos/5-^2/yco8foen/3 

r  da= 

{^m[/'l{xdy—ydx~t-ldycos$cosfi'^ldxcos$aea^y-t-t'di'aea'$] 
l  p' 

L'integrale  indefinito  dell' ultima  eqnaiione  sarà  espresso 
per  la  sola  variabile  x ,  e  quindi  la  eliminaiione  della  y 
fra  le  (17) ,  (tS)  condurrà  ad  una  equazione  fra  g  ei  m 
dalla  quale  ricavato  x  io  funzione  di  ^  e  sostituito  nella 
(19)  ci  darà'  la  carva  richiesta. 
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Puà  giaogersì  ancora  ad  una  equazione  differenziale  per 
la  corra,  e  ciò  coi  dare  prìmieramenle  la  (19)  in  faoiioDe 
soltanto  della  x  o  della  y,  e  quindi  dalle  (17),  (18)  rici- 
vare  x  od  y  in  p  per  sostituirlo  nella  (19). 

8.  Conoseendosi  la  lunghezza  dì  una  generatrice  qualun- 
que possiamo  assegnare  una  forinola  per  calcolare  il  valore 
dell'angolo  che  tale  generatrice  in  qualunque  sua  posizione 
forma  coll'asse  del  cono.  Bappresentato  per  p.  tale  angolo, 
dal  triangolo  HSC  an-emo  immediatamente 

MsVcS  — MC 
''''^  ^       2SMXSC 

Sostituendo  ì  valori  dei  lati  in  funzione  delle  quantità  va- 
riabili  e  dei  parametri  particolari  al  problema  avremo  per 
qualunque  cono 

.  J-H-xcosdcosjS — ycosfisenjS 

)     cos^  _  j^^3,»_,_y»_^._^2tecos9cos^— 2Ìycos9aeoj3) 

Se  il  cono  avrà  una  sola  obliquità  Aremo  per  j3  =  0 

/ni.  i  -•-  iCCOsS 

l—ycasB 


(22) 


Se  poi  i  coni  saranno  rotti,  essendo 


sarà 
(23) 


Kk"-M('-*-'')  ' 
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.  9.  Pdò  avvenire  alcune  volte  che  si  abbiano  coni  oblì- 
qai  i  qaali  sUao  di  loro  natnra  circolari,  cioè  tali  nei  quali 
esista  Dell'iotemo  di  loro  superficie  una  rotta  che  passando  . 
pel  vertice  formi  od  angolo  costante  con  una  generatrice 
qualunque.  Io  tali  casi  deve  pertanto  esìstere  nel  piano  base 
del  cono  un  punto  il  quale  congiunto  col  vertice  ne  risulta 
una  retta  che  goda  di  tale  proprietà. 

Sia  O  si  fatto  punto,  e  le  sue  coordinate'siaoo 

CQ  =  — «,,     QO  =  y.  : 

la  retta  0S>  asse  del  cono  circolare,  passa  pel   punto  O  e 
pel  vertice  S  determinalo  dalie  coordinate 

61  =  —  Icos$cos/3,  IR  3=  ^cosSseDjS,  BS  =  IseaB 

dunque  sarà 

0S*9«*»-4-y*„r«-*'— 2/iF„cosecos^— 2/y,cos98enj9 
od  ancora 

OM  B=  x'  ^-  y*  -h-  x\  -I-  y\-+-2xtfj:  —  2y,s'  ■ 
KiMado  però 

MsV  os'—  òm' 

■^'^^^-^         2MSX0S 
avremo 

r-t-teosScos^t»— Xo)— Icosfi9enj9(y-»-yo}-t-yoy— «,a: 

(24)    ^°^^^^~^^^j^^»_^y'^li^2U,cosS)(x',-i-y\■-^-l^-m^cosB)} 
ove 

ìj  =sr  d;cosj9  —  ysenp 

l^  =  afgCOSjS—  y,8enj3    . 

Se  si  parlerà  di  coni  ad  una  sola  obliquità  avremo  per 

Amali  dt  Sei*Me  Hat-  e  Fu.  T-  Vili.  Novtn^t  18&7.  3» 
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;9  =  0,    s,  a=0 

e  per 


(26)  cosfl,  =- 


"  K[{«'-^^'-^-i*— 2/ycosfi)(y',-H-/'— 2/y,cos$)] 
Se  in  fine  si  volessero  i  coni  ratti,  pei  quali 


urà 


(27)         cosj*.  1 


l/i:(«"-t-y"-^)(x\-i-y\-e^)J 


Iq  totle  le  forinole  che  danno  il  Talora  di  cosjUi,  dorrai 
determinarsi  per  x^,  y,  Lali  valori  da  randera  costante  l'an- 
golo fi,,  e  quindi  tale  qnatanqne  sua  fonzione  trigonome- 
Irìca.  E  lorqaando  si  troreranno  «ssnrdi  ì  valori  delle  coor- 
dinale X, ,  y,  ìt  cono  corrispondente  non  sarA  di  aalara 
circolara. 

10.  Sia  nn  conO  retto  a  base  ciraolare,  onde  abbiasi 


per  equazione  alla  direttrice. 
'     Perché  abbiamo 

xdx 

ci>:>)  Iroviamo  per  la  (4)  dopo  semplici  ridazioni 

•Vir-i-r-)  f      dx         _nr    K(i'-4-l-') 
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il  quale  valore  qDadruplìeato  ik 

eoma  dagli  elementi  di  geometria. 

Falto  qui  I  s=  0,  risolta  ,  ...  ...,..,   ,    ;,  /   ;,, 

cioè  la  superficie  del  circolo. 

11.  Per  assegnare  Tangolo  al  ft)Hké  i  Ionia  H'  WfW- 
&cie  del  cono  venga  spianata  prenderemo  la  formota  a  coor- 
dinale polari 

dalla  quale,  fatto 

r  =a  cosi,"  ,      (ft*  =  0 
si  trae 

/^*       r     *  r  it  .       ■   . 

e  par  là  imtt 


il  qoale  valore  dell'angolo  di  raggio  uno  è  minore  di  qoat- 
tiMretli,'eonu  dalla giH)BclrtaaletMotar«j«  featattdoil.m*' 
desimo  circolo  base,  esso  angolo  tanto  è  più  pìccolo  lf«aato 
più  lungo  divenga  l'asse  del  cono. 

12.  Per  Iff  Itneaclte  termiba  la  auperfiòle  spianata  del 
cono  retto  a  base  circolare  abbiamo 
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da= 

=  lirUzdy-,dx)'-,-l'i,-J. 

Dalle  due  prime 

f'^e.-^r'. 

cioè  p  costante, 

e  quiodi 

f           "te 

il  cui  iBloffale 

iUdeliwW  é 

dalla  quale  ^ 

a,=  ^-Are..e«(=Ì) 

1           .     !          i 

i-=r'«„-a    ..    • 

e  quiodi 

«  =:  r'cos  .  -'■ 

ontle 

cioè  la  curva  cercata  è  od  arco  di  circot6  éi  raggio  js. 

13.  Se  si  vuole  1'  angolo  che' una  dhreÙHce  qualunque 
forma  coll'asse,  questo  A:OM(aDtet  é  per  la  foràolé  (29)  si 
troTt 


cos/is= 


Vii"-^')  ' 


A  questo  aiedeaioM  rbultato  si  perTerraMié  p«v  meito  dada 
fbnnola 

■  ""*'■"  i/;i(»--*i("-i')(*'.-^j%'-?)3 

nella  quale  si  disponesse  di  x„ ,  y,  per   modo  da  rendere 
costante  l'angolo  /i„  il  che  si  ottiene  per  la  condiiione 
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la  quale  esige 
e  cosi  torna 

14-  Supponiamo  «»  no  ,cow .  retto  a  bue  ellittica  di 
equasione  .    . 

esseDdo 

,   b'xdif 

y-  ^  ■ 

la  (2)  dopo  alcDoe  ridaiioni  ci  dà 

_  dx 

ove  fatto 

e  ^ac 

ai  ha 

dx  ■         ■      .■     ■ 

y^ia'b'-^-l'ia'—e'x*)   .' 


■^  =  j.H°*-.-)  '^'^'■"'^  '■'''  ~  '■''" 


Se  qni  facciamo 


J8=. '^  l/;(J-^J-_j-i'«eii"9) 

1!  ..  ■■  .  -..■.'  ■■-..:.     .,  ..i  .■•„.  :     ...... 


ove  é  costaatemente 
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*--^.<., 


perciò  aTremo 


oioi  VII*  fansiODe  dlIitUca  di  feconda  specie.   Se  si  sop- 
pone  a  essi,  «sseodo  e  ==  0,  si  ha 

come  altrove:  se  poi  tv  faccia  1^0,  ti  ouieoe 


che  è  la  superBcie  dell'ellisBe.  ,  - 

CoD  pflrì  faciliti  si  sarebbe  assegnai*  fa  $uperBeÌe,  quando 
per  l'equazione  della  ellisse  si  fossero  considerate  le  due 

a  =:  asen^  ,     y  >»  bcoaf 
per  le  quali,  essendo 

dx  ^  atlfcoaf  ,    dy  ^s  ^  Mpsienf) 
sì  sarebbe  Irorata  immedittamente 


15.  Per  conoscere  il  ralore  dell'angolo  al  rertice  qni- 
lora  Tenisse  spianata  la  superficie  del  eooo  retto  «  bAse  el- 
littica abbiamo  gen^ra^menlft  ^  .,    ;  ^   ' 

x'-t-yM-/»  ■  !.i  .■ 
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cbe  Del  caio  parlieolare  ti  mala  » 


oTe  fatto 

4"-fr-r=*%  a:=a>enfi,  (LEs^adfcosp 
sarà 

r'difi/'ik'^é'rKn'ip) 
a^at   '.~~ri — n — v — 
J^      h  -*-a  e  Ben  9 

dalla  qaale 

»=,*■  f  ' S 1 

r  /*'  o*c*»en*y.dp 

~~  a  J,   {A'-i-a*'c"«eD'j>)i/',(Jl"— «*rMn*9) 

e  eoa  semplice  trasformazioni  trOTeremo  ancora 

a       J,  (A'-*-aV8en'f)l/^(A*— «•ra«D»9} 
P  I 


ed  in  fine  per  la  quarta  parie  dell'angolo   é 

o^*J"      ,u     et     «Vv      I"       /n     cTi 

e  qnando  sia  c  =  0,  torna 

a  n 

*~|^(«"-+^)'   2 
come  si  coDosceva.- 
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16.  Per  la  corra  che  (erBbina  la  superficie  ét\  cono  ebe 
si  considera  qnaodo  la  superficie  Tosse  spianala  ,  abbiamo 

(«)        f 

Eliminando  ta  y  Tra  (a)  e  (A)  ne  risnlla 
dalla  qoale 

,ix= £4 . 

che  sosliluilo  nella  (e)  in  uno  al  valore  di  e'x'  otterremo 

per  l'equazione  differenziale  della  curva  dimandata,  quando 
sì  faccia  per  comodo 

17.  Supponiamo  ora  un  cono  obliquo  a  base  circolare; 
sari. 

-      ,      ,   .       >  xdx 

X  -+■  y^"«  p  ,  dy  ;^  _i    — , 
La  (2)  si  muta  in    -  ,  ' 

dalla  quale,  posto 
dedurremo 


Ih;  Google 


<IS=£ 


y  I  /'r(a«i'-*-afr)i-t-8)y'-^-gn'-+-2j3B-^-3-i 


(457) 
clie  dovremo .  integrare  fra  i  limiti 

a;  =:  —  j),  a  =K  p. 

Si  Taccia  ora, 

__«iy-*-B 
'^~    y-.-!    ' 

e  si  sostaisca  in  (a)  ponendo  le  condizioni  perché  manchino 
le  potenie  di  grado  impari  della  y,  onde  trarremo 

(m-n)dy  | 
"2(y-Hl)' 
ed 

(  amn  -t-/3(m-«-ii)-t-d  =  0 

(  fftn  — ^VsO 

ossia 

ed  ancora,  ponendo  per  a,  ^,  i  i  loro  valori 

'  ! 

(e)     m  -^-  «  ± 
Dalla  leconia  delle  (A)  e  dàlia  (t)  dedarremo 
"'^~2ko85'^|/   LWos^)""^  J 


,^X^^^. 


;,  Google 


(488) 
Delle  qaalì  poMa  la  qatatiU  sotto  il  f  incolo  radicale  sotto 
h  forma 

t(p-t-  teorf)*-»-  l'Ka'0ì  t(/>  —  tcoi$)*-f  l'sea'Oì 
9i  rileva  die  m  ed  n  sono  sempre  reali ,  e  quindi    è  an* 
che  tale  m  —  n,  e  di  più  m  ed  n  sono  ambedue  positire 


ed  é  m  —  n  >  0. 

Ora  è  pare    facile   riconoscere  che   lorquindo  è  9  «<  - 

rìinlta       .      . 

/»'—  m^  >  0,  p'—  «'<  0; 

mentre  se  6^^  allom  é 

/!'—»•<  0,  ^'-  ii'>0 
poiché 

Le  quantità   poi  '      .  . 

con*-*-  2;Sm  H-  J,  '  ««"-»-' jSn  -+-  Ì 
sono  costwttemeote  positire  f9t.  qaaluqae  inclinazione  del- 
l'asse, mentre  poste  sotto  la  Iprma 


ly  Google 


(«9  ) 

\  ■        a'  a       \  a'  « 

i  oc  ;>  0>  «d  il  (ermine 

,„£ 

et 
troTasi  eguale  a 

che  è  esseozialmenle   positivo. 

A^nngeremo  ancora  che  qualora  sì  rappresenlino  per 
d,d'  ìe  geaeralricì  corròpondenti  all'estremità  del  diametro 
del  circolo  che  trovasi  sull'asse  delle  ascisse  avremo 

dF'=  (p-p.  Icosfi)'-!-  (*sen'5 
e  qaindi  troveremo 


m  - 

-  n  = 

4f 

I  limiti  corrispondent 

>d 

JiS 

'— f 

.«=f 

y.=  — 

£1? 

-£:; 

ì  qaali  per 

eesere 

.'•  — 

diverranno 

S.— 

_£ 

v.=  f^ 

„  Google 


(  ««) 


remo 

onde  avremo 

'  ^  2iIcose'  (y-^l)"  '  R  • 

essendo 

R=l/C(fVH-i)(rV-l)]. 

Per  ridarre  la  (d)  a  dipendere  dai  trasceadenli   ellittieì 
arrertiremo  che  U  coeflficleate 


(y'-^i)' 
può  mettersi  sodo  la  forma 

onde  soslilnendo 

2sIcosS 


■  (»H-i)H  >    "(j^in 

a 

'y— f 


Se  però  si  assame  i[  composto  — ;  ,  e  si  differeniia  , 


essendo 

R-|A(pVyl-^(r'-p')s--l) 
mollerà 


„  Google 
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J_       (y-.-l)ja-Bdy 
■  j-^1  =        (,-^l)> 

ove  fatte  te  opporlane  spstitaiioni  e  rìdaiìoni  abbiafio 

■yH-l-  (yn-l)'  '    R  ', 

rfv  ■ 

e  perchè  il  coefficiente  di  =p  (rorasi' eguale  a 

■  ■'  y,v  -.1)  -^  ayv-^r--,-     (i-T.-)(l-r-)     .; 

sarà 

^;?5='-^(»--"l'^W'"-'--''>  (;:!l)5  , 

*  (1  *,')(! -r')-^!— 


(,^1)-R 


l_r"         •    (yH-l)H 
che  sostitoìlo  Della  (e)  risalta 

•*  ~  iWcosS 

L'hJ      l-r'(y-*-l)R 
pV  ,  ,      ,,  <ly  1      .      R    -I 


„  Google 


(  M«) 
lalegraodo  arrtsmo 


tf) 


S=s=CostH---— ^ 
2iIcos9 


4-r'  '  y^lj 

Preparata  per  si  fatto  modo  la  forraota  che  dà  la  soperfi- 
cie  del  co(io  obliquo  a  base  drcolare  porremo  pel  caw  della 
presente  particolare  forma  che  hanno  i  fattori  del  radi- 
cale R, 

1         .  (faweno 

y  = -*  dì/  = ip-, 

rcosy       '         rcos'f 

'avvertendo  che  i  lìmiti  corrispondenti   ad 

p    -  " 

sì  avranno  da    _-  ■      ,        _ 

-ri=   —    'r£  =  -l.   ' 
m       cosf •  *      SI       cosf>i  ' 

e  perchè  .  ,  !    . 

r'^i-T ;    e4    n.ps^. 


r"=  — 5    e  quindi     rasd:  — , 

prendendo  .    .  :.    .   I >■ 

m'" 

Iroverem»  prontamente  . 
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f .  =  0  ,    f ,  =  n 
e  quindi  ponelulo 

aTreno  '  

J    B  ^[/-(p-  -.-  !•■  —  r'ren'f)  ~  ?  ^''''  ""^ 


K(l>"-*-r')J  l^t«-i»W»)     ■    ! 


Onde  integrire  il  termine 


(»  -►-  1)B 
porremo 

e  cosi  troveremo 

Jy  dfcosp 

(y  -*-  1)R  ~  |/"{p'-^-r>)(l-HrcOBy)A     . 
'  OTO  móllijtlicato  aameratore  e  deDominalore  per  1—rcosf  £ 


(j-DR 

l/'(j>*-"r')Ll-r'co."y-   4  ' 

l—r'coi'f 

ni« 

duDque 

rcòs'l»            l                 1 
1— r'cos'f       r  '  1 — i*'-f-r'8eii 

1 

«Googje 


(  464  ) 

1        r      cosf  .     •  df 

1      Jf-l 


dy 1      '  r       cosy        • 

(j  -I-  1)B  ~  l/'(l>"-i-  r")Ll  — fcos'f  ■   A 

:  '   4  J 


r  (1— r'-<-r'8eD*9|A 
e  quÌDdi  posto  i  ^'^' 


Per  integrare  finajmente  fi  termine 

r     cosf         dp       1    -         cosf  df 

J ì—r^cos'm  '   A       r"ll— r"  ',     A 

j  ......    -t-  aen  y 


porremo  pel  momento 
1— r' 


8enis=!  - 


onde  facilmente  trovasi 


e  se  disporremo  di  e  cosi  cbc  sia    . 

c'm'  -f  m  =  1 


^  =  71=0^ 
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-jl ^-■5  =  - Arc,Ung(=  

e  perciò 

r_dy__  _H 

x[lArc.Ung(=^)-  j:  nfe^VK  ';  F(,,.)  ]  . 

Preodendo  ora  tutti  si  fatti  iotegralì  fra  i  limili  f  =  0 , 
fissn  ,  GOD  aTvertire  alla  relativa  proprietà  delle  fouioai 
ellittiche,  troveremo 

ed  il  termine  — r  lo  dovremo  prendere  fra  i  lìmiti 

?  P 

y-  — -^'  ^'^^ 

oaib  avremo  per  esso 
Ora  abbiamo  trovato 


cioè 

JmMH  éi  Seimte  Mot.  e  Fu.  T.  Viti.  Dieembrt  1857. 


ly  Google 


(  4M  ) 
dy  Ir      Gosf  .     *df 

in  -4-  1)B  ~  1^0>'-*-  r')U  —r'em'f  '   i 

_  l'  -ilji  ,      i      dfl 

r  (l— r*-n-'»eD*qj|A        r  '   A  J 

e  quindi  poslo  3 ;  aaA' 

/^y     _  V- 

Per  iotegrare  finalmente  il  termine 

C    cosy         rfy 1 ,  -         co8y  ^ 

Jl— r'oos'o'   A     ^r*ll— r'  '  ■      A 

»/  — _.  _H  sen  » 

r  "^ 

porremo  pel  momento 

1— r"  1 


onde  facilmente  trovasi 

mA 


1    rj^^  ^=;.      *,       ,Arc.Ung(^- 

r  J»»-*-sen  p  A     r%/ (r»  e  -t-m)  "  \     ai 


aenp.|/"{mV-+-M)  ' 
e  se  disporremo  di  e  cos)  che  sia    , 

sarà 

'  "  (I-rT 


.>  Google 
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1    r   cosy      da        1  j  /       BtA  \ 

-T I ^--^  =  T  Arc.tang  (= 1 

rJm-*-Kaf  a       r  \      ata^f 

e  perciò 

r  <*»     _c 

J(j-.-l)B        r 
X [1  A,c.Udb(=  £^)-  ^-;  n(,,;.,VK  ;  F(»,«)  ]  • 

Preodendo  ora  tatti  si  £atli  integrali  fra  i  limiti  f  =  0 , 
^^R  ,  con  avvertire  alta  relatÌTa  proprietà  delle  fanzìoBi 
ellittiche,  troveremo 

ed  il  termine r-  lo  dorremo  prendere  fra  i  limiti 

onde  avremo  per  esso 

-  ;;^  i/[{fy*»')(ry-«.')] . 

Ora  abbiamo  trovato 

'^  ~7 

cioè 

..iMnafi  éi  Seimti  Mot.  e  FU.  T-  Viti.  Dicembre  1857.  30 


ly  Google 
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r'p'  —  •»'  =  0  j 
dunqne  è  nullo  l' integrale  defioito  dì 

Se  i  coefficienti  della  (b)  sì  riducono  avremo 
2!.cos5  . 

nella  qaale  sostitnilì  gli  iolegrali  definiti  assegnali,  «rremo 
per  la  tnperficie  del  mezìM  cono  (^liqbo  a  base  circolare 

5h'v'""'„ 
la  quale  ridotta  dà  inSoe 

«•*/X/C089 

_ó^n(^...-.)-n(|,.X.)] 

E  perchè  le  funzioni    ellittiche  di  terza  specie  dipendono 
da  quelle  di  prima  e  seconda,  così  la  superficie  del  cono 


ly  Google 


(  M7  ) 
obliquo  a  base   circolare    dipende   da  questi   trasceodeoti 
etlitlici. 

Il  coelBcieate 

H  potrebbe  esprìmere  soltanto  in  fuocione  del  raggio  del  cir- 
colo base,  e  delio  «poterne  d,  d!,  il  che  tralasciamo  di  fare. 

Se  Della  determinazione  della  snperBcie  dal  COQO  circo- 
lare si  fossero  usale  le  coordinate  circolari  in  luogo  delle 
rettilinee  più  aaiiplice  sarebbe  linicih)  ti  oalcolo,  non  che 
l'espressiono  della  formola  finale,  come  apparire  dal  para- 
grafo seguente  nel  quale  entra  t'espressione  delta  stessa  su- 
perficie. 

18.  Per  assegnare  1'  angolo  formato  al  vertice  del  cono 
oel  caso  che  la  snperGcw  venga  spitMta  riprenderemo  la 
formola 

.  \/'X.(xdy  —  y(f3;-t-f<fycos6)'-W(fa'sen'5] 

a^-+-y*-*-I*-+-2ircosfl 

dalla  quale,  usando  le  cooriJinate  circolari 

X  =a  rcosf ,     y  ^  rseny 
dedurremo 

rdf\/'{k'  -I-  r'  H-  afrcosy  -»-  /^cos'y) 
r*  ~*-l'  -*-  tfrcouf 

OTo  ff  h  sono  le  coordinale  del  vertice  del  cono,   ossìa 

/  =  IcosB ,    k  =3  IseoO  . 

La  qnanliti  tolte  il  tìdooIo  radicale  non  polendo  diieu" 
tare  un  qaadrato  se  non  nel  caso  di  A  :^  Oj  cosi  onde  ri- 
darre la  formola  a  dipendere  dai  trascendenti  ellittici  por- 
remo in  laogo  del  coseno  il  seno  della  mola  delFareo,  ed 
otterremo 


ly  Google 


(  468  ) 
da=  — ~ : — ' 

PoD«ndo  per  comodo 

W^'-)=  A.  */"  =  B,  »■  -^  (/•-  •■)'=  'P 

essendo  d,  S  la  massima  e  la  minima  apolema,  avremo 
«i,l/(i--A..«-|-B..n(|) 

(»)     *«■ '^ ;ì "  ■ 

!(■— 4/V«en"| 
Si  faccia  ora 


mi  & 


>  cni 


(A)i 


.  2nJ(» 

(  *^      fl'-i-l — (1— n')cos« 

Si  sosUtaisM  nelU  (a)  H    valore    di   «en'  |  datoci  dalla 
prÌDia  delle  (A),  e  si  pooga  la  condizione  percbè  manchi  il 
termioe  moltiplicalo  per  cosu,  otterremo,  facoDdo 
,=»■  —  !,    i=l-»', 
rrlf|^(<IV— Aj-i-B-t-(d'i''— Ai-i-B)cos'ii>) 
W       ''""■  d-j-4/r-^(4fr-J'.>os» 

(J)         _2f(l_»()-^A(l-n'l*A(«'-^4-2B=0). 

Se  nella  (li)  sì  soslitaiscono  i  valori  di  A,  B,  e  si  ese^ 
gqisQOno  le  ridazioDi  si  trova 


„  Google 
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Sotlo  il  vincolo  radicale  nella  (e)  si  ponga  il  Talore  del 
coseno  in  funiione  del  seno,  e  ai  riducano  i  coefficienti  del 
numeralore  e  denominatore,  e  per  essi  troreremo 
<i"[(«"  —  1)'  -H^  (1  —  «■)■]  —  2A  -f-  2B  =  W- 

<!■(«■  - 1)'  -4-  A(»'  - 1)  -,-  B  =  u"(-  -  it£rC\ 

>2  ÌM      I 

j'(„M-l)_4/t=i('(i*.<(') 

Pei  quali  valori  la  (e)  si  muta  in    - 


d -i- ^ -f- {d  —  d'}cosa 
tncora,  ponendo 

2\'        M    h'  '  ii^t^r 


risulta 

lÌ-4-d'  l-4-pC0S<U 

Ma  essendo 

dp= ^^'  ^       _  rfa) 

posto  nella  {f)  risalterà 

•j^_           'li'  ifc>K(l— c'sen'a) 

{d-t-dy  '.  1— p"cos*» 


„  Google 


Ai  cuj 

ponendo 


(470-) 
fi4»l/'(l— c'sen'ft») 


!/■  di' 

(d-t)' 


Osserveremo  qui  cfae  il    valore  di  e  aoa  può  divenUre 
De  l'iiDilà  né  zero  perchè  dorrebbe  eisere  f=sO,  e  qDiodi  . 
il  cono  cesserebbe  di  essere  obliquo.  È  poi  facile  verificare 
che  U  parte 

del  valore  di  e'  rappresenta  su  coseoo  ,  il  qnale  pnò  cs* 
sere  zero  ,  positivo  ,  o  negativo.  Poiché  se  a  partire  dal 
vertice  del  cono  nel  piano  ohe  coaUtDe  11  saa  altezza  ed 
ass«  si  conduce  una  retta  di  langhezca  egoale  alla  minima 
apotema  e  che  si  trevi  dalla  parte  epposu  a  questa»  otter- 
remo un  triangolo  di  lati 

d,  d',  2f 
nel  quale  detto  e  l'angolo  opposto  a  2f  sari 

*=°"=^ m—- dd' , 

da)  quale  impariamo  che  non  potendo  essere  mai  (  ^  0 , 
i^TT,  perché  dovrebbe  essere /'^O,  cosi  e  é  sempre  mi- 
nore dell'unità. 

Il  trinomio  r''+-  h' —  f  di  luogo  alle  tre  segneatì  ipolesi 
r'w-V— r=*0,  r'-»-A»-/'>0,  r*-i- A'— /"<0  . 
Per  la  prima,  essendo  f,  A  le  coordinate  del  vertice  del 
cono,  sari  ' 

(0  S-S- 


„  Google 


(  4M  ) 
l'equazione  di  ani  iperbole  eqaitatora,  il  cui  semi-asse  è 
il  raggio  del  circolo  del  cono  titisa  ,  ed  ba  1  s«oÌ  vertici 
alle  eslremìu  dello  stesso  raggio.  E  qniodi  tatti  i  coni  obli- 
qni  a  base  circolare  cbe  baaoo  i  loro  vertici  salta  iper- 
bole (t),  haano  per  espressione  dell'angolo  al  vertice  della 
superficie  spianata 

l^Af  l-wnsen^oj 

Per  tatti  qaasti  ctmi  l'angolo  i  è  retto. 
Per  la  seconda  ipotesi,  «sseado 

r         r 

i  coni  corrispondenti  hanno  i  loro  vertici  fuori  della  ipef' 
bole  (i)  e  per  essi  l'angolo  i  è  acato. 
Per  la  terza  ipotesi  avendosi 

r        r' 

rileviamo  cbe  i  coni  hanno  i  loro  vertici  entro  t'ipetbole 
(i)  è  l'angolo  I  ò  ottuso. 

Da  tatto  ciò  rìBulla  cbe  la  (k)  è  sempre  integrabile  per 
fuDziooi  ellittiche,  onde  preudeutola  wtta  1f  fpma 

,  r*         1 — c*9cn*oj  da 

[/"dd'  '  l-t-msen'u  '    ^^(l— e'sen'w)   ' 

ed  avvertendo  essere 

1— e'sen'a       e'-^-m  1  e* 


l-t-BUen'e*  m     l-+-msep'« 

avremo  fra  i  limiti 


ly  Google 
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r    p'-t-mp 


\/'dd'\_    mj^   (l-»-mson'(a)i/(l— c*8en*6>1 

_  ■::  r__i: 1 

m^o  [/ (1— c'sen'ci)) J 
e  quindi 

Ì9.  Per  applicazione  della  forinola  (8)  a  coorflinate  po- 
lari prenderemo  a  considerare  an  cono  rello  la  bis«  del  quale 
sia  la  lemniscala  di  Bernoulti,  ed  avremo 

ehe  per  essere 

X  =  rco»9  ,     y  ^  rseaf 
si  mula   in 

r'  B=  d'cosSy 
dalla  quale 

l/^lcosSf) 
Ora  essendo 

1  ff. 

si  sostitaiscanò  i  valori  di  r  e  dr  con  avvertire  che  i  li- 
miti per  la  qaarla  parte  della  lemniscata  sono 

avremo,  dopo  facili  riduzioni 
Facendo  qui 
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acosSf  =  X  , 
sarà 

OTrero  invertendo  ì  limiti 


(«) 


^=i/>p^(:-^) 


lategreremo  quost'altìma  espressione  pel  caso  particolare  di 
a  =  I  ed  in  pari  tempo  porremo 


onde  i  nuovi  limili  saranno 
e  sarà 

tolto  il  fattore  comune  u  -t-  1  sarà  pare 


«=r/>"K("-^^') 


Per  integrare  questa  espressione  si  ponga 

«  =  l{l-^co9e) 
dalla  quale 

du  =  ^  idSsenS  , 

ed  ai  limiti  h  =  0,  u=ì  corrisponderanno 

fi  — n,     6  =  0 
onde  inrertaudo  i  lìmiti  avremo 

s  =  l"r ds».nsl  /';(<-^'>'^)'-a(i-^»'^)-\ 
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(474) 
dalla  quale 


S=  "^  r"dfft^(3-f-co8*9), 


ovvero  per  la  noia  proprietà  d«Ile  fanzi«ni  ellittiche  sari 
ancora 


S=jr''<Mi/{4~sen'fl} 


ed  in  fine 

pe)  valore  della  quarta  parte  dell'  area  del  cono  retto  la 
coi  base  sia  una  lemniscata. 

Dalla  (e)  rileviamo  che  la  superficie  del  cono  retto  la  cui 
base  é  la  lemniscata  di  Bernonlli  e  l'alteua  eguale  «1  suo 
semiasse  è  data  da  no  rettangolo  che  ha  per  base  on  arco 
dì  una  determinata  elUsae  conica,  e  per  altezza  la  la  meUi 
del  semi-asse  della  direttrice. 

20.  Per  preparare,  la  formola 

onde  ridurla  ai  trascendeali  ellillici  non  pad  usarsi  la  con- 
fuèta  soBliluzione  lineare 

mw  -f-« 

perchè  condurrebbe  a  condizioni  assurde,  dovendo  essere 
coesistenti 

2mn_(m-Hn)-.-am:0 

m~^-n  —  2nm  »:  0 
Peri  se  poniamo 
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iny-*-ì 

esseDdo 

ed  ai  limiti  tt  ^  0,  «  ^  1  corrispondendo 
1 1_ 

IroTeremo  facilmente 

c_  £  p.     'lyl /"<("'-'»— i)»'-^t\ 

e  nello  stesso  tempo  l'unica  equazione  di  condizione,  per- 
chè manchino  I«  potenze  prime  della  y 

2«  — 1=0 
onde 


^=fs:W 


i»--i 


»•-! 


onde 


djMen^ 
~2~ 


S  =  ^J'"J!>lA(4-sen'9) 

nella  quale  i  limiti  dell'integrazione  looo 

p,  =  0 ,   f ,  =  n 
come  altrOTe. 


„  Google 


(  «6  ) 
21.  Per  l'angolo  al  vertice  lorchè  la  saperficie  sì  suppone 
spianata,  falle  le  note  sostitazioni  nella  rispettiva  formola 
a  coordinate  polari  abbiamo 


-'•   (a''cos2w-4-/*)l/ (cos2«} 
nella  qnale  fatto 

i  limili  diverranoo 

«  =  1  ,     «  =  0      , 

e  sarà  invertendo  i  limiti 


Considerando  qui  it  caso  semplice  di 


o  qui  it  caso  semplice  di 

1  =  0 

ove  posto 

1 

*  =  2  *'  "*"  *'**''*     ' 

avvertendo  che  ai  limiti  x,i=  0  ,  «  =a  1  corrispoodersnno 

9  =  n,  9^0)  troveremo 

ed  ancora  , 

_^1  f  "  tfy(3— cosp)(4— sco'ff) 
""aJ*  {8-t-sen='y)iA(4— sen» 
che  decomporremo  nei  due  segnenti  termini  • 
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Jo  (8-HseB'y)i/^(4— ien*9) 

„ f"      dtp(A'-Ben'<p)cos<p 

J,  (8-t-seD*p)l/'(4— »en'p)  ' 

it  primo  dei  qaali  troveremo  ridursi  a 

J'  (8-+-8ea'T)l/'(4— sen'p)      J.   1/^(4— sen^) 

^?  p  .       .jf 

•  (»-+-§«""9)j/"{l-Jw""9) 

_5  /-'  ''^' 

j/   (•—}'»"'?) 
e  quiadi 

4     \2  '  2  '  8^         2     la  '  2/ 
Il  secondo  termine  si  mnta  in 

ove  folto,  MDZB  matare  i  limiti, 

senf  ^  SseoS,  dpcoef  =:  2il9co89 
otterremo  la  espressione  rasioaale 

N — —  r***^*^'^ 

~      J,  3— co»'$ 
la  qaale  facilmente  si  muta  in 

"  J.  3-cm'9      J-       ' 
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ovTero  essendo 

3— co«'S       2i/3  \|/'3-.-cos9       1^3  — cos9/' 

_  ^  /"        49        _  1^3   p        ii9 
«    J.  I/3-I-SIM9         i.J'   l/'S-torf 

Ora,  qnando  sì  sappODga  a  ^  ft,  abbiamo 

ove 

6 

ìd  cai  fatte  le  opporUme  s9s4itiuion  abUemo 

J.   |/3-M!os9       "^3    J,   l/'3  — oorf 
e  «joÌDdi 

e  fiaalmenta  per  espressione  dell'angolo  cercato  della  quarta 
parla  della  soperfieie  dui  cono  cte  ba  per  base  la  lemni- 
scala 

9„/n    1     1\      3„/B    11      B/.        1/6 \ 
«  =  4"(2'2'é)-8n-r3'-"2(*-~)- 

21.  Per  avere  1'  angolo  che  una  generatrice  qualunque 
forma  coll'asse  riprenderemo  la  (ormola  ^) 
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e  poiché  per  la  lenmtMaUi  ft 

ed  in  coordinate  circolari,  essendo  r  il  raggio  vellon 

iu'  -t-  y'  :=  ori/'cos29 
sari 

f 

'*^**|/'t('-+-arl/'co»29] 

ove  per  f  =:  0  essendo  r  =  a,  abbiamo 


-  t^(r-^") 


C08(A  ss  1, 

22.  Prima  dì  iq»plicare  le  nostre  formole  alla  determina- 
tioue  della  superficie  dei  coni  obliqui  a  base  ellittica  ci 
pnpotYeme  I*  aolnxìowe  iM  seguente.  ~ 

Problema.  Data  la  lunghexxa  dell'aite  di  un  con«  •  ià»è 
ellittica  ed  a  templice  «flltfwAtì,  determinare  la  sexione  cir- 
colare €he  poeta  pel  evMr»  deU'etiisse  hate. 

Bitenate  le  denominazioni  stabilite  per  uo  cono  quainit' 
qne,  sia  Gg.  2.  ASD  la  sezioMe  principale  del  cono  dato, 
GB=a  il  semi-asse  laaf^gìore  ^la  ellisse,  CY  =  h  il  mi- 
nore. Immaginiamo  che  per  1'  asse  minore  passi  na  piano 
il  quale ,  n^  rì»tilttire  (totmale  al  plano  principste,  ftirml 
r  angolo  a  col  piano  della  ellisse  AYB .  So  di  questa  si  ■ 
prenda  un  punto  qualooque  M>  il  quale  sarà  fissalo  dalle 
coordìitote 

GP  =x,VM  =  y. 

Condotta  perii  l'apotema  SMsia  N  il  pualo  corrispondenlu 
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sDlla  sezione  RYND:  fatta  la  coslnisiODe  segnala  io  6gnra 
poniamo  •  > 

CQ=x',  QN=y' 
arremo 

Pp  =  Mi»  =  OL  s=  xsena  * 

Cp  :=  xcoaa. 

Poiché  i  punti  O,  m,  N  si  trorano    necessariamente  solla 
retta  medesima,  cosi  sono  tra  loro  simili  i  triangoli 

SLH,  SON,  OQN,  Opta 

e  da  questi  abbiamo 

SL       Oi» Op       pm 

SO~ON~OQ"~QN 

nelle  quali  sostituiti  i  simboli  analitici  risulta 

feen(a-«-5) — aaeaa aicosa— /cos(a-»-5) y 

lsea{oi-*-$)  ^    a'— Icos(a-t-^  y' 

Dal  confronto  del  primo  col    secondo  e  terza  membro  ri- 
caviamo 

x'l$en{aM-$} 

a('sepa-»-iseD$ 

• 

y'IaeaS 

«'sena-«-fa6nfi 

Ora  essendo  per  la  ellisse  base  del  cono  obliquo 

se  in  questa  poniamo  i  valori  datici  dalle  (1)  troveremo 


(2)y' 


„      b  [I  sen'(a-*-5) — a  sen  «3    „     2é  sena    ,     ,, 

I    H _ X ; j—  X  — 0  =* 

a  l  sen^  (sen9 
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23.  Affinchè  la  sezioae  sii  circoisre  do¥rà  e»ere 


ovvero 

oVsen'fl  s=  b\l'9ea'{a  -+-  0)  —  a'sen*«3 
dtlla  quale  si  deve  ricavare  il  valore  di  a. 

A  questo  fine  si  decomponga  nei  sooi  fattori  il  secondo 
membro,  e  si  divida  e  moltiplichi  per  cos*a,  e  per  comodo 
si  ponga 

IcosS  =  f ,     IsenS  ^  A  , 

designando  per  f,  k  le  coordinate  del  vertice  del  cono  obli- 
qno,  troveremo 
a'h' 


nella  quale  posto  il  valore  del  coseno  in  fanzioné  delia  tan- 
gente, dopo  semplici  ridoiioni   troveremo 

,3)  ..„,■.  ['•"•  -  y  -  ''^j-  2Aft...g,  -^'^  =  0 

cbe  risoluta  dà 

da  cai  impariamo  esistere  per  a  due  valori  i  qoali  posaono 
essere  reali  ed  immaginari. 

24.  Esaminiamo  successivamente  i  differenti  casi  cbe  pos- 
sono aver  luogo. 

Sia  primieramente 

(5)  ò'f  -  AV  -  e'k'  =  0    j 

avremo 

b'hf 

Annali  di  Snenu  Mal.  «  Fit.   T.   Vili.  Diimnbre  IH57.  31 
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(Ma) 

che  p«r  la  (5)  si  ridoiTà  a 

V 

«d  aoco»  per  la  medesiina  roUiione  (5)  troreremo 

Giova  ÌDlanlo  avvertire  «fae  la  (5)  é  la  coDdizione   perchi 
le  (4)  sia  un  quadrato. 


gena       cosa  1 

TT  "~   6Y  **  |/(e*A»-^*/*') 
troveremo  per  l'equazione  della  sezione  circolare 

dalla  quale  abbiaiM  {>rJuienM»»le  il  raffi» 
e  quindi  ancora 

«nde  lÌMltaao  con  facilità 


(6)  CO  = 


«■*■ 


V^(.<*'-»4«n  ' 


Ora,  i  facile  riconoscere  che  la  perpendicolare  calata  dil 
vertice  del  cono  sulla  BD  cade  nel  paolo  medio  di  questa, 
e  quiadt  nel  centro  della  sezione  circolare:  poiché  la  di- 
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slanxa  del  evBtfO  dalla  circonfereBia  da  qaello  della  elljaH 
i  «lata  dalla  (6):  la  distanza  da  C  al  piede  dalla  perpeadi- 
colare  cbe  diremo  A  è  data  da 

A  =  lcoa[a  -+-  6) 

nella  quale  esegaito    lo  sviluppo ,    e  sosUlDÌli  i   valori  di 
HDOc,  eosa  molta 

CO»  A 
Daaqoe  il  cono  BSDN  A  circolare  rodo  ed  il  suo  aste  è 

(7)  SO  =  lwa{tx  -f-  $)  = ^ 


26.  Bippresealato  per  p,  l'aogolo  che  al  vertice  del  cono 
retto  forma  l'apotema  col  sao  asse  avrciao 

poiché 

,  OD 

""«•'■OS- 

Da  quanto  esponemmo  risulta  che  l'attuale  cono  obliquo  a 
base  ellittica  è  di  soa  natura  circolare. 

27.  Tatti  i  coni  ellitici  obliqui  che  sono  di  Datura  cir- 
colare si  trovano  coi  loro  rertici  sopra  una  determÌRata 
iperbole. 

Abbiaipo  di  fatti  per  tali  coni  la  conditione  (5)  nella  quale 
posto  per  comodo  f^X,  ks=Y,  troviamo 

e  quindi  le  per  l'asse  del  cono  obliquo  e  per  l'use  mag- 
giore dell'ellisse  base  sì  faccia  passare  un  pì&no  ,  e  sb  di 
questo  si  tracci  una  iperbole  di  semi-assi  e,  b  sari  4eMa  il 
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Inogo  geometrico  dei  vertici  di  tutti  i  coni  obliqui  di  ua- 
lara  circolari.  Questa  iperbole  passa  pei  faocbi  dell'ellisse 
base. 

Sia  ÌD  secondo  faogo 

b^  -  e'k'  —  e"*'  >  0    .     , 

La  sezione  circolare  fatta  per  do  piano  Dormale  alla  seaìone 
principale  del  dato  cono  ellittico  è  ognalmeute  possibile  ; 
ma  esso  cono  non  è  di  natura  circolare.  E  perchè  per  si 
fatti  coni   abbiamo 

-. -5->l 

e  6 

qaiudi  tatti  i  coni  corrispondenti  banno  i  toro  vertici  en- 
tro la  iperbole  (8). 
In  terzo  Inogo  sia 

In  questa  ipotesi  è  impossibile  avere  setìoni  circolari  con 
pieni  normali  alla  sezione  principale  del  cono  dato,  e  poiché 
è 

cosi  tatti  questi  coni  hanno  i  loro  vertici  fuori  delle  iper- 
bole (8). 
28>  Finalmente  merita  di  essere  ancora  coasiderato  il  caso 

di 

(9)  a'{b'  ~y-  k')  -bY  =  0  ; 

nel  qoale  l'eqaaiìone 

«i  riduce  a 
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2A/"lang«  —  —  =  0 


e  quindi 


Qoesto  valore  si  potrebbe  ancora  ricavare  dalla  (4)  la  qaale 
ÌD  tale  ipotesi,  presentandosi  sodo  la  seguente  forma 

0 
tanga*«  oc  ,     tanga  =  = 

ne  fa  conoscere  esservi  pure  una  posizione  pel  piano  cir- 
colare nella  quale  esso  è  normale  al  piano  ebe  contiene  la 
la  ellisse  base. 
La  condizione  (9)  dà  loogo  all'equazione 

X'        Y* 

cioè  ad  una  iperbole  di  semi-assi  a,  b,  onde  sai  piano  della 
sezione  principale  del  dato  cono  tracciata  una  iperbole  che 
passi  coi  suoi  Tertici  per  quelli  della  ellisse  base  .  so  di 
essa  sono  allocati  i  vertici  di  totlì  i  coni  corri^ndeoti  alia 
fatta  ipotesi. 

29.  Ciò  premesso,  per  assegnare  la  superficie  del  cono  obli- 
qoo  a  base  ellittica  riprenderemo  la  formola  generale  a  sem- 
plice obliquità  ed  in  essa  porremo  per  l'equazione  della  di- 
rettrice 

X  ^  a$enf  ,     y  =:  ieosf     , 

e  fatte  le  opportnne  sostituzioni  e  riduzioni  otterremo 
dS^-~  l/^(6'(o-*-/cos9seoy)'-(-a'rsen'9cos*j>-t-i*rsen'6sen'f) 
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J  X  i/'la'{ò'-t-l'8eo'6}->-2)^'lco»$seof 

30-  Se  in  questa  espressione  si  ammetta  cbe  abbia  luogo 

la  condizione 

„       ò 
Ungd—  - 

mancando  allora  il  termine  conleneole  il  qaadralo  del  seno 
avremo 


e  posto 

ai*Ico8d=B,  a'{b'-*-^Bett'0)=C 

sarà  da  integrarsi 


w 


la  qaale  si  rìdace  a  dipendere  dalle  foosioiii  ellitliche.  Fon- 
gssi  difatti 

C  -+•  2Bsettf>  =  x' 
da  cqì 

„  ^  |^[(2B— C-«-g'){aB-*-C-^] 

"~  aB 


COSf 


"^       BcMfl)' 

Primi  di  sostituire  arrertiremo  di  prendere  rinterrale 
tra  i  lìmiti 


ly  Google 


(  487  ) 

n  ft 

per  ottenere  cosi  la  metà  della  anperficie  del  cono ,  cioè 
qaelia  che  (otta  intera  trovasi  da  ana  parte  del  piano  che 
passa  pel  vertice  e  per  l'asse  delta  direttrice,  onde  la  aa- 
perBcie  totale  si  avrà  eoi  duplicare  quella  presa  fra  essi 
limiti.  A  questo  limite  di  f  corrìsponéoDO  per  U  s 

a;,  ^  ^{C  —  2B),  at,  =  [/^(C  -4-  2B). 

Dopo  ciò  avremo 

x'ix 


:.  1/  [{SB  ~  C-i-x'X9B-»-C— «■)] 

Per  riconoscere  qnali  segni  competano  «He  qoaatìtà  coatinli 

2B-C,  2B-I-C 
si  ricordi  essere 

tangfi  =  - 
e  quindi 

sen6  s:  - ,  Gos$  sa  - 
a  a 

che  ci  daranno 

2B  —  C  =  -  A'C**-^  (l  —  «)'] 

la  prima  delle  qaati  i  cottanlemeate  nef[«t)Ta  e  la  seconda 
positiva.  Se  dunque  poniamo 

avremo  jr^j>  ed 
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a    _  9  f  '  ^'*'^ 

ove  per  comodo  pusto 

X  =  ff M,  dx  =  pqdu 
sarà 

*"'         '     J„„i/r(?v-i)(i-pvn 

il  cui  radicale  è  reale  nelle  doe  ipotesi 

}V— 1>0,  1  —  pV>0 
?V— 1<0,  l  —  pV<0 

la  Beconda.  ie\le  quali  é  assorda  perchè  essendo 


\<l 

ci  conduce 

ad 

»<l->;- 

Si  faccia 

.         1 

"       ,-co»'6-*-y-seii' 

dalla  quale 

■  (y'-p' 


{y'cos'ff-i-p'sen'e)  t 

,      _     (g*— p')dfiiengc<wfl 
{q'cos'S-t^'aen'iy** 


e  quindi  sostiluendo  nella  {e)  sarà 
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Per  delerminare  i  Umili  della  variabile  9  ricorderemo  che 
qoelli  della  x  'sono 

x,=ì^{C-~2B)'=p,  3:,-i/(C-»-2B)=j 
e  quelli  della  u  sono  dati  da 

'~M~?'     '  '~  Pi"  P 
e  però  dalla  relaiione  Ira  w  e  S  deduciamo 

1 

q'cm  9-*-p  9ea'9=—s  : 

e  quindi  le  due 

q'cos*9  -t-  p*sea*$  =  q* 

q'eo»'9  -*-  p*sen*fi  ^  j>* 
la  prima  delle  quali  conduce  a  9  =  0  e  la  seconda  a 


Fatto  per  eomodo 
atremo 


(d) 


Per  eseguire  la  integrezioae  della  (d)  prenderemo  il  diSe- 
reuziate  di 

senScosd 
{ì-e^sea'9y 
e  troveremo 


•*  ■  71 — :? — iZTi  =  iì ; — ;Tr7(t-2sen'e-*-c'sen*fi) 

(l—<rsea'$y       (1— e  sen  ff)t  '  - 
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OTVero 


■  (1— t'8«ii"e)l      e"(l-c'»eii'9)l 


-^  -f-  *,  ii9(l-c'seii"9)i 


e'     (1— «"sen'fljl       e* 
da  cai  integrando  deduciamo 

f- — f         =_-i—  rd6(l_e',eo"«)l 
J(l— e"iien'8)l  «"— ij     '  ' 


'^  e'—i  '  iì-c'um'S)' 
e  quindi 

J(l-e"jeo'9)l""p'^  '  '        p'      •  (l-«".e»'9)l 
danqne  sostitaendo  nella  (ij)  molta 

2p*  ra'  „,„   ,     ff' — p'        senflcosS    T       «    ,  . 
q   Lf>  p  (1— c'sen  e)'J 

ed  in  fine 

S,=  2,E(^,.). 
31.  La  formola 


S,  =s  j     dp  ^/^(C  ■+■  aBieof) 


può  integrarsi  con  maggior  semplicità  facendo  OM  della  «t- 

slitazione  segoeute 


.vQoogle 


(MI  ) 

MMndo  1  QUOTI  limiti 


i.=  f—ìdì,W{C-i- 


ore  pemiDtando  i  linriti  e  dando  tolto  in  seno  sarà 

S,=2j~'  do  l^(C  —  2B  -  4Bsen'«)  . 
Ora  facilmente  trovasi 


ma  é 

i*i 
— -— <1 

percbè 

(.-.-i)'  Ve-«-i/ 

e  cosi  a  più  forte  ragione  sarà 
4.1 


cbe  rappresentato  per  e'  arremo 


<1 


S,  =.  2  l^(C  -.-  2B)  f"  da  1^(1  —  c"sen'«) 
=  2K(C-.-2B)e(^,  .). 
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32.  Se  si  fosse  fatto  nso  della  fórmola-es{ire95a  ia  fantione 
dell'ascissa  liDeare,  pel  caso  fin  qui  cOnlemptalo  avremmo 
avuta  la  formola 

la  quale  va  integrala  da 

ic^—- a,     ad    xssa  , 
Onde  ridarre  questa  espressione  faremo  uso  della  sostitu- 
zione lineare 

COD  che  IrOTeretno 

■g  _  (»■  -  «ìis  .  /  /PBm  -4-  C)y'  -^  28.  -<-  C> 
2(y-.-l)"K  \  (a"  —  mV -*-«'  — »'  ' 
e  le  due  equaziooi  di  condizione 
C 


dalle  qaalì 

__C^       t/[(C  -.-  2Bii)(C  —  aB»)] 
"~      2B'*"  28 

C  _  (/"r(C-<-  2B<i)(C—  2Bal] 

"~      2B  aB     • 

e  quindi 

28m  -»-  C  =      (/[(C  ■*-  a8o)(C  —  aBo) 
2B«  -.-  C  =  _i/-[(C,-c-  28o)(C  -  2Bo) 
te  quali  sono  sempre  reati  perehé 

C  —  aBo  >  0 
come  può  facilmente  verificarsi  sostitaendo  per  B  e  C  i  loro 
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Talori,  ed  esprimendo  per  ;'  il  valore  del  radicale  avremo 

2Bin  -*-C  =  q',    2B»  -+-  C  =  —  y'  . 

Le  quantità 

a' —  m'  i     a' — '•  «* 

si  trovano  .l'uca  positiva  e  l'altra  negativa,  mentre 

«■-"••=^K(^.-«-)[.M/"(§-«-)] 


e  fatto  quindi 

a*~ 

»*■  = 

-  p'r^  f      n' 

-«'== 

■r'. 

rbaltando 

P' 

a' —  m' 
n' —  a'  ~ 

a' 

sarA 

p-<i 

Ora  avvertendo  cbe  éi  limiti 

*o 

^— a,    Xt 

^  a 

corrispondono  pei 

'  y 

Vo-- 

a 

■- — S'  "• 

a 

m 

avremo 

■    dS^ 

(m_ 

-"^fUA 

<  ?:r- 

±.' 

!  qoindi 

_  ri"-»)  p.  'I)  I  yr  y'-t  \ 
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ponendo 
e  perché 


•   j(»i-..)p,  (y-iyy     l 


e  ponendo 


e  pei  limiti  di  ^  essendo 

avremo  per  p  ^  -^  - 

d 
senf  =r 


ove  per 


,.  =._-  é  ,= 


,,=  -    è   f=-5 


e  quindi  sostituendo  ed  inverteado  i  limiti 

~«r"  L  J..  i         K)  .  l-^fsenj.  A  J  ■ 


„  Google 
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Per  assegnare 

seof)      ^ 

si  ponga 

senp        dp       seaj)  — j>3ea'j>    dp 
l-+-psenp  "  A  1— pVn'f    '  ^T 

_   .    »w>y  if       l     ^       A     if 

onde  sarw 

ì-*-pnaf  ■  A     Jl— p'«n>    A        ^J  A»  "** p J  À"  ' 
Ora  essendo 

(J  cosy         {p'—  l)(ipsen« 

1/{1— p'seny)  *""  (1— j>"sen'y|A 


avremo 


*/l — p'aea'f    A        ;>" — 1  ' 


K{1— p'seo'f) 
e  quindi 


/•   teap        Af 1  coBf  1  Céf       1  /*^ 

jl-H-jaenp  '  A        p* — 1  '  1^(1  — p'«en"f)       pJ  A'       pJ  A 
ma  abbiamo  già  trovato,  §.  30 

(1 — 7     ,      =  —  -^—j.  pf  1^(1  -/sen'y) 
J(l— pVn»:  p  — 1 J  r     V      r         7/ 

p'  senycosy 

dunque  avremo 

r_8enp_    <h__}_    cos^  \ 

Jl-H-/«enf  ■  A        p'-l  ■    A  p{p*~\)  ^^'^' 

p        senycflsy  '    1  fdf 

~  y^         A  "ÌJ^ 


,,Goo^<^ 
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che  integrata  fra  i  limili  —  ^  ,  ^  ci  dà 

J  ,  l-i-pnen?  ■  A       p{p'-l)     \2  *  '^Z       p     V2  '  '^Z 

e  por  p  ■<,i  è  negallTO  il  coefficiente  del  primo  termine, 
onde 

Dal  confronto  di  qaesta  espresaicoe  con  quella  del  §.  31 
rappresentante  la  medesima  area  ne  risulterebbe  una  par- 
ticolare relaiione  fra  una  funzione  ellittica  di  prima  specie 
e  due  di  seconda. 

33.  Contemplato  il  cnso  il  più  semplice  vediamo  ora  se 
la  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  della  formola  (a)  sia 
il  quadralo  di  un  binomio  della  forma 

m  -1-  Rsenf 

ove  m ,  n  sono  da  delerminarsi.  Troveremo  a  questo  6ne 
l'equazione  di  condisione 

i*Ì'co8*6  =  e*i»  -+-  «*/*sen'6 
per  la  quale  il  polinomio  si  muta  in 

a'(i'-«-  iHeu'G)  -*-  2ol/"(i*-^-  Ì'9en*fl).Ì«8enp  -+-  bWsen'f 
'  e  quindi 

rfS  =  ?r«l^(**  -*:  i'sen*9)-f-  beseaf] 

la  quale  Integrata  fra  i  limiti 

0,  n  j    B,  2  jr 
abbiamo 
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S.—  ilMHr{&'-*-  Vsea'G)-*-  2ie] 

S,  =:  ila«^{h'-*-  Pseu'S)—  2ie] 

La  prinu  dì  qneate  dae  eapressiooi  ci  dà  la  superficie  del 
cono  obliqBo  a  base  ellittica  Ut  quale  si  trova  tra  il  piano 
cbe  passa  pel  Terlice  del  cono  e  l'asse  minore  della  direttri- 
ce» e  l'apotema  massima;  e  la  seconda  rappresenta  quella  par- 
te che  trovasi  fra  il  medesimo  piano  e  l'apotema  minima. 

Poiché 

S.-S,  saie 
quindi  ona  poriione  di  snper&cie  è  quadrabile  esattamente. 

La  saperficie  totale  troveremo  essere  espressa  per 


S—%Ra 


lA(A'  -t~  Pmo*$) 


e  quindi  TerìGcandosi  la  condizione 

i"i'cos'5  sss  e'i"-*-e"/*sen*5 
stabiliremo  che  : 

La  superficie  dell'attuale  cono  obliquo  a  base  ellittica  è 
equivalenle  a  quella  di  un  cono  retto  a  base  circolare  di 
raggio  a  e  di  allena  ^{l'sea'^6  —  e') 

34.  Se  ora  pooìsmo 

icos5  =  f ,    bend  s=  A 
rileveremo,  per  quanto  esponemmo  al  §.  24|  cbe  gli  attuali 
coni  qoadrabili  sono  quelli  iqaali  hanno  i  loro  vertici  su  di 
una  iperbole  di  semi-asse  e,  b  onde 

è  la  sua  equazione;  e  cbe  passa  pei  fuochi  dell'ellisse  base, 
e  che  indefinito  é  il  numero  di  essi  coni,  e  tutti  di  natura  cir- 
colare, rileveremo  ancora  cbe  pel  caso  contemplato  nel  §•  3Q , 
annoti  a  Seietut  Mot.  t  Fi*.  T.  Vili.  Dwmbn  1857.  3S 
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avendo  (oogo  la  coadùione 

ì  còbi  CtfMstlOiidettti  ioU»  ^aéllt  i  qUkli  hitma  I  loM  Ter- 
tifcl  sopi^  Ai  ilUà  reità  cbe  4  d&ltifòta  delti  iJtérttBlCr  di  w- 
niì-trssi  6,  K.  Ma  qtima  lUédésltUà  i>ét(a,  fis^bdd  ^dl%  «tiiK 
toit)  delti  i^éi^bòle  coHjbgìit»,  cioè  di  qu«l[d  11  Ctli  ftéiUi-asse 
prìtterp^lG  a  b,  ed  a  èétohiitìù  e ,  é  ebe  9  i^ptii^ìeitlata 
dall'eqaazioDe 

»'    r 


p 


-'-r-i 


cosi  passefeino  ot^a  ÌÌ  assegnare  la  snperGcie  di  (|iKi  iuta 
cbe  bauno  i  loro  Tarlici  so  di  qoesla  oarva. 
35.  La  forinola  generale 

dS=  è  t^{a'{i'-»-A*H-2aA»/Ìen$-t-{«*^-<*A')seo» 
diventa 

tó  ^  ^  t/'(a'(A*-H-A*)H-2a6Yseiip— s'ASen^y) . 

là  questo  caso  il  ttìnòfuio  4i  secóndo  grado  si  può  deconb 
porre  in  dae  fattori  reali  di  primo  grado.  Poiché  posto 
o'(4'-+-A*)-»-2a6'/'8en9 — e'l>'8en*f={m-*~pseiìf){n—pstwf) 
troTeremo 

m^- , 

P 
_  ab{ek)^ì-éfi 
P 
tì*é  «i ,  *»  stìho  ienipré  )]iiatiltfjk  rètii.  Bltiìricndo  (let'  co- 
Mttde  ni,  Ti,  p  fa  hrtnola  Aàfà 
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Per  ridarre  questa  espressione  a  dipendere  dalle  consoele 
fon«Bi  ponwBo 

con  cbe  ollerrerao 

OTTOIO 

(a)        dS=:(fal/'[(m-4-j>— 2;wen'a)(»— jM-2|>8«n*a)3. 
Sì  pQoga  anGora 

tanga  s=  >tang/3 
da  coi 

j  X'sen'/9 


(A); 


7"  ~"  t-f-(V-4)MS^  • 

Sostituiti  quASti  Talari  nella  (a)  colla  condizione  che  si  an- 
nallì  il  coefficiente  di  sen'^  di  ano  dei  dae  fatt*rì  di,fl»* 
condo  grado  posto  sotto  il  radicale  sarà 

1  a-^        "^ 

'  (l-H>"-l)seii"ft" 

xl/'[(i.-/>)(»-TM-[(i»-.-f){X'_  i)-2j.X'])e»'/3)]  , 

dairnllima  delle  qaall 

e  pcrcbA  it,  p  sono  quantità  positive  è  sempre 
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(  50O  ) 
X'-1<0 
Dop9  di  che  U  (4)  prenderà  la  forma 

B=»*a^Z?{ .         <É_^i^[(,,^^)(.-^rt-3,(»-«.)«,«'/S] 
l/^{n-*-p'    ^1— «son  p) 
ed  ancora,  posto 

2fl«l-M>)     _^ 

(^  ds=>i/'[(»-p)(»^)]-jir;^.i^n-'^»"« 

che  dovremo  integrare  da^  =  0,  a/3  =  irper  ayere  la 
intera  saperBcle  del  cono,  mentre  a  qneeti  limiti  per  <t  cori 

,         ir  „       1 

rispondono  «=0,  a=ii  ed  a  quesU  f—^  ,  ^>=ilI-^•2  .  « 

cosi  l' intera  «uperlìcie  del  cono  ha  la  sna  origine  dall'estre- 
mità dell'asse  maggiore. 
Fatto  per  comodo 

4  =  l/(l-c'sen'^) 
la  fc)  direrrk 

,    dai— c"sen"/3) 
dS=X|/[(»-p)(i«H-f )]  ^^_|^^.^yl,  . 

dalU  QiMle 

dS=X|/'[(»-pH'»-?fl  [-,-  ■  |l-*»enft-A 


w 


(  i  (1— iaen'j9)Aj 

Onde   integrare  il  primo   termine  posto  tra   parentesi  sì 

.     „  AsenflcosS 
prenda  il  differeniiale  di         '      ^a  *  "  *"* 

Asen^cos/3 

ì-faen"^ 
_  ilA.sen/3eos/3-wl/3.Acos'j3— cl|3.Asen';8       2tA.iigsen'foos'/3 
~  1-Jsen'^  "^     (l  -  fcen"/3)' 
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ove  posto  per  dA,  e  quiDdi  A*  il  rispettivo  valore  dato  per 
sen^,  ed  esprìmendo  tutto  per  le  potente  del  seno  avremo 


l-faen'^ 

t-2i!)seD'|3-i- 
A  L  1— toon'jS 

t(l-i-«>eil<;9- 

(l-feen"^)-  J 

1— « 


[1— (ae*-t-2i!)seD'|3-i-3ii'seii'|3^ 
1— toon'jS  J 

,  djSptsep'jS— 2t(l-i-«>eii<;9-i-3fa'8eii»ff-l 


1— ibeii'^=;Xr    e    sen*^  ;« 

e  soatitaendo  qaeafi  valori  nei  coeflìcienti  di  -7  ,  e  rìda- 
ceodoli,  troveremo 

-*-i"--'-T  K'-i)('--:) , 

X "- ? -*?'• 

e  folto 


,  AseDj3co8fl       dfl/,         B       j 


] 


(l-*eeil" 
dalla  quale 


b,  Google 


1      AsenffcQsjS 


=  ^^ 


—  pll-fa'n'j 


Il  termine  set— <lo  6i  paà  metiere  soUo  U  segDeole  fonila 

e  cosi 

J^ 1      A»en)3coi)3 

(l-fcieD'/3)V(l— «■•«■"■/3)  "~  C    '  1— »»en*;S      • 
A(»-e")  iS  '  A«  .„  ^,,       .      ,„ 

B d^ 


C  (1— »!en'/3)l/'(l— c'nen'p) 
Sostituendo  Bella  {d),  integrando  fra  gli  assegUti  limiti,  e 
ponendo 

M=XKt(»-l')(»-^p)] 
rìsiilta 

«-<-^ '(!«)- *-^  ME-) 

-r-^'-rì-i-^.-')] 

Dalla  quale  impariamo,  clie  la  sapftrfi«t«  di  qoei  coni  obli- 
qui che  haano  i  loro  vertici  salta  iperbole  coDJagafa  iti 
§.  34  dipende  da  fnDzioni  elliltìcbe  di  prima  e  secooda 
specie. 

36.  Per  quei  coni  obliqui  che  hanno  1  loro  vertici  en- 
tro la  iperbole  sulla  (aale  si  trovano  i  vertici  dei  coni  qna- 
^rabili ,  prenderemo  ad  asseguaro  la  superficie  di  quelli 
sotlanto  i  cui  vertici  insistono  sulla   iperbole  deferndntfa 
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al  %  28,  per  I.a  qaale  ha  luogo  l'equazicae 

onde  la  forinola  delU  sopprficie  diverrà 

Per  questi  coni  è  sempre  positivo  il  coefficiente  di  sen*g). 

Principìeremo  qqi  coll'osservare  che  11  trinomio  sotto  il 

vincolo  radicale  no;^  p«A  daeoi^jpfiMi    in  due  fattori  reali 

di  primo  grado;  perché  posto  ch'esso  risalti  del  prodoUo 

(«-♦T-jjsenp)(in-«-}seii9)  trQveremo 

01)^4  uoq  imo  tenersj  lo  flesso  m^fido  f}f I  t^rngK^p  «if-» 
tecedente  per  la  iolegrazione. 

Quindi  per  maggiore  semplicità  sapporremo  che  si  prlu' 
cipi  a  valutare  la  saperficle  dall'estremità  dell'asse  mag- 
giore, e  però  nella  formosa  generale  porremo  le  coordinate 
circolari 

gi=(Htì)^  ,    y  =x  Asen; 
e  per  queste  troveremo 

dS  =  ^  l/'(à'{b'-+-i'y**2aè'foo3^(òY~e'k')coa>(f) 

e  per  la  coq4jzj<}il)e  voluta 

rfS  =  ^  |/(i»/»-.-2ai«/cosf-t-(i'^-«?A'}co8»  , 

ove  prw«d<;9do  come  al  ^.  18  sarà 
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t  posto 

(SOt) 

2Jr-+-2o»V-«"*"=A 

4(«»Y-^r- 

■*-)=B 

molu 

4{»r- 

-.'*')=€ 

Se  si  pone 

-B...-|^C..o.|) 

8Ì  troverà 

nia 

Xt^(A(«'-t-l)'— B(i."-*-l)-i-C-^CA(t-«')*-B(l— n'J-i-Clcoi'al 
ed 

.      A-B-i-C 

o?Tero  ' 

.    aty'-2oty-t'*'    t-i-y-a)'    j- 

"  —  26T-^2ojy— !'*"  ~  *"H^^»)■  ~  (f  ' 
essendo  it',  d  la  minima  e  la  massima  apotema,  e  penìù 

A  =  JV  .  ] 

Qnando  sotto  il  vincolo  radicale  si  ponga  il  valore  del  co- 
seno dato  pel  seno  si  troveranno  i  coefficienti  i 

2A»4  -^  2(A  -[B  ■<-  C)  =  «•*•  j 

A(l^..)._B(l-..)-W:=«-d'.(j_^) 
e  cosi  risalterà 

2i(dd')l     l/-[l-c'seo'tt] 
(d-^-d")'  •     (1-teoso)' 
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"     '    'a'dd!  •        d-r^'  ■ 

Per  integrare  tale  espressione  principieremo  col  metterla 
sotto  la  segnente  forma 

2t(Af)l  AiMl— »eosa)' 
(J-i-d')'     (1-*'cm"o)' 
OTTero,  fatto  per  comoilo 

„__  2«(Af)l 

L    (l~*'cos*«)'  {1— A'cos'«)'J 

e  quindi  ancora 

L(l-*')"   (»-msen'o)'       (1-*")' (l-msen'o)"J 
ove 

Ora  abbiamo 

tfc)(l— ^aeo'alA Ada  Mdusen'w 

(l-msett'o)'    ~  (l-*-nsea'a}'  ~  {i-t-nwa'a}' 
e  quindi 
((u(l— >sen'ci})A 


B(l->sen'a)A^^rA^Xy     _A ^  _J_T 

(iH-nsen'»)'  LV        «'(l-mseo^a)»       n  l-t-nsen'uj  ' 

ma  Irovasi 

(Iw-nsen'u)'      \         « /(l-t-«sen'«)*A       n  '  {ì-t-H8ea'o)à 

^ ^(i  ,y\     *       '1^ 

l-t-nsea'a        \        n  /  (l-Misen'«)A       n  A 
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i  quali  Talori  soUìluti  aeirintecedente  espressione  aTremo 

da{ì — Xsen'«)A        /  Xw         c'^  de» 

(e'       2Xc'       X\  do  W   d» 

n         •'        n/  {ìi-t-nBtii'iì)à       »*     A 
Per  quanto  esponemmo  al  §.  35  essendo 

da  1  ,  Aseoucosu       A(«-»-<*J    dai 


{l-t-nsea*a)'A       C      ■i'*-naeu'a  Ce*  A 

An  .  .         B  da       ' 

~t-  :=-r  ada  - 


ave 
Fatto  pertanto 


floslilueado  otterreme 

(!-*■)■ 


C      l-^B.en'o'^'W"  ""        Ce"      /  A '*"  Cu» 

/»D        V         ifai        -I        2»H        Aiiii«(mt 

""ic        /  (l-f-»»<ai',B)iJ  "*■  (I-AI-  (l-MuwW  ■ 

Per  la  iolegrazioae  dell'allimo  lermine  porremo 

seno) 

essendo  9  lOna  naova  rarial^Ie  ed  m  una  qtuuilitk  da  de- 
terminarsi, 
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m'iang'S 

l-t-m'c*tang*8 

-  1 

l-»-in"«'taDg"6 

Aducosfd  =  — =1  A*  , 

C08"9 

«  qvindì  sMtittieMio  sarà 

Aiiucostt  mdd 


(l-t-nsen*»)'       co8'9(l-+-m*(c'-t-«*)lapg*5)*  ' 
E  per  determiiuire  la  m  sì  poDgt 

«•(.■■-.^=1,    ed   -  =  -p^;r^  . 

e  COBI  airemo  facilmeote 

il  quale  valore  sostitnito  sella  formola  ch«  di  la  saperfi' 
eie  otterremo 


w      /Xe'       AD(e*-t-n)\rfa        Ah  .  , 
r-TT  r*-/"i — ai..,t  , i  li'  (iei>5coi5-i-<) 


dalla  faak  «JlcfÙMD  eke  io  fiae  la  Mfarfieie  dipsa^  dalls 
iwinooi  «llHtiflbs  di  prina  e  «ecooda  «pacàe. 

37.  AsB  dw  oouidM-ars  ora  i  eotai  «  dopf  ib  «UiqiuU 
passeremo  ad  assegnare  la  superficie  dei  \ 
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Ed  a  questo  fine  (fig.  3*)  s' ìmmagin}  bdI  piaao  XY  una  corra 
qualunque  di  equazione, 

y'=f{x)  , 
essendo  in  O  l'origine  degli  assi  coordinati  ortogonali. 

Snl  piano  ZX  si  concepisca  una  retta  parallela  all'  asse 
delle  X,  e  sia  OC  =  m  la  saa  equazione.  Facciamo  quiodi 
che  un  piano  scorra  lungo  le  x  conservandosi  sempre  pa- 
rallelo  all'altro  ZY;  tale  piano  continnamente  intersecherà, 
la  curva  BUA,  e  la  retta  CD ,  onde  congianti  tutti  qae- 
8ti  punti  ne  risulterai  una  superficie  della  qaate  se  ne  di- 
manda il  valore. 

38.  Daremo  intanto  l'equazìoue  alla  superficie }  pel  che 
dette  X,  y,  X  le  coordinate 'di  un  punto  qualunque  S  preso 
sulla  generatrice  HN  avremo 

PN        QS  QS 


PM 

QM       PM-PQ' 

dalla  quale 

m              X 

M~r(.')-y' 

e  quindi 

(1) 

dalla  quale  risulta  che  la  superficie  sark  di  second'ordine 
.  tntte  le  volle  che  f[x)  sia  di  priido  grado,  e  razionale.  Di 
essa  eqnazione  si  dovrebbe  fare  oso  quando   per  la  qua- 
dratura di  tali  superficie  sì  volesse  partire  dalla  fortnola 

generale 

Noi  peraltro  ,  a  simiglianra  di  quanto  abbiamo  fatto  pei 
coni  comuni,  procureremo  stabilire  una  formola  per  la  spe- 
cie delle  superficie  che  trattiamo  e  che  potrà  ritenersi  al- 
meno come  approssimativa. 
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39-  ImmagiDiamo  qniDdi  condotta  un  altra  generatrice 
ffl«  infinilamente  prossima  alla  UN.  11  quadrilatero  MNmn 
noD  trovasi  in  un  solo  piano,  e  perciò  intendiamo  condotta 
la  diagonale  Ntn,  con  che  avremo  dae  triangoli,  l'ano  dei 
quali  HNm  possiamo .  considerarlo  aeì-  piano  tangente  che  . 
passa  per  la  generatrice  HN  e  la  tangente  MT  ,  e  l'altro 
rettangolo  Nmn. 

Per  avere  1'  altezza  del  triangolo  MNtn  immagineremo 
condotta  la  PT  normale  alla  tangente,  onde  la  NT  risulta 
normale  ad  MT  ,  e  quindi  designata  per  dS  la  superficie 
elementare  sarà 

HmxNT       NnK«» 

ovvero,  tenendo  conto  dei  soli  infinitesimi  del  prim 'ordine 
j„       MmxNT      NnxHN 

05  = — : 1 -r • 

2  2 

Per  avere  la  NT  avvertiremo  che  dessa  è  la  perpendico- 
lare ealata  dal  punto 

y  =  0  ,    X 

sulla  tangente  la  direttrice  nel  punto  x  ,  y ,  i'  equazione 
della  quale  é 

Y  —  "^y  X  ■  y*°'~"''^y 

dx  dx 


onde 


e  quindi 


ydx 


di  ' 

e  perciò 

(2)         iS=ìl^(«V»*-*-y'Ar')-4-iAi!l^(m'H-y") 
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A  qonU  forfnoU  si  potrebbe  ancora  giasfiffe  «owidemdo 
il  triangolo  MNm  q  aal«  aattore  di  ragf^a  BfN ,  e  dì  arco 

i^i:dt"-{rf.MN}'] . 

Se  Della  (2^  poniamt  m  =  0  ,  .risalta 

cioò  la  oota  formota  per  la  qnadrataira  delle  Boperficìa  piaae. 
40.  Sappcmiaiiu»  ora  efae  nia  una  ellisM   la  limea  dinl- 
Irice,  e  la  sua  equazione  Tenga  rappreseotata  dalle  due 


(«) 


H-  ^  ^^(i'iit'-t-^o"»!*— i"m'Jco8'p-i-a*6'cos*fl>) 
la  quqle  dovrà  integrarsi  fra  ì  limiti 

per  avere  la  quarta  parte  delle  superficie. 
Poniamo  ora  per  comodo 

(i)  S,«  -  r  d5wos9i/^(ft*-(-»"— i'sen'p) 

1  r' 

(e)        Sa^  Q  I    "^  t^(ò*m'-t-eHft'cos'jj-+-»»A*cos*p) 

e 

Onde  integrare  la  (b)  avvertiremo  essere 
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(SII) 

r— A'iJjJsen'fcosp 
•  quindi  integnio  ^r  parti  H  seoondo  leróiiae,  tPOTeremo 

da  CHI 

Per  )Ale^w«  poi  Ir  4s{n-08si«ae  (0)  «nppotremo 


ande  «i  lìmitt 

corrisponderanno 
e  £05)  iuvertoodo  ì  litnìii  sarà 
(•)  Sj*=M     Ti/    (i'm'-HB'm'sen'  -  -i-a'i'seo*  -J 
Si  ponga  quindi 

lang-«-laDg^ 

conservandosi  per  a  i  medesimi  limiti  che  per  6»  ed  avremo 

1— cosa 

SCn*U=  — r i -; j- 

»  -*-l— (1 — n  jcosa 
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2nda 


«'-+-1 — {1 — i»')coBa 
ie  quali  espressioDÌ  soslitaite  nella  (e)  ci  danno 

s  :=ir'       "^ 

'       J,  tn'H-1— (1— ii')co»al" 
xK[A'm'[«*-»-l-(Ì-n*)coBa]'-t-e*m'(l-cosa)[t»'-i-l-(i-ii')co«] 

-*~a*ò'{ì — couc)*] 
e  per  la  condizione  onde  delerminare  la  fi,  otterremo 

tf)    S,=  ir     .     .     ."^  ,^ -,  |/^{A-.-Bco8'«) 

2i'm'(l-n*)-»-e'm"(l— «•)-*-«'m"(l-t-ii«H-2«V=0 
ove 

A=Ì"m'{B*-i-i)'-i-«'m'(ii"-(-l  )-*-«'*' 

B^'»i*(l  —n')*-*~e'm'(l—n*y*-a'i' 

Dalla  seconda  delle  (f)  deduciamo 


e  perchè  /3=l/'(i'-t-m'),  risalta  ii'>l. 
La  prima  delle  (/)  si  mota  in 


'A 


■'.  [»'-.-l-i-(»'— licosa]' 
I  perciò 


|^{A-<-B— Bsen'a) 
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"      2(«'*1)'J.  (!-.-*«)«)■ 

.j/-(4«T-4^r(»-=!^') 

jsen'ai 

essendo  per  comodo 

-:€l- 

Il  coefficiente  di  sen'tx  può  dar  laogo  a  Ire 
Ire  è  indetermiiiata  l'atteiza  del  cono-cuneo 

ipotest,  meo- 

41.  Sia  primieramente 

m{a'-*-6') 

4«4^      '^*  ■ 

e  quindi 


{n"-^-l)'J„   (l-.-*cos«)' 
Per  integrare  questa  espressione  si  assuma 
seaacosa  r2cos'a— 1    .    Asen'a 


1 -licosa 

'"L  l->-tci>sa        (l-> 

-tc<i«i)'J    ■ 

Si  faccia  ora 

l-nlco«i=« 

e  pel  coefficiente  di  Ja  troveremo 

2(11-1)*-*" 

-«■-»-i-l 

-*" 

ovvero 

h- 

11         1-4-, 

1, 

Annali  4i  Seitnft 

Sai.  t  Fu.  T.  Vili.  IHttmbrt  1857* 
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ove  poslo  onovatnente  per  u  il  suo  valore  sarà 

,  «enacosa        1      , ,  1        da  l — **  dee 

i-^-kcoM       k^  k  1-t-Acosa         *         (l-^-*cosa)' 

da  cui,  essendo  A  <^  1 

rdtt         r"      da 2 JT 
.  (i-^kcostt)'      J,  1-4-Jfccosa  ~  (l_t")i/(l_i»)  ■  2 

e  quindi 

;.      «fa  2  » 


""       K-^l)-'   (l-*V(l-*'l'  2 
Ma  per  essere 

«    —  1 


S  _  aj3(g^-*-*»')      T 
4i»i        '2' 

la  superficie  cercala  sarà 

,  ,      e      "/S  .     ■      /      4»       «m       ofi(a3-t-4m)     ff 
M     S-fjArc..e„(=^)*^*.PLgrLi.-. 

Sia  in  secondo  luogo 

1     .   m(q'-HA') 

e  si  ponga         ■ 

1  m(a'-*-i'j , 

2  J^èf~~'' 
essendo  c<^  1  ,  avremo 
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^  ojSn     pt        da  ^/.      ,      .  . 

{n -i-l)J«  (l-t-*cosa) 

la  quale  per  essere  della  stesaa  forma  dell'espressioDe  in- 
tegrata al  §.  36  concluderemo  che  la  superficie  dimandala 
dipende  dalle  funzioni  ellittiche  dì  prima  e  seconda  specie. 
Sia  io  terzo  luogo 

la  e'  risultando  negativa  il  radicale  diverrà 
1^(1  -^  c^senV)  ; 


abbiamo 

i/^(l  -f-  c'aen^a)  =  l/'{l  -*^  e')  ì^Ì  1  - 
onde  permutando  i  limili,  e  ponendo 


S,=    '^"\  '    „    'i     ~ — -, jTjl/  1  —  c'"sen'0 


la  quale  dipende  dalle  fanziMii  ellìttiohe  di  prìioa   e  se- 
conda specie. 

42.  Se  la  base  del  cono-cuneo  fosse  ae  cìfcola,  la  S|  boo 
muta,  e  nella  S,  essendo  allora  «  =0,  avremo,  dicendo  r 
il  raggio 
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oyvero 

5  =  1  [^  Ar(B.8eD(=fc  ^)  -t-  m]-*-  ^J  dpi/^(fi»'-.-r'cosM 

e  praticate  pei  secondo  termine  del  secondo  membro  le  ine> 
desiiqe  sostitazioi^i  che  pel  caso  della  base  ellìttica  ,  tro- 
vereiqo 

ove 

A  -t-  B  =51 4j3* 

I    fatto 

1  _    m^_    , 

2  2/3  ~  " 
sarà 

iSnr       r"         d«  y,i       »      .  , 

S.=  r.^7T^/     Ti— E rjl/l-c'scnV 

(n-+-l}V„    (l-"-icosa) 

ove  e'  rosi  poà  diventare  eguale  a  {ero  o  all'uoìtà,  né  può 
essere  negativo. 

Da  «jnesla  forp)q)a  risulta  che  anche  la  snperGcie  del  cono- 
cuneo,  lor  qaaodo  la  carva  direttrice  é  ana  circonferenia, 
dipende  dalle  funzioni  ellittiche  dì  prima  e  seconda  specie. 

43.  Se  nella  {a)  si  suppone  A  =  0,  la  superficie  si  ridncs 
ad  un  rettangolo  sai  piano  ZX  di  base  a  e  dj  alleezs  m, 
e  si  ha  ' 

dS  ^  amdfcostp 
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(  5") 
\a  quale  inlegrala  Fra  i  limili  0,  e  ^  risuìMif 

Se  poi  nella  medesima  (a)  ri  fa  u  =  0,  la  saperficìe  si  rr- 
dnce  ad  na  triangolo  posto  sol  piano  ZY  di  base  h,  e  dì 
altezza  m,  e  si  ha 

dSss-s-  dysenf 

e  quindi 

-^- 

come  deve  essere 

44.  Pasciamo  ora  ad  assegnaire  la  saperÉcìe  dei  citìndri 
oblìqai,  dei  qaair  si  conosca  la  looghezza  dell'asse,  e  l'an- 
golo della  iDclinarfone  di  quésto'. 

Sia  perciò  fig>  4.'  AHB  nna  linea  dircttriee  riferita  agli 
assi  ortogonali  CX,  GY,  e  data  dall'equazione 

»=««)■ 

Sìa  CD.:=a^HN  la  longliezza  dell'asse  del  cilindro. 

Preso  Hm  i^  iti,  e  condotta  la  tangente  MT,  sì  concepi- 
sca una  generatrice  mn  infinitamente 'prossima  ad  MN:  sarà 
MNnm  l'elemento  della  superficie  cilindrica;  àha  potremo 
risgnardare  quale  parallelogrammo:  onde 

(1)  (ÌS  =  HmxMNBenNHL  . 

Ora  da  N  calata  la  perpendicolare  NI  snik  HR-  parallela 
all'asse  delle-  ascisse,  ed  ÌJ  perpendicolare  snlla  tangente, 
avremo  evidentemente 

HL  :=  HNcosNHL 
M  L  =  Mlcosf  ,      W  =:  UNcos9 
dalle  quali 
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cosNML  tsseos&coef 

e 

8eDNHL  =  |/"(l  —  cos'fcos'^) 

Qtiiiitli  1^(1)  si  Uula  in 

dS  =  ad^/'{ì  —  cos*9>cos'5}  > 
ma  esseado 

sarà 

p    .   ■ 

éd-acuorà 

e  volendo  eiiminare  seaB  si  dica  A  l'altezza  det  ciliodro  , 
e  si  avrà 


e'-cwl 

{2)  dS  =  dxl^la'f(x)'^  A*]  . 

45.  Supponiamo  che  sia  nn  circolo  la  base  del  ciliodro 
sMIqaef  Arèmo 

«*-4-y^«i«'r* 
fl  di  qui 

■     />)  =  -;.. 

onde  la  (2)  si  muta  io 
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Ma  se  per  maggior  semplicità  facciamo 

X  ^  rseof 
avremo  facìtmetite 

S  =/rd9l/^[A'-t-(a'—  A")sen'9]  -+-  Cosi.' 

la  qnale  integrata  fra  i  limiti  — '-^'i  ~  duplicalo  l'integra- 
te, e  posto  il  coseno,  per  la  cercata  snperEciè  avremo 

ore  la  quantità  da  integrarsi  rappresenta  il  semiperimetro 
di  ana  ellisse  di  semi-assi  a,  k.  Di  qai'il  seguente  : 

Teorema.  La  luper/icie  dì  un  cilindro  obliquo  a  base  cir- 
colare è  equivalente  ad  un  rettangolo  un  lato  del  quale  sia 
il  diametro  del  circolo  base,  e  Valtro  il  semi-perimetro  di  una 
ellisse  che  oMta  per  semi-assi  l'alteisa  del  cilindrOf  e  l'asse 
del  medesimo. 

Se  h^a,  nel  qaal-caso  it  cilindro  é  retto,  abbiamo 

S-=2nra'.  ■ 
46.  Sia  an  cilindro  obliquo  a  base  ellittica,  avremo 
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ed  ancora 

nelU  quale  fatto 

XSS  X  C08  f 

sarà  per  la  superficie  totale 

ed  essendo 

A  ^  a  sea  0 
air* 

5  =2f   «dpt/{A'sen'5— (A'sen'6— B')c09*ffl) 

ove  hanno  luogo  le  seguenti  ipotesi 

A'sen'fi  >  B%  A"8en"9  =  B* 
A'8en'fl<B'  . 
Per  la  prima  abbiamo 

S=aar   dpi^(A*scn'9— {A'sen'fi— B')cos'y) 

onde  il  seguente 

Teorema.  La  superfieie  di  un  cilindro  obliquo  a  baie  el- 
littica equivale  aìla  luptrficie  di  un  rettangolo  che  ahbia  per 
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aìtezia  la  lunghezza  dtlVaiu  del  eiliudro,  e  per  base  il  pe- 
rimetro di  una  èlliae  di  senU-aui  Asen$  ,  B. 
Nella  seconda  ipotesi  abbiamo 

S=2A(U»eD$=2nBa 

è  però  il  seguente 

Teorema.  Oliando  la  boxe  del  cilindro  obliquo  è  determi- 
nata da  una  ettitie  di  equazione 


y 

A'sen'5 


A"  "^  à»«n»tì  * 


la  tua  guper/ieit  equivale  a  quella  di  un  cilindro .  retto  che 
abbia  per  baie  il  circolo  di  raggio  B  ^  AsenS,  e  per  altezza 
la  lunghezza  dell'aue  del  cilindro. 

Nella  terza  ipotesi  la  superficie  del  cilindro  verrà  rap- 
presentata dalla  formola 


S  =  ìa  f  df  ^^tA'sen'fl  -t-  (B*—  A'sea^fijcos'f] 

oTvero  fatto 

n 

avvertendo  ai  nuovi  lìmiti,  0,  R 

S=2<i|'"da  L/"(b'-(B*-  A'sen?9)cosV) 

cioè  il 

Teorema:  La  tuperfieie  del  cilindro  obliquo  quando 
B"  >  X'sBa'G 

é  equivalente  ad  un  rettangolo  di  altezza  a  e  di  ba$e  il  pe- 
rimetro dtll'elliise  di  lemi-aese  B,  Aaen6. 
Se  nella  formola 
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S=2aJ     rff  1/   (A'sen'fl— (AVn'9~B')cos»  ) 
sapponiamo 


ossia  il  cilindro  retto,  avremo 


S-^2aJ  dyt^(A'-(A'^B»)co8'f) 


cioè  la  saperficie  del  cilindro  retto  a  base  ellittica. 
47.  Sìa  la  direttrice  una  parabola 
y*=  2px 
si  avrà 

onde  la  (2)  sì  mula   in 

onde  ìt 

Teorema.  La  auperficie  di  un  cilindro    obliquo  che  abbia 
per  bate  una  parahola  di  equazione 


equivale  ad  un  retlangolo  di  altezza  eguale  a  quella  del  ci- 
lindro ,  e  di  bate  eguale  all'  arco  di  una  parabola  di  para- 

2ttV 
metro   -—^  . 

Se  il  cilindro  dÌTenga  retto,  essendo  k^a  sarà 
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s=.j;'j..i^(i,-f,,). 

48.  Sia  Gnalmente 

A'       B- 

l'equazione  della  iperbole  direttrice,  essendo  in  tale  ipotesi 

la  (2)  sì  cangia  in 

e  perchè 

A'y'—  B*(«'—  A*) 
sarà 

nella  qoale  fatto 

=  -*- 

cos^ 

risnlla  facilmeote 

S=  r  -^  i/[(BV-.-A'A')-AVcos»] 

e  perché 

A  ^  osenS 
sarà 

S=5a  f— ^i/rtB'-t-A'sen'fl)— A'sen'ecos'fl 

>/  )>,  COS  f 

onde  il 

Teorèma.  La  mperfcie  di  un  cilindro  obliquo  iperbolico 
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equivale  ad  un  fettangola  di  altesxa  eguale  all'  atte  dtl  ci- 
lindro, e  di  base  eguaìe  all'arco  di  una  iperbole  di  temi-atsi 

B,  AseoS,  la  guale  ii  muta  nella 
ovvero  hrehé  il  cilindro  i  retto. 
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SUOVE    PUBBLICiZlOHI    DEL    PRINCIPE    fiONCOHPAGMl. 


Questo  ìllaslre  erudito  non  cerna  di  raccogliere  e  donare 
alla  pQbblicità  docomeati  ralefoli  a  rischiare  la  storia  della 
DMlematica.  Ha  non  è  guari  impresa  una  collezione  d'an- 
tichi Trattati  d'  aritmetica  ,  lotlora  inediti  ,  da  lui  rin- 
Tonati  ouDoscritti  in  varie  biblioteche  (1).  Il  primo  di 
essi  è  tolto  da  nn  codice  meabranaceo  contrassegnato 
li.  6. '5  che  serbasi  nella  Biblioteca  dell'Unirersità  di  Cam- 
bridge, ed  è  intitolato  Algoritmi  de  numero  Indorum.  Con- 
tiene qnesto  le  regole  della  nomerazione  scritta  secondo  la 
dottrina  indiana,  quelle  dell'addizione  e  sottrazione,  della 
mediazione  e  duplicazione,  della  malliplicazionen  divisione 
con  la  prova  chesogliam  dire  del  nove,  lutto  ciò  sopra  nn- 
iiieri  interi}  poscia  propone  di  trattare  de  multiplieatione  fra- 
etionum  et  earum  diviiione  et  de  extractione  radieum,  e  inse- 
gna a  scrivere,  moltiplicare  e  dividere  le  frazioni  sessagesi- 
mali, ma  s'interrompe  e  s'arresta  ove  s'accinge  a  dichiarare 
il  calcolo  degli  altri  numeri  rotti.  Alla  sposizione  de'  prin- 
cipi ^*  trovano  più  volle  o  preme&se  o  frapposte  le  parole  , 
Oaiit  Algorithmi,  inquii  algorismi,  per  le  qaali  si  appalesa 
che  Algoritmi  o  Algorismì  indica  l'autore  d'un  libro  di  cui 
questo  è  la  traduzione  o  meglio  un  estratto  :  anzi  non  si 
pnò  dubitare  che  esso  sia  il  Matematico  Mohammed  ben 
Musa,  vivuto  nel  principio  del  nono  secolo  e  chiamato  Al- 

(1)  Trattati  d^aritmelica  pubblicati  da  Baldassarre  BotuotH' 
paoni.  Roma,  Tipografia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche ,  in 
Vìa  Lata  N.-  «If.  1867. 
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Kkarixmi  da  Kharixm  o  Ckowaretm  suo  paese  nativo  (1).  A 
proYa  d'una  tale  identità  recitiamo  te  segaentt  parole "cte  sì 
leggono  in  quel  trattalo  (pag.  2,  Iìd.  3 — 6):  «  Et  iam  pate- 
feci  in  libro  algebre  et  atmucabalah,  idest  restaorationis  et 
opposttìonis,  qaod  oninersuB  nninerus  sitcompositas,  et  qnod 
nniversus  numerus  componatur  saper  anam».  La  quale  alla- 
aioDeai  confà  fertettameate  il  Compendio  del  modo  di  calcolare 
per  algebra  e  almucaò^  scritto  da  Hobamoied  ben  Musa  Al- 
kharizmi,  doVej  secondo  la  Iradamae  inglese  di  Federico 
Bosen,  é  dettò:  «  I  abo  obaerved  ihat  ererj  Bninber  is  Cam-' 
posed  of  dnits,  anb  tbat  an;  namber  ma;  be  divided  iato 
BnitSN  (3).Ua 'altra  rolla  si  allude  al  medesimo  Compendio  nei 
trattato  Àlyoritmide  nuAero  Indorum^  pag.  10,  lin.  20—22, 
come  segue:  «  Etiam  p&tefecr  in  libro,  quod-neceBsceslomni 
numero  qui  multiplicalur  in  aliquo  qnolìbel,  nt  dupticeUir 
unns  ex  eis  lecundnm  nnitates  alterias  »;  ea  c)<V  risponde 
in  effetto  an  passo  del  Compendio  cost  tradotto  dal  Roseo: 
Wfaenever  one  namber  is  to  be  moUipiied  hj  another,  tke 
one  must  be  repeated  as  ibanj  tines  as  tbe  other  contains 


fi)  Kharizm  óa  Khvaresm,  pdys  de^  CkorasMfeht ,  fégion  dn 
Turkestan  «ccìd. ,  aa  stid  de  la  mer  d'Arai,  ^  sar  les  deitx  rives 
4a  DjihDUD  ,  cntre  le  khaaat  da  Boukhera  et  la  mer  Caspicone; 
conlient,  entre  aiitres  territoìres ,  le  khanatde  Khiva  et  le  pays 
des  Turcoihans»  DìctioniMirettniverteid'Hittoirf  et  deQèo^aphie. 
Far  M.—N.  Bouillet ,  conseillar  honoraire  de  t  Umversitè,  »»- 
speclew  de  fAcadémie  de  Paris,  o/ficier  de  la  Lègion  d'honneur, 
inembre  de  tordre  de  Charlet  III.  d'£spagne,  etc.  Onvrage  ap- 
prowè  par  le  Cónseil  de  rUmversili  et  par  M^r:  FAnlaté^vx 
de  Pffrxs,  Pivttvelte  èdilion,  [onzième)  revve,  comgèe  et  autortsèe 
par  le  Sainl-siège.  et  augmentèe  d'un  noaveau  supplèment.  Paris, 
lÀbrairie  de  L.  Hachette  et  C"  Rne  Pierre-Sarraxin  ,  n.'  H. 
{Près  de  lÈeole  de  mèdecine),  18B6:  pag.  967,  col.  1). 

{8}  The  Algebra  ofMohammed  ben  JWWa.  Eéitèd  and  IranskUed 
by  Frederic  Rosea,  Londra  1831,  pag.  S,  tin.  7 — 8. 


ly  Google 


(  527  ) 
eanìU  »  (1).  Manifestamente  al  Inogo  citato  il  vocabolo  du- 
plieetar  sta  per  nmltiplieetur. 

Sì  dimostra  adnnqae  per  l'opiiBcolo  pubblicalo  dal  prinr 
cipe  Boncompagni  che  Mobammed  compose  oltre  al  trattato 
d'alg«bra,anch():iiq  til^jo  sQpf^i  il  metodo  ia4i?no,4i  ""p^^rV 
sione,  ondMon  incongrnamente  potè  da  Ini  deriTare.il  nttipe 
di  Algofitmus  o  Algorittnui  dato  nel  medio  evo  alla  nuova 
aritmetica,  secondo  che  congbietturò  il  signor  Beioaud  (2). 
Anzi  è  da  credere  che  eziandio  la  voce  Algu»  osata  in  al- 
CDoi  codici  e  stampali  pel  nome  dei  filosofo  che  insegnò  quel- 
f'apilmetica,  sia  stata  solo  per  abbravazionc  o  errore  sosli- 
tnila  a  quella  di  Algoritmm:  cosi  il  Tartaglia  affermò  e  rì- 
ffHé  il  signor  Chasles  (3)  che  Giovanili  Sa^robosco  chiama 
Algo  il  Blosofo  dal  coi  nome  l'aritmetica  pratica  fu  detta 
Algorismo,  e  tale  è  la  lezione  di  qualche  edizione  del  trat- 
tato scritto  dal  Sacrobosco,  ma  in  quella  che  fece  il  Clich- 
tovée  con  la  data  di  Parigi  1503,  si  legge:  «  scentiam  nu- 
merandi  compendiosam  pbilosophus  edìdit  nomine  Algo- 
rismus:  unde  et  Algorismos  nuncupatur  vel  ars  numeran- 
di  ...  ,  (4). 


(11  Ivi,  pag.  21,  lin.  18-lB. 

(4)  Mèmoires  de  l'Instim  National  de  Frante,  Aeadèmie  des 
Jnscriplions  et  Belles-Lettres,  Tofne  XVIII,  pag.  303— 304.  Non 
so  peraltro  con  quale  fondamento  il  sign.  Reinaud  ivi  asseverasse 
che  furono  gli  scritti  di  Mohammed  quelli  che  tradotti  in  latino 
divulgarono  in  Occidènte  la  notizia  delia  numerazione  indiana. 
Il  Peacok  lArìVtmetic,  art.  67)  dice  stabilita  per  comune  consenso 
degli  autori  arabi  l'opinione,  ch'egli  sia  stato  il  primo  a  scrìvere 
sopra  l'algebra  e  la  numerazione  indiana,  ma  sembra  che  scambi 
il  nostro  Mohammed  con  Abu  Safar  Mohammed  ben  Musa  che 
fiorì  alla  fine  del  nono  secolo.  V.  la  citata  traduzione  del  Rosen, 
Prerazione,  pag.  xi  e  xii: 

[3J  Tartaglia  ,  La  prima  parte  del  general  trattalo  di  numeri 
et  misure.  Venezia  1B56,  Carta  3,  recto.  —  Chasles,  Aperru  kitio- 
rique  ecc.,  pag.  6^8  in  naia. 

(i)  Trovasi  nel  fol.  xlv  recto  d'una  raccolta  d'opere  di  aritmetica, 
geometria,  prospettiva,  astronomia.  Nel  fol.  xlviij  recto  sì  legge: 
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L'Algebra  di  Mohammed  è  ooU  «ache  per  una  tradnzionc 

latina  che  fu  pnbblicata  da  Gaglielmo  Libri  e  della  quale 

si  conoscono  undici  eaemplari  manoKritti  (1).    Alcuni   di 


OputctiU  de  praxi  nunwrorum  quod  Algoriimam  voeanl  fims  ;  e 
appiedi:  Abtoiutvm  in  almo  Parhitiorw»  étudio  |  Amo  dui  qui 
numero  definivit  omnia  1503.  Nel  fol.  xssiiir'ha  una  dedicatoria 
di  ladocns  Clichtovms  Neoportìiensis.  —  Torna  qui  opportuno 
di  avvertire  che  è  questo  VÀlgoritmo  a  cui  accennava  lo  Chasles 
nel  suo  Apergu  pag.  569  dicendoTi  insegata  una  diviùone  de' 
numeri  in  gruppi  di  quattro  figure;  e  che  all'incontro  vi  è  pre- 
scritta la  separazione  delle  fìgnre  di  tre  in  (re  ,  come  prora  il 
passo  riferito  dal  Boncompagni  [Notizie  intomo  ad  alcvme  opere 
di  Leowurdo  Pisano,  Roma,  1854,  pag.  369)  ,  e  come  lo  stesso 
Cbasles  sembra  aver  poscia  riconosciuto  attribuendo  al  Sacrobosco 
nei  Com^tes  rendus,  tom.  XVI,  pag.  liOS,  una  tale  separazione. 
(Ij  Stimo  far  cosa  grata  ai  matematici  eruditi  dando  una  nota 
degli  esemplari  sopraccitati,  che  debbo  alla  gentilezza  del  principe 
Boncompagnì: 

I.  Binlioteca  Imperiale  di  Parigi,  codice  conbassegoalo,  Suf- 
pUment  latin,  n.  tò  (carta  110  verso,  col,  8.,  lin.  1  —  carta  li6 
verso,  col.  1,  lin.  30); 

i.  Ib.  codice  contrassegnato  Hitidv  S.'  Germain  15  {olim  paquet 
a,  »,  7),  carta  1  recto,  fin.  1  —carta  18  verso,  lin.  Ì); 

3.  Ib.  codice  contrassegnato ,  Ancien  fonds  Latin,  n.*  7377  A 
[carta  3i  recto,  lin.  1  —  carta  i3  verso,  lin.  7); 

i.  Ib.  codice  contrassegnalo  Fonds  Francais ,  n.«  8110  [carta 
a%6  redo,  lin.  Ì  —  carta  Ul  verso,  lin.  ti}; 

5.  Biblioteca  dell'Università  di  Cambridge,  codice  contrassegnato 
Mm.  ì.  18.  loannis  Mori  Epi.  Norvicensis  n  -  9260  [carta  65 
recto,  col.  ì,  liu.  13  —  carta  69  verso,  col.  i,  lin.  34); 

6.  Biblioteca  Ambrosiana  di  Milano,  codice  contrassegnato  A. 
183.  Parte  Inferiore  (carta  115  recto,  co!.  1,  lin.  1.  —  carta  140 
redo,  col.  1,  lin.  31); 

7.  Ib.  codice  couttassegnato  P.  81.  Parte  superiore  (carta  1 
redo,  lin.  1  —  carU  ii  recto,  lin.  SO); 

8.  Biblioteca  Magliabechiana  di  Firenze  ,  cod  ice  contrassegnato 
Scaffale  C,  Palchetto  K,  n.»  18,,  S.  MofcotX^  (carta  80  r«(o, 
col.  1,  lin.  $8  — catta  86  verso,  col.  2.  lin.  34); 

9.  Ib.  codice  contrassegnato  Classe  XI,  n.»  45  (carta  %  recto, 
lin.  1  —  carta  5  recto,  lin.  6)  Frammento; 

10.  Biblioteca  Vaticana  di  Roma  ,  Codice  Vaticano  n.«  5733 
(carta  275  recto,  lin.  1  —  carta  287  recto,  lin.  16); 

II.  Ib.  Codice  Urbinate.  fl.<>1329  (carta  43  recto,  lin.  1  —  carta 
63  recto,  lin.  24j . 
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questi  non  sono  completi,  e  nessuno  é  anteriore  al  secolo 
decimoqaarto:  il  nome  del  traduttore  non  vi  è  indicato.  Ro- 
berto di  Chestei^  del  quale  restano  altri  lavori,  avrebbe  Tol- 
talo dall'arabo  in  latino  il  libro  di  Hohammed  nell'anno  1183 
per  testimonianza  di  Adriano  Van  Roomen  (chiamato  lati- 
namente Adrianus  Romanui)  che  in  una  saa  opera  intito- 
lata In  Mahumedis  art^ù  Algebrtan  Prolegomena  asserisce 
di  possedere  qaelia  tradazione.  Un  esemplare  stampalo  di 
quest'opera  si  conserva  nella  Biblioteca  pnbblica  di  Douaì, 
e  fa  accennato  dal  sig.  Cbastes  al  principe  Boacompagni 
in  una  lettera  scrittaci  a  di  5  settembre  1S52  ove  riportò 
alla  pag.  SI  del  citato  esemplare  il  seguente  passo  gentil- 
mente oomanicaiomi  dal  signor  Boncompagni:  ■«  Mafaumed 
M  Elias  Hoysi  sicnti  primas  omniom  ìnrenit,  ita  u  primus 
»  omnium  conscripsìt  Algebrao)  lingv&  Arabica:  qvo  antem 
N  tempore,  mibi  non  constat.  Opas  vero  ^us  ex  Arabico 
»  in  Latinum  transtnlit  Bobertns  Geslrensis  in  civitateSe- 
»  eobiensì  anno  1183,  est  iQBibliothecà  meà  manoscrìptam 
»  ex  liberalitate  D.  Tbaddaei  Hageccii.  Xitulus  libri  est,  Inci- 
»  pitLiber  restaurationisb  oppositionisnnmerorum.  tccn  (1) 
Non  vedendosi  onde  il  Van  Boomen  abbia  potuto  trarre  le  ci- 
tate notizie  convien  pensare  che  il  manoscritto  stesso  le  conte' 
uGsse  e  che  però  la  presente  versione  sia  diversa  dalla  volgata 
la  qaale  non. ha  data  nà  come  si  disse  nome  d'autore.  Ad  ogni 
modo  pare  che  l'Algebra  di  Mohammed  ben  Musa  restasse 
ignorata  in  Occidente  né  secoli  XII  e  XIH  (2) ,  e  ch'egli 
vi  avesse  rinomanza  soltanto  pel  sno  trattato  d'aritmetica 
il  quale  fosse  noto  per  fama  se  non  per  traduzioni  popo- 
larmente diffuse:  onde  si  giungesse  perdno  a  prendere  il  suo 
nome  d'algorismo  nel  significato  speciale  di  calcolo  deeimaU, 
o  anche  nel  generico  di  metodo  ealcolatorio  quale  gli  sembra 

{1}  Ir  MahvmedisArabisAtgebram  prolegomena,  pag.  S,  Iìd.3— 6. 
[1]  Cossali,  Origine  ecc.  delCAlgebra  ,  Voi.  I,  pag.  ISS— 189. 

Annali  di  Scienze  Mal.  »  Fit.   T    Vili  DietnAre  1857.  34 
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attribuito  nella  prefaztoBe   del  tAer  Ahbaci  di  Leonardo 
Piìano. 

In  questo  trattato  ì  cantieri  che  rappresentano  i  primi 
nove  nameri  inno  chiamate  littre  orrvero  note,  e  vi  si  av- 
verte una  diversità  infcr  komints  axA  Sparare  talani  di  essi 
K  fit  autem  hec  diversitas  in  fignra  quinte  litere  et  sexle^ 
seplÌQK  qooqne  et  oetare  b  (pag.  1 — 2).  A  rappreseotare 
lo  zero  adopera  ■  eirculam  parvulnm  In  siBilHadinem  .0. 
litere  »  (p.  3);  e  di  siffatti  circoli  fa  paro  «so  scrirendo  la 
frazioni  aessagesimati  per  indicare  i  gradi,  i  minati,  o  al- 
tro soddivìsiooi  che  mancano  (p.  20  e  21),  nel  modo  ap- 
punto ohe  costomavano  i  greci  ponendovi  un  omicro*.  (I). 
È  oolalnle  che  si  trovano  lacune  nel  manoscritto  dapper- 
tutto dove  aodreUNiro  ad  essere  delineate  le  cifre  nnne- 
ricbe  degl'Indiani  a  AcaJ»!,  il  cho  sembra  significare  cbe  il 
copiatore  non  ne  avosse  pratica  e  fosse  inabile  a  riprodurle. 

Intanto  sarebbe  provato  cbe  fio  dal  principio  del  nono 
secolo,  e  non  solamente  nella  seconda  metà  del  decine  come 
il  sig.  Woepcke  dedusse  da  un  manoscritto  arabo  della  Bi- 
bl.  Imp.  di  Parigi  (2),  gli  Arabi  usavano  le  cifre  indiane 
a  foggiavano  lo  zero  a  gnisa  4'  un  0.  IL  che  rimove  una 
obbieeione  proposta  cintro  i'  origino  araba  del  nostro  n- 
stema  numerala  alla  quale  si  opponeva  ohe  itogli  Arabi 
la  figura  0  avea  valor  di  cinque  e  un  ponto  teneva  luogo 
di  zero  (3). 

Il  secosdo  de'  tratt(Uì  della  raccolta  incominciata  dal  Bon- 
CDlnpagai  é  an  «  Liher  algfioariami  de  pratica  arismetrìce 
qui  edilns  est  a  magistro  lohaane  yspalensi  r.  Questo  Gio- 
vanni da^Siviglia^visse  nella  prima  metà  del  secolo  XII, 
poiché  AmaUe  Jonrdaìn  ha  dimostralo  ch'egli  dedicò  nna 


(1)  Peacock,  Aritiimetic,  articolo  39. 

(S)  Annali  di  se.  mot.  e  Ss.  T-  VI.  pag.  3*1. 

(3)  V.  Pcacock,  Arithmehc,  art.  86. 
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sua  (raduziooe  ad  au  Baitnoodo  che  fa  Arcivescovo  dì  To- 
ledo dal  1130  circd  fibb  al  1150  (1).  Il  itaUilo  presente 
ò  tolto  dal  Codice  contrassegnato  Àneim  Fonds,  a.  7359 , 
della  Biblioteca  Imperiale  di  Parigi:  ha  moltissima  confor- 
mitè  oolt'antecedeBte  per  la  materia  e  per  l'ordine  e  spesso 
ancbe  per  le  parole,  ma  ia  sposiEtOM  è  pia  ampia}  quasi 
direbbest  che  qacsto  offre  una  tersiotie  codt{>Ìata  dHiroti- 
ginale  trattato  di  Hohamued  Algorismi  d)  etti  t'altrd  é  un 
estratto.  Qui  pare  è  indicata  la  varietà  delle  figaro  d'ai- 
cani  Dameri  (p.  98),  e  sì  fa  hso  d'afe  cercale  per  le  lero 
(p.  28-29),  anche  rispetto  allefWitioniiieaMge^mftli  (|).94^. 
Ifotiatno  cbe  circola  è  nno  de'  Borni  dello  zero'  attoÒTetail 
dal  Sacrobosco  (2):  «  decima  vero  6gura  dicitùr  tbeia  vel 
cifra  yel  ^ura  nichili  ». 

D'altre  due  pobblicazioni  che  dobbiamo  allo  stessi!  Bdn- 
CDlnpagni  ci  cOBtente'reiao  per  on  éi  rif^rl^e  1  tifòH  :  tt( 
loro  importanza  ci  delerùiinarà  forse  ad  ocÉoparcene  am- 
piamente  altra  volta: 

I.  Scrini  inèditi  del  Padre  Don  Pietro  Cossali  Chi«iico  ' 
Begolare  Tentino  pobblieatì  da  Baldassarre.  Boncoorpagai 
segniti  da  ona  Appendice  contenente  quattro    lettele   di- 
rette al  medesimo  P.  Cossali.  Roma,  Tipografia  delle  Belle 
Arti,  Piazza  Poli  N.*  91,  1857. 

II.  Scritti  di  Léonard*  Pisano  Matematico  dfll  secolo  de- 
eiroolerzo  pubblicati  da  Bafdassarre  Boneom  pagai  —  Vo- 
lume I.-  Il  Lìber  Abbaci  di  Leonardo  Pisano  pnbbnó^lo  se-  - 
condo  la  lezione  del  Codice  Magliabechiano  C.  I,  2216  ba- 
dia  Fiorentina  a.'  73,  da  Baldassare  BoDCOBpagniv  Bornia, 
Tipografia  delle  Sciente  Matenìaticbe  e  Fistcbe  Viv  Lata 
nnm.*  211,  HDccCLvti. 

A.  GerocCfi. 

fi)  Reeherches  critiqnes  sur  Tàae  et  l'origine  des  (ràòtcfions 
latines  tfArisMe  eoe.  Parigi  1813.  pag.  Iti  e  11B'. 
{i\  V.  Raccolta  già  citata  fol.  xlv,  redo. 
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Sulle  equazioni  dilfereniiali  lineari;  nota  di  Placido  Tairé^,  n  136 

Bettilicazione  dell'Articolo  sulle  occulUziooì  di  Aldebaran;  di 
Giutiffit  Bianchi >  140 

Sulla  quadratura  delle  superficie  cunre  ;  lettera  di  WiUiam 
.  Robert» »  143 

Sui  Terremoti  ;  memofia  di  Franeetao  Pisioltti.         .       »  145 

Estratto  di  una  nota  §ulla  generale  risoluzione  io  interi  ddle 
a;a-4-y3=3,  sM-y*=s';  di  Paolo  Yolpicelli.      .        .        ■  156 

Ricerche  di  Reometrìa  Elettrica;  memoria  di  A.  StccU.       »  167 

'Sulla  Cometa  del  1S6Ì-1 566-1848;  lettera  di  Joh.  Taylor.    »  3Ì3 

Estratto  di  una  lettera  al  tig.  Leverria  ;  di  Hind.  (complee 
rendus,  seance  du  i5  Mars  1850).  .        .        •Vii 

Sopra  ana  nnoTa  equazione  in  idrodinamicay  osservazioiii  dì 
P.  Tardy ^      .        »  Mfi 

Effemeridi  per  le  osservazioni  di  Iride  nella  opposizione;  co- 
municazione dì  loh,  Taylor.     .        .        .        .       <        >  931 

Elementi  ed  effemeridi  dei  pianeti  recentemente  scoperti;  let- 
tera di  toh.  Taylor n  £38 

Dei  pesci  e  del  mare  che  rilucono  nella  oscurità;  nota  di  Fraa- 
ceseo  Orioli »  ìli 

Sulla  apparizione  dell'Aurora  Boreale  nei  tempi  equinoziali  e 
nei  solstizi  ;  nota  di  Francesco  Pistoiesi.         ,        .        »  347 

Sopra  un  teorema  dì  Hfibius  riguardante  la  specie  della  se- 
zione conica  che  passa  per  cinque  punti  dati  in  un  piano; 
nota  dì  Giusto  Bellavitis ■  249 

Sull'integrazione  delle  equazioni  differenziali;  stadj  di  G.  Mai' 
nardi >  S51 

Occultazione  dì  «  Toro  osservata  al  Campidoglio;  noia  dì  Z^tia- 
ùo  Caltmdretìi >  S56 

Notìzie  BibUografiche  del  The  Cambridge  and  Dublìa  Hathe- 
'  matìcal  Journal  n.  ìì,  pub.  dal  S\g.  W.  Thonsan;  di  Bar- 
naba TortoUni '361 

Sulle  applicazioni  del  calcolo  delle  differenze  finite  alle  que- 
stioni dì  analisi  ìndetermìoalii;  nota  dì  Gabrio  Piota.       ■  M3 

Storia  fisica  del  bacino  di  Roma  da  servire  di  appendice  al- 
l'opera, il  suolo  fisico  di  Roma;  memoria  di  Giuseppe  Ponzi.  ■  381 

Sopra  una  formola  dì  Idrodinamica;  lettera  dì  Vt'ncmio  Amici.  >  SOS 
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Sopra  la  cometa  di  Petersen  attualmente  visibile  ad  occhio 

nudo;  nota  di  A.  Colla *  305 

Estratto  di  una  lettera  di  Santini »  309 

Sulla  propagazione  della  corrente  eletlrtca  nell'interno  di  una 

sfera;  nota  di  Riccardo  Felici.         ....        »  312 
Sur  une  formule  pourla  quadrature  des  surfaces;  note  di  Wit- 

liam  Rohtrta «  318 

Sopra  una  semplificazione  dell'ordinario  sistema  delle  condi- 
zioni di  integrabilità  per  k  differenziali,  e  le  differenze  re- 
plicate; artìcolo  di  rS.  R.  Minich.     .,...»  3St 
Sulle  equazioni  lineari  alle  differenze  finite;  nota  di  P.  Tardy.  »  337 
Nuovi  teorraii  di  Analisi;  memoria  di  Gaspare  Slaimu-di.    >  3iS 
Dei  poligoni  massimi  iscrìtti,  e  minimi  circoscrìtti  all'ellisse,  e 

dei  poliedri  analoghi  dell'ellissoide;  nota  di  G.  MaiMirdi.  >  34S 
Lettera  sopra  ì  differenti  metodi  per  trovare  con  esattezza  la 
dìffCrcnea  dei  meridiani-  e  di  longitudine  dei  luoghi  terre- 
stri; di  G.  Bj^nchi >  355 

Nola  di  Trigonometria  sferica;  di  6.  Sianeki.  »  368 

Discorso  sulla  dottrina  del  calorico  raggiante;  di  Giìuto  Bel- 

ImìIÌs >  36S 

Lettera  di  Vincenzo  Amici  al  Compilatore.  ■  36S 

Estratto  di  una  seconda  nota  sulla  generale  soluzione  in  in- 
teri della  a;^-+-y*=i';  di  P..   Volpicetli.     .        .  i  369 
Soluzione  di  due  problemi  di  geometrìa  analìtica;  di  Barnaba 

Tortolini »  373 

Lettera  sulle  osservazioni  rìspetlo  al  periodico  abbassamento,  di 
temperatura  che  suole  accadere  all'approssimarsi  della  metà 

di  Maggio;  di  Bamenieo  Paoli >  381 

Lettera,  sulla  riduzione  degli  angoli  fatti  dagli  archi  geodetici 
di  un  piccolo  triangolo  agli  angoli  fatti  dalle  loro  corde;  di 

Fabrixio  0.  MossoHi «387 

Lettera  sulle  stelle  cadenti  del  10  Agosto;  di  A.  Secchi.     ■  398 
Elementi  dell*  Orbita  del  quoto  pianeta  Partenope ,  nota  di 

Ignazio  GalandrelU >  idi 

Effemerìdi  del  Tevere  dell'anno  18iR  al  1819;  di  Giovami  Ca- 
valieri.      »  103 

Sulla  fissezza  de)  livello  del  mare;  memoria  di  G.  Pistoiesi.  «  116 
Sulla  risoluzione  numerica  delta  xM-y^*=C;  nou  di  0.  Bella- 
mlis »  4Ì! 
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Sopra  la  determinazione  analitica  dell'efllusso  dei  liquidi  per 
una  piccolissima  apertura;  memoria  di  Enrico  Betti.       »  ÌSS 

Sulle  condizioni  affinchè  la  x*-t-y*^t^  abbia  luogo  per  nu- 
meri fra  loro  primi  o  non  primi;  nota  di  P.  Volpicela.  ■  il? 

Lettera  sopra  un  arUcolo  dell'  Ittitut  relativo  alle  stelle  ca- 
denti; di  Aletsandro  Serpieri.  .  >  Ìi8 

Estratto  di  una  lettera  sopra  la  scoperta  di  una  nuova  co- 
meta, e  di  un  nuovo  pianeta;  di  tok.  Taylor.  »  i53 

Discorso  sulle  proprietà  generali  dei  corpi;  di  G.  BeUanti».*  i64 

Applicazione  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  alcune 
curve  sferiche;  memoria  di  Sarnaha  Tortolini.         ,       >  i69 

Nuova  dimostrazione  del  teorema  di  Fourt'fr;  di  0«Aar  Scki^ 
ffliicA 1.  SIS 

Sopra  le  lrasfi>rn]azioni  generali  di  date  funzioni.  Estratto  di 
un  opuscolo  del  ii%.  0.  SchlOmiUh  ;  memoria  di  Giovami 
Noni »  S17 

Dimostrazione  delle  formole  di  Gautt  pel  numero  degli  spez- 
zamenti di  UB  intero  in  due  quadrati;  nota  di  P.  VolpictÙi.  »  K27 

Sull'estensione  delle  oscillazioni  massime  e  minime  barometn- 
triche;  nota  di  Francesco  Pistoiesi.         ...»  53ìi 

Discorso  delle  grandini  lapidifere  e  degli  aeroliti  accompagnali 
da  un  abbassamento  di  temperatura,  di  Frtmeesco  Orioli. t  S3i 

Lettera  sulle  variazioni  diurne  dell'ago  magnetico,  e  sulle  au- 
rora boreale,  del  eig.  Augusto  de  la  Rive.        .  a  64S 

TOMO  n.  (Anno  1881] 

Sopra  la  risolubilità  per  radicali  dell'equazioni  algebriche  ir- 

riduttìbili  di  grado  primo;  nota  di  Enrico  Betti.       .        a      S 
Iscrivere  in  una  superficie  di  secondo  grado  un  poligono  in 
modo  che  i  iati  passino-per  punti  dati,  memoria  di  G.  Bai- 

taglim »    %& 

Notizia  Bibliografica  sopra  l'Algebra  di  G.  Bertrand.  v    38 

Muove  apparenze  dell'anello  di  Saturno:  articolo  di  A.  Secchi.  ■    39 
Sopra  gli  elementi  di  Egeria;  di  A.  Secchi.  >    44 

Effemeride  della  Cometa  dì  Faye  calcolala  dal  sig.  Leverrier. 

Commusicazione  di  A.  Colla.  »    i6 

Discorso,  della  fata  Morgana  di  Francesco  OrioH.  n    47 
Della  superficie  il  cui  piano  tangente  fa  col  raggio  vettore  un 
angolo  che  é  funzione  data  qualunque  de)  ra^io  vettore  me- 
desimo; nota  di  D.  Twazza >    SS 
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Coosegaenze  delle  foriDole  di  Gautt;  nota  di  Paolo  VoipicelU.  ■    61 
Saggio  di  una  spiegazione  di  fenomeni  d'induzione  eleUiiHli- 

namica;  di  R.  Felici ■    6S 

Sulle  due  comete  scoperte  nell'  anno  18R0  da  Peterttn  e  da 
Bimd,  e  rol  ritorno  della  cometa  periodica  di  Fage  sco- 
perta nel  1843;  nota  di  A.  Colla >    80 

Sui  Terremoti:  noU  di  F.  Pittoleai »    92 

Notizie  Bibliografìcbe. »    95 

Sul  centro  delle  forze;  nota  di  F.  de  Filippi.  a    91 

Teorema  sulle  riaolrenti  dell'  equazioni  risolubili  per  radicali; 

di  E.  Betti lOS 

Mémoire  sur  qnelques  lignea  coorbes  tracées  snr  im  ellipsoide; 

par  /.  Dienger ■  104 

Hémofre  snr  la  surface  da  cone  ellìptiqae;  par  /.  Ùienger.  >  119 

Bibliogratia ■  111 

Jacobi  in  Roma;  articolo  di  D.  Chelini.        .        .        .        ■  Ili 
Sulle  stelle  cadenti  dell'  Agosto  1859;  nota  di  A.  Serpieri.  »  144 
Lettera  su  di  alcuni  teoremi  geometrici  di  EmmamteU  Per- 
gola  »  149 

Problème  du  calcai  integrai;  par  W.  Roberti.     .       .       >  160 
Sulla  cometa  di  Faye;  nota  di  A.  Secchi.     ...»  1$3 
Estratto  di  una  lettera  al  Direttore  deirOsserratorto  dd  Col- 
legio Romano;  di  G.  Santini »  16S 

Lettera  sulle  oscillazioni  barometriche;  di  F.  Piitoleti.       >  167 
Nota  concernente  alcune  viste  principali  di  Geologia  atte  a 
fissare  l'attenzione  degli  Ingegneri  ed  Agricoltori  dì  A.  To- 
schi.   »  158 

Di  un  notabile  abbassamento  di  temperatura  nei  giorni  tra  il 
9  e  13  Luglio  ISSO  in  Francia,  in  lulia,  a  Bruxetle,   a 

Vienna;  nota  di  A.  Serpieri >  187 

Sul  trattato  di  Navigazione  del  sig.  V.  Gallo.  Notizia  Biblio- 
grafica; di. A.  5e«At >  196 

Sulla  risoloitone  algebrica  di  alcune  equazioni  ;  nota  di  P. 

Tardtf »  197 

Teoria  geoerale  ed  analitica  di  Gnomonica;  memoria  di  S.  Mur- 

cheiano »  i06 

Lettera  ad  A.  Serpieri  saHa  solnzione  analitica  dd  problema 
delle  osciHaiioni  del  pesdolo  avite  ligoardo  aUa  rotaziue 

della  terra;  di  F.  Mosmtti ■  «3S 

Nota  sulla  precedente  soluzione  di  A.  Serpieri.   .       .       a  S37 
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Lettera  al  Compilatore  sulle  oscillazìsnì  del  pendolo  avuto  ri- 
guardo alla  rotazione  della  terra;  di  A.  Secchi.  s  S38 

Sulla  spiegazione  dell'esperienza  del  sig:  Foucmtl  intorno  al 
pendolo;  nota  di  D.  Chelini ■  -SiS 

Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore;  di  E.  Betti.    .       t>  Si6 

Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore;  di  S.  Mwrehtsano.  ■  Si7 

Estrail  d'une  lettre  au  redaeteur  de  G.  Byifrling.  b  ìi% 

Sulla  dÌBlribuzione  dell'elettricità  alla  soperticie  di  una  ellis- 
soide molto  allungata,  o  molto  schiacciata  seguila  da  appli- 
cazioni numeriche;  memoria  di  E.  Galli.  >  Ìl9 

Trasformaaione  di  un  prodotto  di  n  fattori;  nota  di  P.  Tardy.  ■  S87 

Oa&efyazioni  sopra  una  Memoria  del  sig.  Liouville  intorno  alla 
teoria  generale  delle  superficie  di  D.  Chelini:  .       .       »  S91 

Costruzione  geometrica  per  determinare  la  deviazione  angolare 
del  piano  dì  osciUaiione  di  un  pendolo  a  qualunque  latitu- 
dine; nota  di  A.  Yetcovali ■  301 

Lettera  al  Compilatore;  di  H-  Felici >  SH 

Lettera  al  Compilatore  sall'ecclisse  solare  del  Ì8  luglio  ISSI 
di  A.  Seccki *  306 

CooTronlo  dell'annua  pioggia  caduta  in  Roma,  e  a  Perugia  con 
quella  caduta  in  Modena;  nota  di  S.  Bianchi.  *  308 

Addizione  alla  nota  sulla  oscillazione  dei  pendolo:  nuova  di- 
mostrazione geometrica  del  principio  dinamico  dei  moti  re- 
lativi; di  D.  Chetine *  311 

Sopra  una  specie  particolare  di  frazioni  continue  ;  meiao- 
ria  di  G.  Ostnifa •  S17 

Sulla  espressione  dei  raggi  delle  due  curvatnre  di  nna  linea 
geodesica  tracciata  sulla  superficie  di  un  ellissoide;  memo- 
ria di  Barnaba  Tortolini >  31S 

Lettera  al  Compilatore  centcoenie  ddle  osservazioni  sulla  equa- 
zione della  curva  terinioa  diurna;  di  A.  Serpieri.     .        »'3S7 

Notizie  Bibliografiche >  360- 

Saggio  teocÌc4>^enmeittale  sulla  legge  secondo  eui  yarìa 
l'azióne  indacente  di  un  circuito  voltaico;  di  B.  Felici.  »  3ftl 

Soluzione  di  un  proUesa  di  geometria  a  tre  coordinate.  De- 
Bciivere  una  sfera  in  modo  che  intersechi  quattro  akre  sfere 
ad  aagoli  dati;  imì»  ii  &.  Biatagiim.  »  373 

Sul  problema  di  iscrivere  in  una  curva  di  secondo  grado  ma 
poligono  in  modo  che  i  lati  passino  per  punti  dati  ;  nota 
di  G.  Baltaglini.     ■ s  380 
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Sopra  alcune  osseirazioai  fatte  nell'Osseiratorio  del  Collegio 
Romano  durante  l'ecclisse  del  28  Loglio  1851  ;  nota  di  A. 
Secchi »  383 

Lettera  al  P.  A.  Seecki  sull'  ecclisse  del  iS  Luglio  ;  di  A. 
Serpieri >  39i 

Se  nel  rapporto  delle  temperature  medie  una  stagione  influisca 
sull'andamento  della  successiva;  nota  di  F.  Pittoleti.       ■  398 

Lettera  al  Compilatore  conlenente  le  osservazioni  di  V.  Gallo, 
di  Righetti,  e  Bieuoletto  di  Trieste  sull'ewlisse  solare  del 
88  Luglio «  400 

Lettera  al  Compilatore  sull'ecclissc  del  ii  loglio;  del  P.  G.  An~ 
geloni ■  iOS 

Notizie  Astronomiche  di  A.  Seethi ■  407 

Sulla  deviazione  del  pendolo;  articolo  di  X.  Cieeolini.  .        >  i09 

Sopra  l'ecclisse  del  sole  osservato  a  Modena;  nota  di  G.  Bian^ 
ehi. »  114 

Formole  pel  cangiamento  che  nelle  dimensioni  materiali  av- 
viene cangiando  la  temperatura;  ed  applicazione  delle  me- 
desime; nota  di  P.  Yotpicelli i  423 

Sul  numero  delle  tangenti  doppie  :  memoria  di  Jaeobi ,  tra- 
dotta dal  tedesco;  da  R.  Rubini ■  435 

Nota  sulla  memoria  precedente;  di  A-  RvAini.     .  >  463 

Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore  di  E.  Fabani.  .       »  468 

Suirer«lisse  solare  del  28  luglio  1861;  articolo  di  A.  Secchi,  t  47A 

Suir  analogia  delle  funzioni  circolari  ed  iperbolicfae  e  sulla 
sostituzione  delle  une  alle  altre  per  trasFormaiT  le  qoan- 
tità  che  si  presentane  sotto  sspetto  immaginario;  nota  di  F. 
Metmtti >  474 

Detenninazione  del  centro  di  gravità  di  alcune  linee  piane 
coll'uso  delle  funzioni  iperboliche;  noia  di  G.  Barsotti.  »  489 

Intorno  la  integrazione  di  una  equaiione  alle  derivate  del  se- 
cond'ordìne;  nota  di  F.  Brioschi >  497 

Nota  sulla  teoria  dei  fenomeni  d' indnsione  elettro-dinamica; 
di  R.  Felici .603 

Dichiarazione  dei  teoremi,  di  Analiii  enunciati  nel  tomo  L 
pag.  348  di  questi  annalir  di  G.  Mainardi.  k  SOS 

Sul  modo  di  valutare  la  forza  del  raggiamenlo  isolare  ;  nota 
di  A.  Secchi B  B08 

Ex  epistola  Dni  Gudermann  ad  annalìum  directorem.  .        »  521 

Notizie  Biblìograliche »  52S 
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Sulle  due  comete  di  D'Arrest  e  di  Brorsen  scoperte  nel  1851; 
nota  di  A.  Colla >  626 

Comunicazione  intomo  all'  ecclisse  BOlare  del  S8  luglio  1851 
ossenrato  in  Napoli;  di  A.  Nubile >  5S9 

Elementi  dell'orbita  ellittica  dei  pianeta  scoperto  ai  29  luglio 
issi;  a  K.  De  Gasperis «633 

ComuDicazione  intorno  alle  stelle  cadenti  oseerYate  tra  la  line 
di  luglio  ed  il  principio  di  agosto  1861;  di  A.  Nobile.    »  636 

Sulla  deviazione  del  pendolo;  articolo  di  L.  Ciccolini..       a  643 

Sopra  una  memoria  offerta  io  dono  alla  reale  accademia  "delle 
scienze  di  Napoli.  Osservazioni  di  M.  Melloni.  n  5i7 

Sopra  alcune  proprietà  degli  integrali  definiti  dedotti  dal  me- 
todo delle  coordinate  ellittiche;  di  W  Roherts.  »  565 

De  integralibuB  modularìbus  auctore  Chimi.  Gudffrmatm  cum 
adnotatiouibus  F.  Stoder »  657 

Formole  pel  cangiamento  che  nelle  dimensioni  materiali  av- 
viene cangiando  la  temperatura,  ed  applicazione  delle  me- 
desime; nota  dì  P.  Voìpicelli.  .       .  »  602 

Agguata  alla  nota  astronomica  comunicata  dal  professore  A. 
Colla .697 

Nuovo  teorema  sulla  teorica  dei  numeri;  di  P.  Volpieelli.  >  600 

TOMO  m,  (Anno  1858). 

Sui  poligoni  iscritti,  e  circoscrìtti  ad  una  ellisse;  nota  di  A. 
Bordoni.        %. d      5 

Sulla  trasformazione  dell'equazioni  differenziali  lineari  dell'or- 
dine secondo:  memoria  di  W.  Spottitwoode.    .  »    26 

Poche  parole  sulle  rombe,  e  sui  rumori  sotterranei;  di  Fran- 
cesco Pistoiesi .        »    31 

Lettera  sopra  i  depositi  quaternari  dell'  Imolese ,  di  G.  Sca- 
rabeili  al  D.  A.  Toschi «33 

Lettera  di  Francesco  Pistoiesi  al  Compilatore.     .        ■        "41 

Bitomo  della  cometa  di  Enke;  nota  di  A.  Secchi.  »    ii 

De  computanda  arca  oblougi  spberici  ;  ex  epistola  Dni  Gu- 
dermamt  ad  annalium  directorem n    43 

Soluzione  di  una  questione  di  Geometria,  di  G.  Paditla.     »    46 

Sulla  risoluzione  delle  equazioni  algebriche  ;  memorìa  di  E. 
Betti »    49  . 

Sopra  un  teorema  di  poligonometria;  nota  di  P.  Tardy.       ■■<  116 
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Sulla  rìgoluzioDe  in  nameH  Jul^rì  dell'éq^anone  «i-t-y*=N;    . 

nota  di  D.  Cbelitii »  116 

Sullo  speezaiuento  numerioo  in  somiie,  ognuna  di  due  qua- 
drati; nota  di  P.  Volpicelli ■  13» 

Sai  calcolo  ddl'equaztone  dei  perìodi  meteorologiei;  Bota  di  A. 

Serpieri. >  13t 

Lettera  di  A.  Seceì»  al  Compilatore  relativa  alla  precedeste 

nota.  «  112 

OsBerrazioni  di  0.  Maitardi  al  Compilatore.  »  143 
Bibliografia.  Atti  dei  oootì  Lincei.  Sessione  VII  del  i7  Giu- 
gno 18SI »  145 

Sul  calcolo  delle  variazioni.  Studj  di  G.  Mùnardi.  ■  119 

Lettera  al  Compilatsre  dì  6.  Beiìmitis.      ...»  1)3 
Sulla  intensità  del  caloK  nelle  varie  porti  del  disco  Belare  ; 

articolo  di  A.  Secchi ■197 

Dei  punti  multipli  nelle  cnrve  algebriche;  iMmorìa  di  /.  Pa- 

duta .ili 

Saggio  di  aritmetica  dei  quoti  interi,  e  dei  re^dui  ;  memoria 

di  l.  Ciecolmi «138 

Descrizione  organica  delle  curve  di  secondo  grado  ;  roemoria 

di  A.  Pelosi »  tes 

Lettera  al  Compilatore  sull'equazioni  alle  derivate  ordinarie  e 

lineari;  di  F.  Brioschi >  S69 

Lettera  al  Compilatore,  sopra  il  prodotto  reciproco  dei  raggi 

di  curvatura  di  n»a  superficie;  di  F.  Brioscki.         .       *  S73 
Sopra  un  teorema  di  geometria;  di  C.  Toscani,  t  *  ¥76 

Sulla  reometrìa  elettrica;  nota  di  A.  Secchi.  •  S7S 

Tavole  dei  giorni  nei  quali'incomineiano  i  mesi;   di  F.  Pi- 

slolesi •  186 

Lettera  al  Compilatore;  di  A.  Secchi.    .  .       ' .        v  S88 

Lettera  al  Compilatore;  di  6.  Bellavifis.  ■  899 

Intorno  alcuni  punti  della  teorica  delle  superficie;  memoria  di^. 

Brioscki >  293 

Lettera  al  Compilatore,  sopra  nn  teorema  di  JacoH  intomo 
ai  criteri  d*  integrabilità  per  distinguere  i  massimi  dai  mi- 
nimi valori  delle  primitive;  di  F.  Brioschi.  i  312 
Sor  qnelqnes  integrale»  multiples;  par  0-  SchlOmilch.        »  317 
Bibliografia.  Sulla  geometria  descrittiva  dì  G.  Bellaisitis;  arti- 
colo di  Jf.  A >  339 
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tcltera  a)  Principe  D.  Pietro  OdescaUhi;  del  Prof.  Macedonio 
Melloni .311 

Lettera  al  Compilatore  sopra  un  fenomeno  di  eleltrostatica  ; 
di  F.  Provenzali »  Sii 

Intorno  le  trasformazioni  delle  equazioni  differenziali;  nota  di 
G-  Bianchi »  347 

Sulle  lìnee  tautocrone;  nota  di  F.  Brioscia.  .       i  368 

Sui  conici  iscritti  o  circoscrìtti  ad  un  Irìangolo  dato;  nota  di 
A.  Genocchi «  370 

Sui  criterii  del  calcolo  delle  Sanazioni.  Appendice  di  G.  Mai- 
nardi »  379 

Intorno  le  curve  dì  quarto  grado  che  hanno  tre  punti  di  re- 
gresso di  prima  specie;  nota  di  F.  Paduta.  »  383 

Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore;  dì  G.  Bellavitis.      »  38S 

Seconda  lettera  al  Principe  D.  Pietro  Odesealeki;  del  Prof. 
Macedonio  Melloni •  389 

Sulla  formoU  sommatoria  dì  Eulero,  e  sulla  teorica  dei  residai 
quadratici;  nota  di  A.  Genocthi b  i06 

Sul  raggiamento  calorifico  del  sole;  comunicazione  di  P.  Vol- 
pieelli *  437 

De  Integralibus  modularibus;  motore  Ch.  GìtdtrTMnu.         >  Ut 

Lettera  al  Compilatore,  sulle  stelle  cadenti;  di  F.  Pittoltti.  »  i9i 

Compimento  del  problema  del  sig.  Joaehimslal ,  sulla  tecma 
generale  delft  superficie;  nota  di  G.  Mainardi.       .       >  i96 

Calcolo  di  UD  obiettivo  a  tre  lenti  ;  di  A.  Forti.        ,       »  Ì99 

Lettera  al  Compilatore,  sulla  derìTaiione  delle  curve  ;  dì  G- 
BellavUit «  SOS 

Salle  superficie  di  second'  ordine;  memoria  di  Saverio  Mar^ 
chetano.  »  517 

Sopra  l'integrate  definito  duplicato  che  serve  a  rappresentare 
la  qn&dratora  dì  una  certa  si^ierfìcie  di  ottavo  ordine ,  e 
■eUa  quale  l'espressione  analitica  del  suo  volume  coincide 
eon  una  superficie  eUissoidica;  nota  di  £.  Tortoìini.       »  &39 

Sopra  la  temperatura  naturale ,  »  climalologica  ;  nota  di  G. 
Bianchi .        .        b  B3i 

Osservazioni  indirizzate  al  Compilatore,  sulle  linee  tantooroDe; 
di  G.  Bertrand.       .        ., »  S47 

Notizie  BibtMgratìche »  Bi9 

Spoglio  di  perturbazioni  magnetiehe,  e  aurore  boreali  dal  1840 
a  tutto  il  1845;  di  F.  Pistoiesi.  *Wi 
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TOMO  IV.  (Anno  18S3i. 

Snl  luogo  geometrico  dell'equazione  Algebrica  e  del  secondo 
grado  ra=2mu-(-  nu"  riferita  a  coordinate  polari;  memoria 
di  R.  Rubini a      S 

Nuove  ricerche  Bulla  distribuzione  del  calore  alla  superficie 
solare;  raemoria  di  A.  Secchi.  .        .        .        .       >    S5 

Bibliografia.  Elementi  di  Fisica  esposti  dal  Prof.  M.  Zannotti; 
articolo  di  Jf .  A >    i6 

Intorno  le  sviluppoidi  e  le  sviluppale;  ricerche  di  F.  Srioseki.  ■    50 

Sulle  linee  tautocrone;  nota  ài  F.  Srioschi.  .       >     6S 

Sulle  linee  tautocrone.  Osservazioni  aggiunte  all'  articolo  del 
sig.  Bertrand  di  X.  T >    65 

Sulla  convergenza  della  serie  infinita 

.** 
(H  — KcobP)  i"=Ao+iA,cosp-t-SA,c08tf-»-  .  .  . 

noia  del  Prof.  Remigio  del  Grosso.         .  «67 

Teoremi  di  Geometria;  di  Faà  di  Bruno.     .  .       ■    7t 

Sull'influsso  del  calore  nella  conducibilità  dei  fili  metallici  per 

le  correnti  elettriche,  del  P.  F.  S.  Provenxali.  •    74 

Sui  terremoti;  noia  di  F.  Pistoiesi.  .  ■ .  .'  .  a  79 
Sopra  l'abbassamento  delle  equaiioni  modulari  delle  funzioni 

ellittiche;  memoria  di  E.  Betti a    81 

Dimostrazione  di  due  teoremi  di  Geometria.    Comunicazione 

del  Prof.  Antonio  Bernardi «  101 

Lettera  al  Compilatore  ,  sulle  linee  tautocrone  ;  di  F.  Brio- 

schi >  106 

Salla  serie- dei  numeri  che  comprendono  i  Bernoullìanì;  noia 

di  G.  Beltmitit »  108 

Volume  di  una  colonna  torsa  ciliudrica;  di  B.  T.  ■  1S8 

Sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie;  nota  di  F.  Snoteki.  »  1S9 
Sulla  integrazione  della  equazione  della  geodetica;  nota  di  F. 

Brioseki >  133 

Lettera  al  compilatore,  sul  pendolo  di  Fowavtt;  di  Moasotti.  a  136 
Sulla  compilazione  di  una  cronologìa  storica  dei  fenomeni  straor- 
dinari di  meleorologia,  e  di  fisica  terrestre;  memoria  di  P. 

Pistoiesi »  liO 
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Dì  alcani  duotì  esperimenti  de)  D.''  Alessandro  Palagi.  Ri- 
cordo del  Ds  Griltetaoni »  li? 

Sol  raggtamenlo  calorifico  del  sole;  comanicaziiHie  di  P.  Vol- 
picelli I  1B7 

Sulle  cnrre  piane;  memoria  di  Sacerio  MtH-chesatw.    .   .     >  161 

Saggio  di  ana  applicazione  del  calcolo  alle  correnti  indotte  dal 
magnetismo  in  moTÌmento  ;  di  Rieeivrdo  Felici.       .        >  173 

Ricerche  sulla  struttura  della  penombra  delle  macchie  solari; 
di  A.  Secchi.  >  183 

Sall'anello  di  Saturno;  nota  di  A.  Secchi.    .       .  »  19i 

Sopra  alcune  formole  derivate  per  mezzo  della  inversione;  nota 
dì  G.  Bellmiiit »  198 

Sopra  gli  integrali  a  diferenie  finite  espressi  per  integrali 
definiti;  memoria  di  S.  TortoUni >  209 

Intorno  alcune  formole  che  si  riscontrano  nella  teorica  delle 
superficie;  nota  di  F.  Brioschi »  43« 

Teoremi  di  Geometria;  di  Fortunato  Padulo.  «  S36 

Sopra  i  fenomeni  d'induzione  della  bottiglia  di  Leida;  nota  di 
Riccardo  Felici «  837 

Lettera  al  compilatore;  di  Lodovico  Ciccotim.      .  »  238 

Lettre  de  Jf'-.  P.  Yoipicelli  a  Jf ''.  Arago  sur  un  principe  de 
electrostatique  reconnu  par  M--.-  le  D.'  A.  Palesi.  e  239 

Guida  dei  NaTiganti  a  lungo  corso;  del  Pro/'.  Viaeewto  Gallo; 
articolo  di  A.  Secchi ,        .        >  2ì6 

Lettera  al  Compilatore  sulla  teorica  degli  strumenti  ottici;  di 
G.  BellatitU.  »  260 

Curiosità  ed  investigazioni  barometriche;  articolo  dì  G.  Bian- 
chi  »  270 

Soluzione  algebrica  della  a!>-i-y»=io"-»-6»)*;  nota  di  P.  Vol- 
pieelli B  286 

Sulla  variazione  delle  costanti  arbitrarie  nei  problemi  dì  di- 
namica; memoria  di  F.  Brioschi »  298 

Sttll'iategrale  completo  dell'equazione 

._/       ^\^''     (\     '''*\^_»^'  ■  ^      <<'» 
~~  \  "^  dx*)dy'     \       dy^fdx»       dx  '  dif  '  dxdy 

nota  di  Remigio  4el  Grosso >  312 

Piccoli  reclami  che  pur  sembran  giusti;  di  G.  Bianchi.  d  320 

Sulla  cometa  Klinkerfìies;  nota  di  G.  Bimchi.  n  326 

annali  dì  Sdenti  Uat.  «  FU.  T.  Vili.  Dicembre  1857.  35 
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Intorno  ad  una  eqaaEìone  di  PoUson;  iota  dì  0.  Mainardi.  a  331 
Solle  forinole  fondamentali  riguardanti  )s  OH^stara  deHe  sn- 

perGcie  e  delle  linee  ;  memoria!  di  D.  Gkelini.         .       »  337 
fotorno  ad  un  teorema  di  Meccanica  Analitica;  nota  di  F.  Btiù- 

schi >  396 

Intorno  ad  alcune  traBroritaa»Mù  d' integrali  m»hipli;  memo- 
ria di  Angelo  (Imoeehi »  101 

Intorno  ad  alconi  teoremi  di  Geometria;  memoria  di  F.  Mri»- 

sehi »  K7 

Lettera  al  compilatore;  di  G.  Stanchi.         .        .        .        »  481 
Comairieazt«Be  al  compilatore;  del  Prof.  P.   Val/neeili.        >  i83 
nappresentazione  geometrica  di  una  funzione  elliUoa  di  prima 
specie  per  un  arco  di  una  curva  piana  traseendenu  ;  nota 

di  B.  Tortolinì »  IS5 

Sull'integrale  completo  dell'  equazione  a  diGTerenziali  parziali 
del  S,  ordine 

- /.      dx'\d'z      ds     rfi      d*g       /       rfi»\(J's 

"  V  "*"  df}dx~  dx  '  dy  '  dxdy     \      dx'Jdy 

noia  di  Remigio  dvl  Grosso »  W7 

Elementi  dell'  orbita  parabolica  della  cometa  ridTenata  dal 
sig.  Bruhm  t  di  11  Settembre  del  corrente  anoo  18II3;  di 
Remigio  del  GfOlso.  .        >  490 

TOMO  V.  (Anno  1854). 

Brani  4i  lettera  a)  c(Hnpilaiore;  di  0.  MaitMtéi.  •      6 

Ho  teorema  sulla  risoluzione  analitica  delle  equazioni  algebrì- 
cbe;  di  E.  Setti »    !• 

Vn  pendolo  e  on  cronometro;  nota  di  6.  Bianchi.  •    18 

Sugli  sperimenti  elettrostatici  eseguiti  dat  Prof.  P.  Yolpi- 
eelH. »    88 

Lettera  al  compilatore,  sulla  soluzione  di  alcune  questioni  geo- 
metriche mediante  la  derivazione;  di  G.  Sellavitis.  >    31 

Sulla  teoria  matematica  delie  correnti  indette  iB  un  corpo  di 
forma  qualunque;  memoria  di  R.  Felici.    .        .  »    3S 

Sopra  una  nuova  proprietà  elettrostatica  ;  nota  di  P.  Volpi- 
celli »    6» 

Sutla  maniera  di  determinare  la  flessione  dei  tubi  Mi  gfflQdi 
strumenti  astronomici;  nota  di  A.  Secchi.  ■    62 
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Aéltificazione  di  alcune  carve  sferiche;  noU  di  B.  Tartolini.  »    71 
Bibliografia.  Note  sur  )a  théorie  des  residua  ^uadratiques  piir 
jtf'.  A.  Ginocchi.  Mémoiré  sur  les    ronctions  conuues  par 
Jf  "■.  P.  Chiò.  A  trcatise  on  the  Higher  planes  curves  by  the 
R.  G.  Sttlmon.  Articoli  di  B.  Tortolini.  .  >    78 

De  inttgraiibtis  imdularibos.  Auclore  Cfu:  tìndermamt  (con- 

tioaazione  e  fine] ■    81 

Sopra  atcnoi  feDumeni  dì  eleltrecismo  statico  t  diitainiGo;  noli 

di  M.  Melloni 4  133 

Sulla  comet*  di  Brorsen;  Bota  di  6.  Biamchi.  s  li3 

Lettera  ai  compilatore;  di  G.  Amici.    .        .  .        v  li8 

DémonstratiÓQ  d'tme  formule  de  if^  .ffinef;  par  A.  Qtnoecki.i  160 
Bibliografia.  Elem«utafy  tkeareins  relatji^  to  detdrninaBts  Bg 
W.  Spottiswoode:  La  teorioa  dei  determinanti  e  me  pnaei- 
pali  applicazioni  del  sig.  prof.  Briosehi-  Articoli  dt  B.  Tàr- 

toli*i B  ISfl- 

Lettera  al  compilatore;  di  Gaspare  MainVrdi.  »  ISl 

BetlificazioDe  delle  formol»  per  assegnare  il  duinero  delle  smn- 
me,  ogauna  di  due  quadrati,  nelle  quali  un  intero  pai»  fepez- 

zarsi;  nota  di  P.  Yolpicelli >  176 

Relazioni  fra  i  triangoli  sferici  e  i  triangoli  rettilintri  fomali 

dalle  corde;  Dot»  dj  haaiero  SimoMttt.    .  •  199 

Sulla  conica  di  minima  aja  circoscritta  ad  un  quadrigono;  nota 

di  G.  Battaglini >  198 

Sopra  un  teorema  nella  teorica  delle  forme  qaadtatiche;  nota 

di  P.  Bmteki »  iUl 

Sidia  teorica  degli  Invarianti;  nota  di  P.  Bfioscki.      .        >  897 
Teoreni  r«(atHi  alle  superficie  del  secondo  grado;  nota  di  R. 

Rubini t  i\i 

Sulla  polarità  elettrostatks;  nota  di  P.  VolpieelH.  «  tìi 

Intorno  alcuiw  prAprìetà  di  vna  linea  trvcciata  sopra  «na  bk- 

perficie;  nota  di  P.  Briotekl >  933 

Principi  <'^t>  geomeHia  di  derivazione;  di  G.  Btlimoitit.    j>  HI 
Sulle  Tariazioni  periodiche  dell'ago  magnetico;  memoria  di;t. 

Seeelà »  U6 

tatomo  ad  una  proprietà  dì  alcune  equazioni  alle  derivale  par- 
ziali; nota  di  P.  BHogehi »  Ì68 

Nnova  nota  sulla  propagazione  dell'elettricità  voltaica  nell'  iA- 

tamo  di  una  sfera;  R.  Felici.  .       .        »  S70 

Sulla  teoria  delle  curve;  nota  di  G.  JSainardi.    .       .       *  973 
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Leltera  al  compilatore,  sugli  integrali  fiDiti;  di  G.  itainardi.»  281 
Lettera  al  compilatore  iatumo  alcuni  teoremi  di  Geometria  ; 

di  F.  Padula .286 

Sopra  una  forinola  fondamentale  nella  teorica  degli  integrali 

definiti  Euleriani;  nota  di  B.  Tortoliai.    .        .        .        ■  S93 
Intorno  ad  alcune  questioni  di  Algebra  superiore;  nota  dì  F. 

Briotehi. ■  301 

Sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione;  nota 

di  F.  Briotehi »  313 

Lettera  al  compilatore,  aulla  cometa  del  iig.  Klinkerfuet  ;  di 

Q.  B.  Donati »  316 

Una  Vittima  del  Cholera  in  Napoli;  articolo  di  R.  Rubm.    >  318 
Sull'eguaglianza  di  velocità  che  le  correnti  elettriche  di  varie 

tensioni  assumono  nello  stesso  conduttore  metallico;  nota  di 

M.  Melloni ...»  319 

Congiunzione  inferiore  di  Venere  osservata  nel  febbraio  del  185i; 

memoria  di  G.  Bianchi »  3S6 

Sulle  variazioni  periodiche  dell'ago  magnetico;  memoria  di  A. 

Secchi  (Continuazione) »  337 

Sul  moto  dei  projetti  nelle  anima  delle  bocche  da  fuoco;  con- 
siderazioni di  Giovami  Novi.  ....        »  365 
Intorno  ad  una  proprietà  degli  invarianti;  memoria  dì  F.  Brio- 

schi »  409 

Intorno  ad  alcune  Formole  per  la  risoluzione  delle  equazioni 

algebriche;  nota  di  F.  Brioschi >  il6 

Sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione;  nota 

di  F.  Brioschi »  4M 

Principj  della  Geometria  di  derivazione  ;  di  G.  BeUwHit. 

(Continuazione) »  4S8 

Applicazione  delle  formole  che  riguardano  le  progressioni  tanto 

geometriche  che  aritmetiche  ec.;  nota  di  P.  Volpieelti.    •  449 
Sulla  teoria  delle  curve;  nota  G.  Mainwrdi.  >  4S9 

Sulle  variazioni  dall'  ago  magnetico  ;  memoria  di  A.  SeeeìU. 

(Continuazione) »  469 

Principj  di  geometria  di  derivazione;  dì  G,  Beltaoitis.  (Con- 
tinuazione)  >  473 

Intorno  alla  forma  quadratica  x'  •*-  y.  Osservazioni  dì  A.  ff^ 

nocchi >  491 

Articoli  bibliografici >  S04 

Avvertenza »  BOB 

Correzioni,  «ivi 


ly  Google 


(  549  )       - 
TOMO  VI.  [Anno  1866). 

Sopra  la  teorica  delle  sostituzioili;  nota  di  E.  Betti.  »      B 

Sur  l'inductionéléctrostatiqne.  Lettre  de  P.  Volpieelli  ì  M  .■■ 
V.  Regnaalt ■>    3* 

Annuo  confronto  di  due  orologi  a  pendolo  e  di  nn  cronome- 
tro; nota  di  G.  Bianchi. >    iO 

Sulle  variazioni  dell'  ago  magnetico  ;  memoria  di  A.  Secchi. 
(Continuazione  e  line) ■    lii 

Intorno  ad  alcune  formole  sommatorie  ;  nota  di  Angelo  Ge- 
nocchi »    70 

Intorno  a  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Piitmo  pubblicati  da 
Jì.  Baliastarre  Boneompagnt,  secondo  la  lezione  di  un  co- 
dice  della  Biblioteca  Ambrosiana  di  Milano;  nota  di  A.  Gc' 
Mcehi >1Ì5 

Formole  per  determinare  il  numero  delle  soluzioni  intere  della 
jp»  —  y»  =  (j  e  loro  conseguenze;  nota  di  P.  Volpicela.   »  120 

Brano  di  una  lettera  a  D.  Baldatsarre  Boneompagni;  di  A. 
Genoechi »  12» 

Intorno  alla  risoluzione  dell'equazioni  simnltanee 

nota  di  D.  Baldaesarre  Boneompagni.     .  »  135 

Sur  un  problème  traile  par  Léonard  de  Pise  dan»  son  Flos, 
relalif  àune  équatioo  datroisième  degré.  Extrait  d'une  lettre 
adressée  par  M.''  Lebesgw  profeseeur  à  la  faculté  de  Bor- 
deaux a  M.'  Balthasar  Boneompagni.  .       .        b  15S 

Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  Ù. 
B.  Boneompagni.  Note  analitiche  di  Angelo  Genoechi.      »  161 

Intorno  ad  alcuni  problemi  trattati  da  Leonardo  Pisano  nel 
suo  Liber  Quadratorum.  Brani  dì  lettere  dirette  i»\  sig.  An- 
gelo Genoechi  a  D.  B.  Boneompagni 

I.  Brano  di  lettera  in  data  di  2  maggio  1866.     .  s  186 

n.  Brano  di  lettera  di  A.  Genocdii  a  B.  B.  Boneompagni  in 
data  dei  i  maggio  1855 »  196 

III.  Brano  di  lettera  di  A.  Genoechi  a  D.  B.  Boneompagni  in 
data  7  maggio  18S5 »  206 

Intorno  ad  alcune  questioni  della  geometria  di  posizione;  nota 
di  F.  Briasehi »  209 
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Sopra  (re  scritti  iaedili  di  Leonardo  Pisano  pubblicali  da  D. 
B.  Boncompagni.  Note  aDalitichc  di  Angelo  Genocchi.  (Cod- 
tinuazioDe) >  SIS 
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gebrìche,  tom.  V »    10 

Nota  sopra  la  teorica  delle  sostituzioni,  tom.  VI.     .        »      5 
Memoria  sopra  la  piìi  generale  funzione  algebrica  che  può 
soddisfare  una  equazione  il  grado  della  quale  è  potenza 

di  un  numero  primo,  tom.  VI '  S60 

Nota  sopra  le  forme  omogenee  a  due  indeterminate,  t.  VILb    SO 
Memoria  sopra  le  serie  doppie  ricorrenti,  tom.  Vili.         >    48 
BIANCHI  GIUSEPPE.  Articolo  sopra  le  occullaziooi  di  Alde- 
baran  ed  altre  stelle  per  la  luna,  tom.  I.     .        .        >    4ì 
Rettificazione  del  suddetto  articolo,  tom.  I.      .        .        ■  liO 
Lettera  sopra  r  differenti  metodi  per  trovare  con  esattezza 
le  differenze  dei  meridiani  e  di  longitudine  dei  luoghi  ter- 
restri, tom.  I »  3S6 

Nota  di  trigonometria  sferica,  tom.  1.      .        .        .        »  358 
Nota  sul  confronto  dell'annua  pioggia  caduta  in  Roma  e  a 

Perugia  con  quella  caduta  in  Modena,  tom.  II.  .  »  308 
Nota  sopra  l'ecclisse  del  sole  osservato  a  Modena,  tom.  Il.«  414 
Nota  intorno  la  trasformazione  dell'equazioni  differenziali, 

tom.  m.       .  - >  347 

Nota  sopra  la  temperatura  naturale  o  clìmatologica,  t.  IH.»  534 
Curiosità  ed  investigazioni  barometricbe,  tom.  IV.  >  Ì70 
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Piccoli  reclami  che  par  sembran  giusti,  tois.  IV.  ■  31S 

Nota  Bullii  cometa  di  Kiinkerfuès,  tom.  IV.  i  3S6 

Lettera  a)  compilatore,  tom.  IV >  481 

Nota  sopra  im  ^lenijolo  ed  un  cronometro,  tom.  V.  >    18 

Nota  sulla  cometa  di  Brorsen,  tom.  V.  .  .  .  ».  143 
Memoria  sulla  congiunzione  inferiore  di  Venere  osservata 

nel  febbraio  del  1864,  tom.  V ■  3S6 

Nota  sull'annuo   confronto  di  due   orologi  a  pendolo,  e  di 

un  cronometro,  tom.  VI »    49 

Nota  sa  rarie  cose  astronomiche,  tom.  VII.  »  401 

L'oecnltasione  di  Giove  nella  sera  S  gennajo  18S7,  ossei^ 

Tata  a  Modena,  ttun.  VII •  4S9 

BIASOLETTO  di  Trieste.  Lettera  al  compilatore  soli'  eccliase 

solare  del  28  luglio,  tom.  II >  40fl 

BONGOMPAGNI  D.  BALDASSARRE.  Nota  intorno  la  risolu- 
zione dell'  equazioni  simultanee  x^-i-h=y' ,  tf—k^^s*  , 

tom.  VI »  136 

Nota  intoma  ad  una  proprietà  dei  numeri,  tom,  VI.        >  371 
BORDONI  ANTONIO.  Nota  sui  poligoni  iecrìtti  e  circoscrìui 

ad  una  ellisse,  tom.  Ili ■      5 

BRIOSCHI  FRANCESCO.  Nota  intorno  la  integrazione  di  una 
equazione  alle  derivate  de)  second' ordine  toni.  IL         ■  497 
Lettera  al  compilatore  sulle  equazioni  alle  derivate  ordina- 
rie e  lineari  tom.  III >  863 

Lettera  al  compilatore  sopra  il  prodotto  reciproco  dei  raggi 

dì  curvatura  di  una  superficie,  tom.  IIL  a  t73 

Memoria  intomo  ad  alcuni  ponti  della  teorica  delle  fraperiicie, 

tom.  ni .493 

Lettera  al  compilatore,  sopra  uu  teorema  di  Jacob»,  intonio 
ai  criteri!  d'integrabilità  per  distinguere  t  massìnii  dai  mi- 
nimi valori  delle  primitive,  tom.  ITf.    .        .  ■  3S3 
Nota  sulle  linee  tautocrone,  tom.  in.                .        .        *  368 
Ricerche  intomo  le  sviluppoidi  e  le  sviluppale,  tom.  IV.*    S4 

Nola  sulle  linee  tanlocrone,  tom.  IV G3 

Lettera  al  compilatore,  sulle  linee  tautocrone  tom.  IV.  ■  146 
Nota  sulle  linee  dì  curvatura  delle  superficie,  tom.  IV.  »  1Ì9 
Nota  sulla  integrazione  dell' equaziode  della  geodetica,  t.  IV.>  133 
Nota  intorno  alcune  formole  che  si  riscontrano  nella  teorica 

delle  superficie,  tom.  IV.      .  »  JJ8 
Memoria  sulla  variazione  delle  costanti  arbitrarie  nei  pro- 
blemi di  dinamica,  tom.  IV "  898 
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Nota  JatorDo  ad  un  teorema  di  meccamca  analitica,  t.  IV.»  39S 

Memoria,  intorno  aleuni  teoremi  di  geometrìa ,  tom.  IV.  >  i57 

Nola  sopra  uo  teorema  nella  teorica  delle  Torme  quadra- 
tiche ,  tom.  V »  «01 

Nota  sulla  teorica  degli  inTarìanti,  tom.  V.  .    ■    t  207 

ftota  intomo  alctine  proprietà  di  nna  linea  tracciata  sopra 
una  snperììoie,  tom.  V.    -     •        .        .        ^        .        •  232 

Nota  intorno  ad  una  proprietà  di  alcune  equazioni  alle  ds- 
rirate  parziali,  tom.  Y i  268 

Nota  intorno  alcune  questioni  di  Àlgebra  superiore,  tom.  V.»  301 

Nota  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equa- 
zione, tom.  V B  313 

Memoria  intorno  ad  una  proprietà  degli  invarianti,  tom.  V.»  i09 

Nota  intoma  ad  una  formola  per  la  risoluzione  dell'equa- 
aioni  algebriche,  tom.  V >  416 

Nota  sulle  fnnzioni  simmetriciie  delle  radici  di  una  equa- 
sione,  tom.  V.  «  42% 

Nota  intorno  ad  alcune  questioni  della  geometrìa  di  posi>- 
lione,  lom.  VI »  269 

Nota  intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superficie  del  ter- 
z'ordine,  tom.  VI •  374 

Nola  sulle  costruzioni  del  sig.  Chasles  per  le  linee  del  terzo 
e  quart'ordine,  tom.  VI n  380 

Interno  ad  una  proprìetà  delle  equazioni  alle  derirate  par- 
ziali del  prìm'ordine,  tom.  VI n  416 

Nota  sopra  una  nuora  proprìetà  degli  integrali  di  uH  pro- 
blema di  dinamica  tom.  VI.  .        .        .        .        >  43Q 

Nota  sul  descriminante  delle  funzioni  omogenee  a  due  in- 
determinate, e  sulle  equaaioniai  quadrati  delle  differenze 
tom.  VII >      6 

Nota  sulle  funzioni  omogenee  ài  terzo  grado  a  due  inde- 
terminate, tom.  VH 16 

Nota  sopra  una  trasformazione  delle  equazioni  caratterìsti- 
che  per  un  discrìminante,  lom.  VII.  .        >    64 

Ricerche  analitiche  sulle  forme  omogenee  a  dne  indetermi- 
nate, tom.  VII •    69 

Nota  sopra  oda  fbrisola  dì  tracrormaziose  per  te  serie  dop- 
piamente Infittile,  tom.  VII ■  914 

Ricerche  algebnche  sulle  forme  binarie,  tom^  VII.    ■        »  231 
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Nota  sul  prìDcipìo  di  reciprocità  nella  teoria  delle  forme , 

toro.  VII «383 

Nota  Balla  partizione  dei  numeri,  tom.  VUI.  >     6 

Nota  Bulla  trasformazione  delle  funzioni  ellilticbe,  t.  Vili.  >  li 
Sui  polìgoni  iscritti  e  circoscritti  alle  coniche,  tom.  Vili.  »  119 
Nota  sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  t.  VUI.  •  1S5 
Nota  intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superfìcie  a  linee  di 

curvatura  piane  o  sferiche,  tom.  Vili.  .        .        ■  297 

BTORLING  G.  Extrait  d'une  lettre  ao  redacteur,  tom.  II.  »  SiS 


GALANDRELLI  IGNAZIO.  Nota  sull' occultazione  di  a  Toro, 
osserrela  al  Campidoglio,  tom.  I,  .        .        .        >  Ì66 

Nota  sugli  elementi  dell'orbita  del  nnoTO  pianeta  Parte- 

nope,  tom.  I iOl 

Nota  Bulle  due  comete  del  ltiB7 ,  tom.  Vm.    .        .        ■    81 
CALZOLARI  LUIGL  Nota  sulla  dimostrazione  dell'ultimo  teo- 
rema di  Fermai,  tom.  Vili >  339 

CASORATl  FELICE.  Nota  intomo  la  integrazione  delle  fuD- 

zioni  irrazionali,  tom.  VD •  SS3 

Memoria    sulla    trasformazione   delle  funzioni  ellittiche  , 

tom.  Vra -  «09 

CAUCHT  AGOSTINO.  Discorso  in  occasione  dei  funerali  del 

sig.  Binti  tom.  VI *  9S0 

CAVALIERI  GIOVANNI.  Effemeridi  del  Tevere  dell'anno  1846 

al  1849.  tom.  I >  103 

CATLET  ARTHDR.  Sur  un  theuréme  general  par  rapport  è  la 

élimination,  tom.  VII >  t  iSl 

Sur  un  ttieoréme  d'  Abel,  tom.  Vili.  .  *  SOI 

CBELINl  DOMENICO.  Jaeobi  in  Rome.  tom.  11.         .        n  112 
Nota  sulla  spiegazione  dell'esperienza  del  sig.  Foucault  \n~ 

torno  al  pendolo,  tom.  II »  il3 

Osservazioni  sopra  una  memoria  del  sig.  LiomilU  intomo 

alla  teorìa  generale  delle  superficie,  lom^  11.       .       »  Ì91 
Addizione  alla  nota  sulle  oscillazioni  del  pendolo  :  onora 
dimostrazione  geometrica  del  principio  dinamico  dei  moti 
relativi,  tom  II.    .        .  ....        *  311 
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'  Nota  sulla  risoluzione  in  numeri  interi   dell'  equazione 
a!»4^'=N.  tom.  ffl 146 

Memoria  Sulle  formole  fondamentali  riguardanti  la  curvatura 
delle  superficie  e  delle  linee,  tom.  IV-         .        .        n  337 
CICCOLINI  LODOVICO.  Articolo  sulla  deviazione  del  pen- 
dolo, tom.  II »  409 

Sulla  denazione  del  pendolo,  (continnazione  e  fine],  tom.  II.  »  S43 

Memoria  sopra  un  saggio  di  Aritmetica  dei  quoti  interi  e 
dei  residui,  tom.  Ili >  tiì 

Lettera  al  compilatore,  U>m.  IV »  S38 

CODAZZI  DELFINO.  Intorno  alle  8t^>eriicie  ,  le  quali    defor^ 
mandoai  ritengono  le  stesse  linee  di  curvatura,  tom.  VII.   »  itO 

Memoria  sulla  teorica  delle  coordinate  curvilinee  e  sul  luo- 
go dei  centri  di  curvatura  di  una  superficie  qualunque, 
tom.  Vin.      .  .189 

Nota  intorno  ad  una  linea  ntoata  in  una  superficie  svilup- 
pabile tom.  YUI *  165 

Nota  intomo  ad  alcuni  teoremi  di  /hipih,  tom.  VIU.        «  309 

Nota  intomo  le  superficie  che  hanno  costante  il   prodotto 
dei  due  raggi  di  curvatura ,  tom.  Vili.  ••  3i6 
COLIA  A.  Nota  sopra  la  cometa  di  Petersen  attualmente  vi- 
sibile ad  occhio  nudo,  tom.  I »  305 

Comunicazione  deirefremeiìde  della  cometa  di  Faye  calco- 
lata dal»;.  Leverritr,  tom.  TI d    i6 

Nota  sulle  due  comete  scoperte  nell'anno  1850  da  Pelersm 
e  da  Band,  e  sul  ritorno  della  cometa  periodica  di  Faje 
scoperta 'nel  18i3,  tom.  n »    80 

Nota  sulle  due  comete  di  D'Arresi  e  di  Brorsen  scoperte 
nel  18K1,  tom.  U >  S«K 

Aggiunta  alla  nota  astronomica  risguardante  le  comete  D'Ar- 
rest  e  Brorsen,  tom.  II "  S97 

Notìzia  Sulla  V.  Cometa  del  186i,  tom.  VI.     .        .        >  393 
CREMONA  LUIGI.  Sulle  tangenti  sfero  coniugate,  tom.  VI.»  38« 

Intorno  ad  un  teorema  di  Abel,  tom.  VII.  >    99 


DEL-GROSSO  REMIGIO.  Nota  sulla  convergenza  della   serie 
infinita 

limali  di  Seietat  Hot.  e  FU.  T.   Viti.  Dictmbrt  1857.  X 
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lom.  IV .67 

Nota  sull'integfate  completo  dell'eqoaKÌoie 

^    dx'jdy'  '*'V'*'dp}dx*         di  '  di  ■  5«^"*  "' 

tom.  IV ►  31S 

Nota  suir  integrale  completo  dell'  equazione  a  fNfTerensiari 
parziali  del  second'ordine 

(      di'vd»!       dz     dt      d^i      /. .  ds*\Ì*z^ 
^)dx»       dm  '  dy  '  dsdy~*'\      dafl/dj'"^ 

tom.  IV.  .    '  ' «  Ì87 

Elementi  dell'  orbita  parabolica  della  cometa  rinvenata  dal 
sig.  Smkns  a  di  11  settembre  1853,  tom.  IV.      .        >  490 
OEMiASPERIS  A.  Elementi  dell'orbita  ellittica  del  pianeta  sco- 
perto ai  29  luglio  ISSI,  toiu.  II.  .        ,  •     «  S33 
0E-FIL1PPI  F.  Nota  sul  centro  delle  foi^e,  totA.  II.  «97 
DIENGER  J.  Mémoire  sur  quelques  lignea  courbes  (racées  sur 

un  ellipsoide,  tòm.  II. «  119 

Hémoire  sur  la  surface  du  cone  elliptique  tom.  H.  >  119 

PE-LA-RIVE-AUGUSTE.  Lettera  sulle  Tarìazicmi  dlnme  del- 
l'ago magnetico  e  sulle  aurore  boreali,  tom.  I.  a  6(5 
Note  sur  l'inductioti  électrostatique  tom.  TI.    .  *  4Si 
Note  sor  l'indoction  électrostatique,  tom.  Vili.                 »  168 
DONATI  G.  B.  Lettera  al  compilatore  sulla  cometa  del  sig. 

Klinierfìtes,  toni.  V .        »  316 

DOSTOR  GEORGE.  Calcul  des  expressìons  générales  qni  don- 
nent  les  valeurs  dea  dìvers  éléments  de  t'  ellipse   et  de 

l'hyperbole,  tom.  VII >  U3 

Calcul  des  expressions  générales  qui  donnent   les   valeurs 
des  divers  éléments  de  la  parabole,  tom.  VII.        .        »  869 


FAÌ  di  BRUNO.  Teoremi  di  Geometria,  tom.  IV. 
Nota  sulla  teorica  degli  invarianti,  tom.  VI.     . 
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Nota  sulla  determinazione  di  nna  Tunzione  simmetrìca  delle 

radici  di  una  equaziooe  in  fanzione  dei  coefficienti  della 

medesima  tom.  VI »  338 

Nota  sulle  fanzìoaì  simmetriche  delle  radici  di  una   equa- 
zione, tom.  VI ■      .  »  iti 

Addizione  alla  nota  inserita  nel  fascicolo  di  Ottobre  ultimo 

sulle  fuoslooi  sinunelficbe  delle  radici  di  uoa  equasioBe 

tom.  VI,        . .476 

iNota  sullo  sviluppo  ddle  funzioni»  tom.  VI.     .  is  179 

Nola  sulle  funzioni  iaokaricbe,  tom.  VIL  »    !7fi 

Sulla  risultante  di  on  numero  .fualunque  dì  equazioni  ^e- 

briche.  Teoreraa  generale,  huu.  VIL  ,        «  SSS 

Nota  sopra  i  resti  di  Sturm  tom.  VIL      .  .        «  313 

Nota  sopra  il  volume  della  piranide  triangolare,  t.  Vili.  >    77 

FABANi  E.  Estratto  di  uoa  leUera  al  compilatore,  tom.  H.  »  468 

FJEXICI  RICCARDO.  Nota  sulla  propagaùoae  della  coriientv 

elettrica  nell'interDo  di  um  sfera,  tom.  I,     .        .        »  Bit 
Saggio  di  una  spiegazione  di  fenomeni  d'ìndnaione  oleliro- 

dinamica,  tom,  XI e    65 

IicUera  al  oomfLilaiore,  tom.  II »  366 

'Saggio  teonco  -  spNÌuentale  £ulia  legge  secondo  cui  i^ria 

l'azione  induceule  4i  un  ciieuito  voltaico,  tom.  II.        >  36t 
Nola  sulla  teorica  dei  fenomeai   d' indcizioae  eletlfo-dina- 

micB  tom,  II >  503 

Saggio  di  una  applicazione  del  calcolo  alle  correnti  indotte 

dal  nagpetiEflio  ìq  moràneato,  tom.  IV.       .        .        n  173 
Notft  wpm  i  fenomeni  d'iadu^ioie  della  bottiglia  di  (.eida 

io».  IV »  «37 

Memoria  «dia  teorie  matematica  .delle  eorrenti  indotte   in 

MB  «0lipo  <di  fecma  qualunque  tom-  V.  .        .        s    36 

Nuova  nota  sulla  propagazione  dell' elettcioiti  voltaica  ael- 

l'interao  di  una  sfera,  tom.  V »  S70 

^GOLA  £MMANU£LG.  Lettera  al  compil«to«!:su  di  alcuni 

teorevi  ^eometiiai  tom.  11.  ....        »  119 

Bic«rcbe  risguardanli  la  tisolnziane  per  s^ie  ^  qualunque 

jaquaBione  t«m.  VUI.     .        .  .  »  S6J 

HfilTI  A.  Calcolo  di  un  obiettivo  a  tre  lenti,  tora.  UI.       »  498 
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GABUSSl  CARLO.  Articolo  sulla  direzione  de^i   areostatì, 

tom.  Vn .148 

6ALL0  V.  Lettera  a)  compilatore  contenente  le  osservazioni 
di  V.  Gallo,  di  Righetti,  e  Biasoletlo  di  Trieste  sul  l'ec- 
clisse  solare  del  S8  luglio,  tom.  II.  .  .  .  ■  400 
GALLI  E-  Memoria  sulla  distribuzione  dell'elettricità  alla  su- 
perficie di  una  ellissoide  molto  allungato,  o  molto  schiac- 
ciato, seguita  da  applicazioni  numeriche,  tom.  II.  >  249 
GENOCCHI  ANGELO.  Nota  sui  conici  iscritti  e  circoscritti  ad 

nn  triangolo  dato,  tom.  Ili •  370 

Nota  sulla  formola  generate  sommatoria  di  Eolero,  e  sulla 

teorica  dei  residui  quadratici,  tom.  III.  »  406 
Memoria  intorno  ad  alcune  trasformazioni  d'integrali  mul- 
tipli, toro.  lY »  401 

Demonstration  d'  une  formule  de  Jf-  Binel,  tom.  V.        ■  160 
Osserrazioni  intomo  alla  forma  quadratica  a;>-t-y>,  tom.  V.  *  491 
Nota  intorno  ad  alcune  formole  sommatorie,  tom.  VI.        »    70 
Nota  intorno  a  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano,  pnb* 
blicati  da  D.  Baldatsarre  Boncompagni  secondo   la  1^ 
zione  dì  an  codice  delta  Biblioteca  Ambrosiana  di  Mila- 
no, tom.  VI »  US 

Brano  di  lettera  a  D.  Baldattarr e  Boncompagni,  tom.  VI.  >  1S9 
Sopra  tre  scritti  Inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da 

J).  Baldassarre  Boncompagni.  Note  analitiche,  tom.  VI.  >  161 
Brani  di  lettere  dirette  a  D.  Baldassarre  Boncompagni  in- 
tomo ad  alcuni  problemi  tratti  da  Leonardo  Pisano  nel 
suo  Liber  qwidratonm. 

I.  Brano  di  lettera  in  data  S  maggio,  18S5.  tom.  VI.      >  180 
IL  Brano  di  lettera  in  data  I  maggio,  18SS  tom.  VI.      »  196 

III.  Brano  di  lettera  in  data  7.  maggio  185S,  tom.  VI.    •  S06 
Sopra  tre  scrìtti  inediti  di  Lemitrdo  Pisano  pubblicati  da 

D.  Baldassarre  Boncompagni.  Note  analitiche,  tom,  VI. 
(CoDtimiaeione) s  818 

IV.  Brano  di  lettera  in  data  li  maggio  1858,  tom.  VI.  »  %51 

V.  Brano  di  lettera  in  data  17  maggio  18S5,  tom.  VI.    »  S5I 

VI.  Brano  di  lettera  in  data  ti  maggio  185S,  tom.  VI.    >  257 
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Sopra  tre  scrìtti  inediti  di  Leonardo  Pisano   pubblicati  da 

D.  Baldassarre  Boneon^agni.  Note  analitiche,  tom.  VI- 

(ContiDoazione) >  S73 

•  Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano.  Note  analitiche. 
'  tom,  VI.  (Continnazione  e  fine).    .        .        .        .        »  3i5 
Nota  intorno  al  teorenaa  di  Boìàdm,  tom.  VII.        .        »  Ì6S 
Nota  sulla  riduuone  di  un  integrale  multiplo,  tom.  Vili.  ».  S84 
Articolo  intomo  Leonardo  .Pisano,  matematico  del  secolo 

Xm,  lom.  YUI »  S61 

Nota  intomo  ad  una  somma  di  derÌTate  successtre,  t.  Vili,  n  889 
Memoria  iopra  una  formula  dì  Lagrmige  spettante  al  moto 

dei  fluidi  nei  yasi,  tom.  Vili »  396 

GRILLENZONI  D.  Di  alcuni  nuoTÌ  esperimenti  del  J>.'-  AUs' 

Sandro  Palagi,  tom.  IV >  147 

GUDERMANN.  Epistola  ad  aanalium  directoren,  lom.  IL      p  K«1 
De  ìnlegrvlìbns  modularibus  cun  adnooalionibus  F.  Stader 

tom.  n.  (ConUnuazioneF >  557 

De  computanda  area  ohlongi  spherìci,  ex  epistola  ad  anna- 

lium  direclorem,  tom.  Ili >    i3 

De  integralibos  modularìbus,  tom.  IH.  {Continuazione).    »  4S% 
De  iotegralibuftmodularibus,  t.V.  {Continuazione  e  fine).  »    81 


HIND.  Estratto  di  una  lettera  aXsig.  Leverrier.  (ComptesreiH 
dvB,  seance  de  S6  mars  1860) ,  tom.  I.  s  22i 


}AC(^[.  Memoriti  sul  numero  delle  fangeoti  doppie  ,  tradu- 
zione dal  tedesco  di  A.  Rubini,  tom.  II.      .  »  Ì3S 

iULUBN.  P.  U.  ìlémoire  sur  le  mouvement  de  la  terre  au' 
tour  de  son  centre  de  gravite ,  tom.  VII,    .       .       »    St 


UNCIANl  FILIPPO.  NoU  sulla  quadratura  del  paraboloide 
ellittico  tom.  VL  *  106 
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LEBESGUB.  Eitrait  d'une  lettre  adressé  a  Jf.'  B.  Boncomr 
pagni  sor  un  probleme  traile  par  Leomvrd  de  Piie  dass 
8on  flos ,  et  relatif  a  une  équation  de  troisieme  d^ré 
tom.  VI.       .  »  165 

LEUENSTERN  I.  R.  T  metodo  per  trorare  quattr»  radici  re^i 
oppure  immaginarie  di  una  equàKioae  numerica,  t.  VI.  •  481 

M 

UAINARDI  GASPARE.  Studj  sulla  iotegrazione  dell'equaBioDÌ 

difTerenziali,  tom.  I.  fContinua).  ...»    50 

Sulla  int^razioae  deU'eqiiaziaDi  differenzM,  tom.  L  (Cott' 

tinuazione  e  fine) »  S51 

Memoria  sopra  alcuni  nooTi  teoremi  di  analiai,  tom.  I.  *  34S 
De)  poligoni  masami  iscrilti,  e  minimi  circoscritti  all'ellìcBe, 

e  dei  poliedri  analoghi  per  l'ellissoide,  tom.  I.  v  3iS 

Dichiarazione  dei  teoremi  di  analisi  enunciati  nel  tom.   I. 

pag.  3iS  tom.  n r  505 

Studj  ani  calcolo  delle  variazioni,  tom.  IH.  .  .  >  li7 
Appendice  sui  criteri  del  calcolo  delle  TariBziom,  tom.  HI.  >  .^79 
Osservazioni  a)  compilatore,  tom.  III.  ...  >  143 
Nota  sul  com^mento  del  problema  del  sig.   Jaachimslal , 

sulla  teoria  generale  delle  si^erfìcie,  tom.  III.  .  w  495 
Nota  intomo  ad  una  equazione  di  Poiston,  tom.  IV.  >  331 
Brani  £  lettera  al  compilatore,  tom.  V.  .  .  ■  6 
Lettera  al  compilatore.  Intorno  la  integrazione  delle  equa' 

zioni  a  derivate  parziali,  tom.  V.         ...        *  161 

Nota  sulla  teoria  delle  cana,  tom.  V.  (Continua).  »  ¥13 

Sulla  teoria  delle  curve,  tom.  V.  (Continuazione  e  fine).  >  459 

Lettera  al  compilatore,  sugli  integrali  finiti,  lom.  VI.      >  S86 

HARCHESANO  SAVERIO.   Memoria  sulla  teorìa  geserale  ed 

Analitica  dì  gnomonica,  tom.  n.  .        .        .        ■  iOfi 

Estratto  di  una  lettera  al  compilatore,  fom.  n.  *  517 

Memoria  sulle  superficie  di  second'  ordine,  tom.  {II.        >  617 

Memorie  sulle  curve  piane,  tom.  IV.        ■        .        ■        »  161 

MARTIN  TH.  HENRI.  Sur  quatrl  personnages  appellées  Tbra- 

sylle,  tom.  VUI .423 

Cbapitres  IX',  et  XX*   du  livre  second  de  l' introdaction 

arlthmetique  de  Nicomaque  de  Serate  traduit  du  grec  en 

francais,  tom.  Vili >  499 
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AUTTEUCCI  C.  Sulta  materia  fosforeMeUe  dei  pesci,  e  auUa 
baioieacsazs,  del  mare,  tom.  l.     ■       ■  »  IH 

Ddl'influenza  de)  magnetiemo  sul  potere  rotatorio  dj  alcuni 

co^,  tom.  I *  100 

MÉNABKEà  L.  F>  Nota  sopra  um  teoria  analitica  dalla  quale 
-si  deducono  le  leggi  generali  di  yarj  ordini  di  f^ioineai, 
cb«  dipendono  da  equazioDi  diSereuiìali  lineali ,  fra  i 
quali   quelli  delle   Tibrazioni  e  propagasione  del  calore 

Dei  corpi  solidi,  tout.  VI >  9S3 

MELLONI  MACEDONIO.  Osserrazionì  sopra  una -memoria  of- 
ferta in  'douo  alla  reale  accademia  delle  scienze  di  Na- 
poli,- tom.  H.  >  fii? 

Prima  lettera  al  principe  D.  Pietro  Odeaealehi,  tom.  in.»  3il 

Seconda  lettera  al  principe  D.  Pietro  Odeseakki  tom.  III.  >  389 

Nota  sopra  alcuni  fenomeni  di  eletUrecismo  statico  e  dina- 
mico, tom.  V s  ISIf 

Nota  Bulla  eguaglianza  di  velocità  che  le  correnti  elettriche 
di  varia  tensione  assumono  nello  stes»o  conduttore  metal- 
lico, tom.  V ,        .        .        •  319 

UINICH.S.  R.  Articolo  soprauna  aemplificazioae  dell'ordinario 
sistema  delle  condizioni  d'ìntegrsbilità  per  le  differensialì, 
e  le  differenze  replicate,  tom.  I.  ...        *  311 

UOSSOTTI  FABRIZIO  0.  Lettera  sulla  riduzione  degli  angoli 
fatti  dagli  archi  geodetici  di  un  piccolo  ttriangolo  ,  agli 
angoli  fatti  dalle  corde,  tom.  1.  ...»  381 

Lettera  ad  A.  Serpieri  suHa  soluzione  analitica  del  pro- 
blema delle  oscillazioni  del  pendolo  avuto  riguardo  alla 
rotazione  della  terra,  tom.  .11.       ....        >  237 

Nota  sulla  analogia  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche,  e 
sulla  sostituzione  delle  une  all'altre  per  trasformare  le  quan- 
tità che  si  presentano  sotto  aspetto  immaginario  tom.  II.  »  t7t 

Lettera  al  compilatore,  sul  pendolo  di  FoticauU,  tom.  IV.  i  133 

N 


NOBILE  A.  Comunicazione  intorno  all'ecdisse  solare  del   38 
luglio  1851  osservato  in  Napoli,  tom.  Q.      .       .       p  &S9 
Comunicazione  intorno  alle  stelle  cadenti    osservate  tra  La 
fine  di  luglio  ed  il  principio  di  agosto  1851,  tom.  IL  d  63K 


ly  Google 


{  568  ) 
Nota  sopra  l' induzione  eleUrosta^ca,  tom.  VI.  «  4iS 

Nota  sul  teorema  fondamentale  della  induzione  elettrostatica, 

tom.  VII.      .  »    89 

NOVI  GIOVANNI.  Memoria  sopra  le  trasformazioni  generali  dì 

date  funaioui.  Estratto  di  un  opuscolo  del  tig.  0.  Seht^ 

milek  lom.  I »  517 

Considerazioni  sul  moto  dei  proietti  nell'anima  delle  bocche 

da  fuoco,  lom.  V >  366 

Traduzione  dal  Tedesco  dell'elogio  di  Carlo  Gustavo  Jaeobo 

Jacobi,  tom.  vm >  349 


ORIOLI  FRANCESCO.  Nota  sopra  alcune  singolarità  relative 

ai  cristalli,  tom'.  I »    97 

Nota  sopra  i  pesci  e  sul  mare  che  rilucono  nella  oscurila, 

tom.  1 9  Ui 

Discorso  delia  fata  morgana,  tom.  II.       .        .  »    il 

Discorso  delle  grandini  lapidìfere  e  degli  aeroliti  accompa- 
gnati da  un  abbassamento  di  temperatura,  tom.  I.        •  S3J 
OSENGA  G.  Memoria  sopra  una  specie  particolare  di  frazioni 
con^nue,  tom.  il. >  317 


PADULA  F.  Soluzione  diunaquestionedi  Geometrìa,  tom.  HI.  »    46 
Memoria  sopra  i  pnntì   multipli  nelle  curve  algebriche , 

tom.  m ■  SU 

Nota  intorno  le  curve  di  quarto  grado  che  hanno  tre  punti 
dì  regresso  di  prima  specie,  tòm.  IH.  .  ■  383 

Teoremi  di  geometria,  tom.  IV n  £36 

Intorno  alcuni  teoremi  di  geometria,  tom.  V.  •  286 

PAOLI  DOMENICO.  Lettera  sulle  osservazioni  rispetto  al  pe- 
riodico abbassamento  di  temperatura  che  suole  accadere 
all'approssimarsi  della  metà  di  ma^'o,  tom.  I.     .        »  381 
PELOSI  ALESSANDRO.  Memoria  sulla  descrizione  organica 
delle  curve  di  secondo  grado,  tom.  III.        .  n  iHì 
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PIOIA  GABRIO.  Nota  sull'applicazione  del  calcolo  delle  dìITe- 

renze  Unite  alle  questiooi  di  aDalisi  indeterniinata,  t.  I.  n  263 
PISTOIESI  FRANCESCO.  Nota  sulla  mancanza  dì  rapporto  fra 
le  apparizioni  delle  stelle  cadenti  in  frequenza  delle  aurore 
boreali,  delle  meteore  luminose,  e  degli  aeroliti,  e  piogge 
terrose,  e  sull'orìgine  di  questi  fenomeni,  tom.  I.         >    90 

Memoria  sui  terremoti,  tom.  I »  lifi 

Nota  sulle  apparizioni  dell'aurora  boreale  nei  tempi  equino- 
ziali, e  nei  sollestizi,  lom.  I •  iti 

Memoria  snlU  fissezza  del  livello  del  mare  tom.  I.  »  406 
Nota  suU'estenzione  delle  oscillazioni  massime  e  minime  ba- 
rometriche, tom.  I o  632 

Nota  sui  Terremoti,  tom.  II •    9S 

Lettera  sulle  oscillazioni  barometriche,  tom.  II.        .        >  167 
Nota.  Se  nel  rapporto  delle  temperature  medie  una  stagione 

influisca  sull'andamento  della  successira;  tom.  II.  »  398 
Poche  parole  sulle  rombe  e  sui  rumorì  sotterranei,  tom.  III.  *  31 
LettM^  al  compilatore,  tom.  III.  .  .  ■  .  «  41 
Tavola  dei  giorni  nei  quali  incominciano  ì  mesi,  toro.  III.  »  S86 
Lettera  al  compilatore,  sulle  stelle  cadenti,  tom.  Ili,  >  494 
Spoglio  di  perturbazioni   magnetiche  e  aurore   boreali  dal 

1840  a  tutto  il  1845,  toro.  Ili >  6S« 

Nota  sui  terremoti,  tom.  IV »    79 

Memoria  Sulla  compilazione  di  una  cronologia  storica  dei 
fenomeni  straordinari  di  meteorologia  e  dì  fisica  terre- 
stre, lom.  IV.  .  •  .  »  lift 
Nota  sull'azione  dell' elettrecismo  sulle  acque  del  mare,  dei 
laghi  etc.  ossìa  dell'elettricità  acquea,  tom.  VI.  .  >  3S4 
PONZI  GIUSEPPE.  Memoria  sulla  storia  fisica  del  bacino  di 
Roma  da  servire  di  appendice  all'opera,  il  snolo  fisico  di 

Roma,  tom.  I »  281 

Articolo  sull'opera  del  sig.  Flonrens  della  longevità  nmaiia, 
e  della  quantità  della  vita  sul  globo,  tom.  VII.    .        »  417 
PROVENZALI  P.  Lettera  al  compilatore  sopra  on   fenomeno 

di  elettrostatica,  tom.  Ili »  344 

Suir  influsso  del  calore  nella  conducibilità  dei  fili  metallici 
f  per  le  correnti  elettriche,  tom.  IV-  n    74 
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RIGHETTI.  Lettera  al  tompiUtore  conteneote  le  osserraiioDi 
di  V.  Gatto,  Righetti,  e  Biatoletto  di  Trieste  sull'eccluse 

solare  del  88  luglio,  tom.  II »  100 

ROBBRTS  WILLIAM.  LeUera  sulla  quadratura  delle  supeificic 

curve  lom.  I ■      .        .        ■  H3 

Note  sur  une  formule  pour  la  quadrature  des  sui^ces , 

tom.  I .1  318 

Probléme  du  calculjntegral,  lom.  II.  .        .        *  ISO 

Sopra  alcune  proprietà  degli  integrali  deiOniti  de4otli  dal 
metodo  delle  coordinate  ellittiche,  lom.  II.   .  >  S55 

RUBINI  B.  Traduzione  dal  tedesco  della  memoria  cU  incotti 
sul  numero  delle  tangenti  doppie,  tom.  D.        .        .        >  135 
Nota  sulla  mranorìa  precedente,  to<n.  II.  .        .        >  i63 

Memoria  sul  luogo  geometrico    ddl'  equazione  algebrica  e 
del  secondo  grado  r»'^  %rm  -^  nu*  riferita  a  coordinale 

polari,  tom.  IV.    ■  >      6 

Nota  sopra  alcuni  teoremi  telativi  idle  superficie  del  seconda 

grado,  tom.  V »  81* 

Una  vittima  del'Cbolera  in  Napoli,  tom.  V.    .        .        »  318 
Nota  sull'applicazione  della  teorica  dei  determinanti,  t.  YIiI.i  179 

s    ■ 

SANTINI  direttore  dell'osservatorio  di  Padova.  Estratto  dì  una 
lettera  al  direttore  dell'osservatorio  del  Collegio  Romano 
tom.  I .        »  309 

Lettera  al  direttore  dell'  osservatorio  del  Collegio  Romano 

tom.  II «155 

SANTINI  B.  Nota  sopra  alcuni  teoremi  intorno  airatmzt(Hte 
di  alcune  superficie  e  solidi  omogenei  sopra  un  prato  ma- 
teriale situato  sul  loro  asse,  tom.  Vfl.  .        >  S93 

Sulla  forza  centrifuga  terrestre  io  quanto  sturba  la  direziwe  * 
della  gravità.  Formolo  e  sperienze,  tom.  VII.        .        ■  4i6 

SGARABELLI  G.  Lettera  sopra  i  depositi  quatemariì  del- 
rimolese  ad  A.  Toschi,  tom.  lU.  .        .        .        >    3.' 
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SCEILOUILCH  OSKAR.  Nnora  dimostrazione  del  teorema  di 

Foilrier.  tom.  I n  B13 

Sur  qnelquea  integrales  mnltiples,  tom.  III.              .        »  327 
SECCHI  A.,  d.  C.  G.  Relazione  sullo  stato  aUuale  della  Te- 
legrafia elettrica,  tom.  I d    23 

Ricerche  sulla  Reometria  elettrica:  memoria  tom.  I.  •  167 
Lettera  sulle  stelle  cadenti  del  10  agosto,  tom  I.  .  *  398 
Ar^eolo  sulle  nuove  apparenze  dell'anello  di  Saturno,  t.  II.  v  39 
Sopra  gli  elementi  di  Egeria,  tom.  II.      .  a    ii 

Nota  sulla  cometa  di  Faye  lom.  II.  ...»  1IS3 
Notizia  Bibliograiìca,  sul  trattato  di  navigazione  di  V.GiUlo 

tom.  II «195 

Lettera  al  compilatore  sulle  oBcillazioni  del  pendolo  avuto  ri- 
guardo alla  rotazione  della  terra,  tom.  U.    .        .        >  238 
Lettera  al  compilatore  sull'ecclisse  solare  del  28  luglio  18K1, 

tom.  n «  3»6 

Nota  sopra  alcune  osserrazioni  fatte  nell'  OBserratorio  del 
Collegio  Romano  durante  l' ecclisse  del  28  luglio  1861 , 

tom.  II *  383 

Notizie  Astronomiche,  tom.  II.  ....  »  407 
Artìcolo  suir  ecclisse  solare  del  28  luglio  18B1,  tom.  n.  »  470 
Nota  sul  modo  di  ralutare  la  torza  del  raggiamento  solare 

.     tom.  U »  508 

Nota  sul  ritorno  della  cometa  di  Enhf  tom.  HL  .  d  42 
Lettera  al  compilatore  relativa  alla  nota  di  A.  Strpieri  snl 

calcolo  dell'equazioBe  dei  perìodi  meteorologici,  t.  HI.  »  142 
Articolo  sulla  intensità  del  calore  nelle  varie  parti  del  diaco 

solare,  tom.  Ili 197 

Nota  sulla  reometria  elettrica,  tom.  IH.  .        .        ■  S78 

Lettera  al  compilatore  sopra  un  fenoaeDo  elettrico  t.  HI.  i  288 
Nuove  ricerche  suHa  dìBtriboziooe  del  calore  alla  snperS-^ 

eie  solare:  memoria,  tom.  lY »    25 

Ricerche  sulla  struUora  della  penombra  delle  macchie  jkh 

lari  toni.  IV .183 

Nota  sull'anello  dì  Saturno,  hun.  IV.  ...  *  194 
Guida  dei  naviganti  a  lungo  corso  del  frof. .  V.  Gatto, 

tom.  IV .245 

Nota  sulla  maniera  di  determinare  la  flessione  dei  tubi  nti 

grandi  strumenti  astronomici,  tom.  V.           .        .        *    62 
Memoria  sulle  variazioni  periodiche  dell'  ago  magnetico  , 
tum.  V.  (Cominua) >  256 
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Sulle Tariazioni  periodiche  dell'ago  magnetico,  lom.  V-  {Con- 
tJDuazione).  . •  337 

Sulle  variazioni  periodiche  dell'ago  magneUco  tom.  V.  (Con- 
tinuazione)  1.  Ì6S 

Sulle  variazioni  periodioche  dell'  ago  magnetico  tom.  VI. 
(Continuazione  e  fine) a    Si 

Articolo  bibliografico.  Il  piloto  in  altura.  Opera  di  G.  Giae- 
ehetti,  e  la  guida  generale  di  Eugenio  Rodrignei,  t.  VI.  *  503 

Ricerche  sopra  il  pianeta  Giove  fatte  colf  equinoziale  dì 
Meri  airOsserralorio  del  Collegio  Romano  durante  l'anno 

1885,  lom.  VII -    51 

Notizia  Bulle  più  recenti  scoperte  fatte  intonio  agli  anelli 
di  Saturno:  nota,  tom.  VII.  ^  194 

Sulle  variazioni  periodiche  del  magpetismo  terrestre  ;  me- 
moria seconda,  tom.  VITI >    «7 

SERPIERI  ALESSANDRO.  Lettera  sopra  un  articolo  dell74<t- 
tut,  relativo  alle  stella  cadenti,  tom.  I.        .        .        >  418 

Nota  sulle  stelle  cadenti  dell'agosto  1860,  tom.  II.    .        »  144 

Di  un  notabile  abbassamento  di  temperatura  nei  giorni  tra 
il  9  e  il  13  luglio  1850  io  Francia,  ia  lUlia,  aBroxelle, 
a  Vienna:  nota,  toro.  II »  187 

Nota  sulla  soluzione  analitica  dell'oscillazione  del  pendolo 
avuto  riguardo  alla  rotazione  della  terra  del  prof.  Mai- 
tatti,  tom.  n „  437 

Lettera  al  compilatore  contenente  delle  osservazioni  sulla 
equazione  della  curva  termica  diurna,  tom.  II.     .        »  367 

Lettera  al  P.  Secchi  sutl'ecclisse  del  28  luglio,  tom.  II.      •  394 

Sul  calcolo  dell'equazione  dei  perìodi  meteorologici  t.  III.  »  142 
SIMONELLI  RANIERO.   Relazioni    fra  i  triangoli  sferici  e  i 

triangoli  rettilinei  formati  dalle  corde;  nota  tom.  V.     »  186 
SPOTTISWOODÈ  W.  MemDrìa  sulla  trasformazione  dcll'cqua- 

zioni  differenziali  lineari  dell'ordine  secondo,  tom.  III.  »    26 
STLVESTER  J.  J.  Lettre  au  redacteur,  tom.  VII-  ■  398 

Sulla  partizione  dei  numeri;  nota,  tom.  Vili.  •    12 

STADER  F.  AdnoUtiones  in  integralibus  modularibos  Chrut. 
Gudematm ,  tom.  Il »  657 

Aduotationes  in  etc.  tom.  Ili >  422 

Adnotationes  in  etc.  tom.  V >    81 


ly  Google 


(  573  ) 

■      T 

TARDY  PLACIDO.  Nota  sulle  equazioni  differenziali  lineari, 
tom.  1 ■  136 

Osservazioni  sopra  ona  nuoVa  equazione  in  idrodinamica , 
tom.  I »  SSS 

Nota  sull'equazioni  lineari  a  differenze  finite  tom.  1.       *  337 

Nota  sulla  risoluzione  algebrica  di  alcune  equazioni,  t.  11.  >  197 

Nola  sulla  trasformazione  di  un  prodotto  di  ti  fattori,  t.  II.  >  S87 

Nota  sopra  un  teorema  di  polìgonometria,  tom.  III.        »  116 
TATLOR  JOH.  Sulta  cometa  del  lS6i-lSS6-18i8,  tom.  I.  »  893 
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